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го, на и бо лее эко ном но го, на и бо лее про из во ди тель но го и на и-
ме нее тру до ем ко го, ре ше ния. Такими за да ча ми за ни ма лись
вы да ю щи е ся ма те ма ти ки в XVII в. — Б. Па с каль (1623—1662),
П. Фер ма (1601—1665). Ими бы ло под го тов ле но вве де ние в
на учный оборот ос нов ных по ня тий ма те ма ти че с ко го ана ли -
за — об ще го ме то да ре ше ния оп ти ми за ци он ных за дач. Он
был раз ра бо тан И. Нью то ном (1643—1727), Г. В. Лейб ни цем
(1646—1716). В де сят ку на и бо лее вы да ю щих ся до сти же ний
ма те ма ти ки от но сит ся раз ра бот ка по ня тия про из вод ной,
которое ста ло ос но вой об ще го при ема при ре ше нии за дач на
экс тре му мы.

Ста нов ле ние ма те ма ти че с ких зна ний в Рос сии свя за но
с вы да ю щи ми ся уче ны ми Л. Ф. Маг ниц ким (1669—1739)
и Л. Эй ле ром (1707—1783). Ре фор мы, на ча тые Пе т ром I, кос -
ну лись и об ра зо ва ния. Как пи сал М. В. Ло мо но сов, Петр I
«ус мо т рел тог да яс но, что ни пол ков, ни го ро дов на деж но ук -
ре пить, ни ко раб лей по ст ро ить и бе зо пас но пу с тить в мо ре,
не упо треб ляя ма те ма ти ки...». Ведущим ма те ма ти ком в на уч -
ной среде Моск вы в начале XVIII в. считался Л. Ф. Маг ниц -
кий, ко то ро му бы ло по ру че но со здать учеб ник по ма те ма ти ке
и на ви га ции для толь ко что со здан ной Ма те ма ти ко-на ви га -
ци он ной шко лы. «Вра та ми уче но с ти» поз же на звал «Ариф ме -
ти ку» Л. Ф. Маг ниц ко го, на пе ча тан ную в 1703 г., М. В. Ло -
мо но сов. Л. Эй лер был при гла шен в 1727 г. в Пе тер бург скую
ака де мию на ук, ему при над ле жат си с тем ное из ло же ние ма те -
ма ти че с ко го ана ли за (пять то мов), ма те ма ти че с кие ос но вы
ме ха ни ки, те о рия ко раб ле с т ро е ния, те о рия дви же ния Лу ны
и пла нет. «Твор че ст во Эй ле ра изу ми тель но и в на уке бес при -
мер но» (А. Н. Кры лов).

XX в. ста л пе ри о дом ста нов ле ния те о рии оп ти ми за ци он -
ных уп рав лен че с ких ре ше ний в эко но ми ке. В 1939 г., ре шая
при клад ную за да чу рас кроя ли с то во го ма те ри а ла, Л. В. Кан -
то ро вич пред ло жил ма те ма ти че с кий ме тод по ис ка оп ти маль -
но го ре ше ния, по лу чив ший впос лед ст вии на зва ние «ли ней -
ного про грам ми ро ва ния». Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая шко ла
бы ла со зда на Л. В. Кан то ро ви чем и В. В. Но во жи ло вым в на -
ча ле 1940 гг. Ра бо ты А. А. Мар ко ва ста ли ос но во по ла га ю щи -
ми для раз ви тия те о рии ди на ми че с ко го про грам ми ро ва ния.
В. В. Но во жи лов, опи ра ясь на ма те ма ти че с кий ме тод Ла г ран-
жа, выделил спе ци аль ную об ласть ма те ма ти че с ко го обос но ван -
но го вы бо ра оп ти маль ных про ект ных ва ри ан тов. Ба зо вым
по ло же ни ем ма те ма ти че с кой те о рии уп рав ле ния стал ма те -
ма ти че с кий ме тод оп ти ми за ции, раз ра бо тан ный Л. С. Пон т -
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Введение

Математика должна ра бо  -
тать на экономику России.

Ма те ма ти че с кие зна ния на Ру си по лу чи ли рас про ст ра не -
ние уже в X—XI вв. Они бы ли свя за ны с ле то ис чис ле ни ем,
вы чис ле ни ем по го ло вья ста да, оп ре де ле ни ем при бы ли от
уро жая. Нов го род ский мо нах Ки рик в 1136 г. на пи сал «Уче -
ние им же ве да ти че ло ве ку чис ла всех лет», по свя щен ное ка -
лен дар ным рас че там и пра ви лам оп ре де ле ния дат цер ков ных
пра зд ни ков, при вя зан ных к дви же нию солн ца и лу ны. К пер -
вым ша гам в стрем ле нии из ме рить и со по с та вить с ис поль зо ва-
нием ма те ма ти че с ких ме то дов в ком мер че с кой де я тель но с ти
от но сит ся ра бо та ита ль ян ско го ма те ма ти ка Лу ки Па чо ли,
ко то рый еще в 1494 г. пред ло жил ме тод двой ной за пи си ре -
ги с т ра ции дан ных вза им ных рас че тов за товары меж ду тор гов-
ца ми, что яв ля ет ся от ли чи тель ной осо бен но с тью бух гал тер -
ско го уче та. В XVI—XVII вв. по яв ля ет ся и рас про ст ра ня ет ся
ру ко пис ная ма те ма ти че с кая ли те ра ту ра по из ме ре нию зе -
мель, по дат но му об ло же нию, гра до ст ро и тель ст ву и во ен но -
му де лу, тор го вым рас че там, ко то рые пред наз на ча лись для
куп цов, ре мес лен ни ков, чи нов ни ков, зем ле ме ров. Позднее
по яви лась ра бо та ос но ва те ля клас си че с кой шко лы по лит эко -
но мии Уи ль я ма Пет ти (1623—1687) «По ли ти че с кая ариф ме -
ти ка», в ко то рой он формулировал свои утверждения на язы -
ке чи сел, ве сов, мер.

Мар киз Бек ка риа (1738—1794) од ним из пер вых об ра тил -
ся к ма те ма ти ке при ис сле до ва нии эко но ми че с ких яв ле ний.
При оп ре де ле нии це ны зо ло та, сто и мо с ти то ва ра, раз ме ра та -
ри фа он ввел ал ге б ра и че с кие со от но ше ния. «Ма те ма тик бы
ска зал, что сто и мость ка ко го-ли бо то ва ра на хо дит ся в об рат -
ном со от но ше нии с сум мар ным ко ли че ст вом это го то ва ра, чис -
лом его вла дель цев, и в пря мом с чис лом пре тен ден тов на не го,
на ло гом на не го, ра бо чей си лой и важ но с тью его до став ки».

Од ной из ос нов ных при чин, вы звав ших воз ник но ве ние
ма те ма ти че с ко го ана ли за, в ча ст но с ти диф фе рен ци аль но го
ис чис ле ния, бы ла по треб ность в ре ше нии за дач на экс тре му -
мы. Подобные за да чи свя за ны с по ис ком на и бо лее вы год но -



Гла ва 1
КОММЕРЧЕСКАЯ ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ 

И МАТЕМАТИКА

Спе ци а ли с ты в об ла с ти эко но ми че с ких ис сле до ва ний
счи та ют, что даль ней ший про гресс тес но свя зан с бо лее ши -
ро ким ис поль зо ва ни ем ма те ма ти че с ких и эко но ми че с ких ме -
то дов и мо де лей. Ес ли рань ше до ми ни ро вал ка че ст вен ный
ана лиз, то те перь вы яв ле ны ко ли че ст вен ные за ко но мер но с ти
и по ст ро е ны ма те ма ти че с кие мо де ли мно гих эко но ми че с ких
яв ле ний и про цес сов.

В со вре мен ных ус ло ви ях да же опыт ный ру ко во ди тель не
все гда ока зы ва ет ся в со сто я нии об на ру жить и объ ек тив но
со по с та вить пре иму ще ст ва и не до стат ки раз лич ных ва ри ан -
тов ре ше ний, по это му уп рав ле ние с ис поль зо ва ни ем мо де лей
мо жет сни зить уро вень вред ных по след ст вий. Ре ше ние за дач
на мо де лях де шев ле. Не боль шие за тра ты на мо де ли ро ва ние
поз во ля ют ими ти ро вать «эко но ми че с кие бу ри», эко но мить
при этом мил ли о ны и да же мил ли ар ды руб лей.

В ре зуль та те изу че ния ма те ри а ла сту ден ты будут:
знать, как стро ит ся си с те ма свя зи по ка за те лей хо зяй ст вен ной

де я тель но с ти ор га ни за ции в про цес се фор ми ро ва ния при бы ли, ка -
ко вы за да чи эко но ми ки и ма те ма ти ки, ка кие эко но ми че с кие и ма -
те ма ти че с кие ме то ды ис поль зу ют ся для ре ше ния за дач ком мер че с -
кой де я тель но с ти;

уметь ис поль зо вать эко но ми че с кие и ма те ма ти че с кие ме то ды
в по ста нов ке за дач ком мер че с кой де я тель но с ти, раз би рать ся в про фес-
си о наль ных во про сах, сфор му ли ро ван ных на ма те ма ти че с ком язы ке;

вла деть на вы ка ми при ме не ния ме то дов эко но ми ко-ма те ма ти -
че с ко го мо де ли ро ва ния в по ста нов ке и ре ше нии за дач ком мер че с -
кой де я тель но с ти, ме то да ми ма те ма ти че с ко го опи са ния ти по вых
про фес си о наль ных за дач ана ли за по ку па тель ско го спро са и то вар -
ных за па сов.

Эко но ми ко-ма те ма ти че с кие ме то ды сле ду ет по ни мать как
ин ст ру мент, а эко но ми ко-ма те ма ти че с кие мо де ли как про -
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ря ги ным, по лу чив ший на зва ние «прин ципа мак си му ма Пон -
т ря ги на».

Со вре мен ный ар се нал ма те ма ти че с ких ме то дов, предназ -
наченных для ре ше ния эко но ми че с ких и уп рав лен че с ких за -
дач пре вра тил ся в са мо сто я тель ную на уч ную и при клад ную
об ла с ти. Воз мож но с ти про грамм но го обес пе че ния поз во ля -
ют кон цен т ри ро вать вни ма ние на ма те ма ти че с кой фор му ли -
ров ке за да чи, что тре бу ет осо бо го ис кус ст ва.

Це лью на сто я ще го учеб ни ка яв ля ет ся из ло же ние ос но во -
по ла га ю щих по ня тий, ме то дов и мо де лей фи нан со во-ком -
мер че с ких опе ра ций, не об хо ди мых для ре ше ния прак ти че с ких
за дач, связанных с ком мер че с кой де я тель но с тью. В рам ках
изу че ния дис цип ли ны «Эко но ми ко-ма те ма ти че с кие ме то ды»
по на прав ле нию 080100 Эко но ми ка спе ци а ли с ты долж ны:

знать ме то ды эко но ми ки и ма те ма ти ки, со дер жа ние
и опе ра ции ком мер че с кой де я тель но с ти, по ка за те ли хо зяй -
ст вен ной де я тель но с ти, схе му вза и мо свя зи эко но ми че с ких
по ка за те лей при фор ми ро ва нии при бы ли, эко но ми че с кие
и ма те ма ти че с кие ме то ды и мо де ли ре ше ния за дач ком мер -
че с кой де я тель но с ти;

уметь при ме нять эко но ми че с кие и ма те ма ти че с кие ме то -
ды в по ста нов ке за дач ком мер че с кой де я тель но с ти, фор ми -
ро вать кон ст рук ции ма те ма ти че с ких мо де лей, на хо дить их
ре ше ние и про во дить ис сле до ва ние на мо де лях тор го во-эко -
но ми че с ких про цес сов и яв ле ний, на хо дить оп ти маль ные ре -
ше ния, раз би рать ся в про фес си о наль ных во про сах, сфор му -
ли ро ван ных на ма те ма ти че с ком язы ке, стро ить адек ват ные
ма те ма ти че с кие мо де ли, ана ли зи ро вать ло ги ку рас суж де ний,
обоб щать ин фор ма цию;

вла деть на вы ка ми при ме не ния эко но ми ко-ма те ма ти че с -
ких ме то дов и мо де лей при ре ше нии за дач ком мер че с кой де -
я тель но с ти и фор ми ро вать ин фор ма ци он ное обес пе че ние
для ис сле до ва ния эко но ми че с ких про цес сов для ко ли че ст -
вен но го обос но ва ния ре ше ний.



эф фек тив но с ти ком мер че с кой де я тель но с ти; ис сле до ва ние
ин фор ма ци он но-ме то ди че с ко го обес пе че ния ком мер че с кой
де я тель но с ти с  це ль ю  е е  оп ти ми за ции;

б) обес пе че ние ин фор ма ци ей и ре сур са ми, вы бор то ва ров
и фор ми ро ва ние ас сор ти мен та, под бор по ку па те лей и по став-
щи ков; пла ни ро ва ние и ор га ни за ция про цес сов за куп ки и про-
даж то ва ров; ор га ни за ция ком мер че с ких вза и мо ра с че тов;

в) про гно зи ро ва ние конъ юнк ту ры то вар ных рын ков; про -
гно зи ро ва ние и про ек ти ро ва ние но мен к ла ту ры то ва ров; про -
гно зи ро ва ние и раз ра бот ка стра те гии ком мер че с кой де я тель -
но с ти ор га ни за ции на то вар ном рын ке; про ек ти ро ва ние
про цес сов про дви же ния и ре а ли за ции то ва ров на рын ке;
про гно зи ро ва ние ре зуль та тов ком мер че с кой де я тель но с ти;

г) про фес си о наль ная чув ст ви тель ность и сво е вре мен ная
ре ак ция в ус ло ви ях на дви га ю ще го ся кри зи са и вир ту оз ное
ис пол не ние ра бо ты по вы жи ва нию и до сти же нию ус пе ха
в це лом во вре мя кри зи са.

Важ но за ме тить, что по сколь ку ре а ли за ция опе ра ций осу -
ще ств ля ет ся че ло ве ком, то уп рав ле ние ка д ра ми яв ля ет ся
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дукт про цес са эко но ми ко-ма те ма ти че с ко го мо де ли ро ва ния.
Этот ме тод мо де ли ро ва ния — как спо соб те о ре ти че с ко го ана -
ли за и прак ти че с ко го дей ст вия — на прав лен на раз ра бот ку
и ис поль зо ва ние мо де лей, он ос но вы ва ет ся на прин ци пе ана ло-
гии, воз мож но с ти изу че ния ре аль но го объ ек та не не по сред -
ст вен но, а че рез рас смо т ре ние по доб но го ему и бо лее до ступ -
но го объ ек та, его мо де ли. Мо дель — это об раз, за ме с ти тель
ре аль но го объ ек та или про цес са, пред став лен ный в ма те ри -
аль ной или иде аль ной фор ме, опи сан ный зна ко вы ми сред ст -
ва ми и от ра жа ю щий су ще ст вен ные свой ст ва мо де ли ру е мо го
объ ек та или про цес са и за ме ща ю щий его в хо де ис сле до ва ния.

В учеб ни ке рас сма т ри ва ют ся эко но ми ко-ма те ма ти че с кие
ме то ды и мо де ли ре ше ния за дач ком мер че с кой де я тель но с -
ти, ори ен ти ро ван ные на ко ли че ст вен ное обос но ва ние вы би -
ра е мо го ре ше ния.

1.1. Опе ра ции, по ка за те ли и ме то ды ре ше ния за дач 
ком мер че с кой де я тель но с ти

Ком мер че с кая де я тель ность яв ля ет ся не отъ ем ле мой ча с -
тью функ ци о ни ро ва ния со вре мен ных ор га ни за ций в ры ноч -
ных ус ло ви ях и пред став ля ет со бой со во куп ность опе ра ций,
на прав лен ных на со вер ше ние ак тов куп ли-про да жи то ва ров
и ус луг с це лью удов ле тво ре ния по ку па тель ско го спро са
и по лу че ния при бы ли.

Ком мер че с кая де я тель ность вклю ча ет сле ду ю щие ос нов -
ные про цес сы: изу че ние спро са на то ва ры и рын ков сбы та;
фор ми ро ва ние то вар но го ас сор ти мен та; вы яв ле ние и изу че -
ние ис точ ни ков по ступ ле ний и по став щи ков то ва ров; вы бор
из го то ви те лей и по став щи ков то ва ров; за ключение до го во ров
на по став ку то ва ров; оп ла та по став ок то ва ров по кон трак там;
вы бор транс порт ных схе м по став ок то ва ров; ор га ни за ция то -
ва ро дви же ния; при ем ка то ва ров по ко ли че ст ву и ка че ст ву;
скла ди ро ва ние, хра не ние, фор ми ро ва ние, ана лиз и уп рав ле -
ние то вар ны ми за па са ми; дви же ние гру зов; по груз ка, раз -
груз ка, транс пор ти ров ка, фа сов ка, под сор ти ров ка, упа ков ка;
рас че ты с кли ен та ми; ком мер че с кая каль ку ля ция; про да жа
то ва ров (рис. 1.1). Ком мер че с кие под раз де ле ния обес пе чи ва -
ют дви же ние то ва ро-де неж ных по то ков пу тем ре ше ния це ло -
го ря да со пут ст ву ю щих за дач:

а) ис сле до ва ние и ана лиз то вар ных рын ков; ис сле до ва ние
ас сор ти мен та и кон ку рен то спо соб но с ти то ва ров; ис сле до ва -
ние и мо де ли ро ва ние биз нес-тех но ло гий; ана лиз и оцен ка

10

Рис. 1.1
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свя за но с на и луч шим рас пре де ле ни ем ре сур сов по вы бран -
но му кри те рию оп ти маль но с ти, по ко то ро му и оп ре де ля ет ся
сте пень до сти же ния по став лен ной це ли. В ка че ст ве та ко вых
кри те ри ев мо гут быть вы руч ка, за тра ты, при быль, рен та бель -
ность или дру гие эко но ми че с кие по ка за те ли. В свя зи с этим
оп ти маль ным счи та ет ся та кой план, ко то рый обес пе чи ва ет,
на при мер, мак си маль ную вы руч ку или ми ни мум за трат.
В це лом по ста нов ку за дач мож но све с ти к двум ва ри ан там:
по лу че ние за дан но го эф фек та при ми ни му ме за трат или по -
лу че ние мак си маль но го эф фек та при за дан ных ог ра ни чен ных
ре сур сах.

Фи нан со вый ре зуль тат де я тель но с ти ор га ни за ции за от -
чет ный пе ри од оп ре де ля ет ся по ка за те лем при бы ли (убыт ка),
ко то рый пред став ля ет со бой раз ни цу меж ду до хо да ми и рас -
хо да ми.

До ход пред став ля ет со бой уве ли че ние эко но ми че с ких вы -
год ор га ни за ции в ре зуль та те по ступ ле ния ак ти вов или по га -
ше ния обя за тельств, при во дя щих к рос ту ка пи та ла. Су ще ст -
ву ют сле ду ю щие ви ды до хо дов: до хо ды от обыч ных ви дов
де я тель но с ти (вы руч ка) и пр. К про чим до хо дам от но сят ся:
по ступ ле ния от сда чи иму ще ст ва в арен ду (ес ли сда ча в арен -
ду иму ще ст ва не яв ля ет ся пред ме том де я тель но с ти); по ступ -
ле ния от уча с тия в ус тав ных ка пи та лах дру гих ор га ни за ций;
по ступ ле ния от про да ж иму ще ст ва; до хо ды от сов ме ст ной
де я тель но с ти; про цен ты по пре до став лен ным зай мам; про -
цен ты по де неж ным сред ст вам на бан ков ских сче тах, а так же
штра фы, пе ни, не у стой ки по до го во рам; без воз ме зд но по лу -
чен ные ак ти вы; по ступ ле ния в воз ме ще ние убыт ков ор га ни -
за ции; сум мы кре ди тор ской и де по нент ской за дол жен но с -
тей, по ко то рым ис тек срок ис ко вой дав но с ти; до оцен ка
ак ти вов; кур со вые раз ни цы; при быль про шлых лет, вы яв лен -
ная в от чет ном го ду.

Мо гут воз ник нуть и про чие до хо ды, свя зан ные с чрез вы чай-
ны ми об сто я тель ст ва ми: стра хо вое воз ме ще ние по чрез вы чай-
ным си ту а ци ям (по жар, на вод не ние); сто и мость ма те ри аль ных
цен но с тей, ос тав ших ся от спи са ния при шед ших в не год ность
ак ти вов в ре зуль та те чрез вы чай ных об сто я тельств.

По ня тие за трат, рас хо дов и убыт ков, а так же их клас си -
фи ка ция и по ря док от ра же ния в бух гал тер ском уче те да ны
в По ло же нии по бух гал тер ско му уче ту «Учет рас хо дов ор га -
ни за ции» (ПБУ 10/99).

За тра ты пред став ля ют со бой по треб лен ные ма те ри аль -
ные, тру до вые ре сур сы и фи нан со вые рас хо ды в де неж ном
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важ ней шей про бле мой на пред при я ти ях и в ор га ни за ци ях,
ко то рая вклю ча ет за да чи под бо ра ка д ров, рас пре де ле ния по
опе ра ци ям и обу че ния со труд ни ков по сов ме ст но му вза и мо -
дей ст вию в ре ше нии за дач, что и пред став ле но на схе ме вза -
и мо свя зи за дач — опе ра ций на рис. 1.2.

Цель — ре зуль тат, к ко то ро му на до стре мить ся. Кри те -
рий — по ка за тель сфор му ли ро ван ной це ли. При ня тие ре ше -
ния — это про цесс вы бо ра по кри те рию од ной аль тер на ти вы.

Ос нов ны ми це ля ми в се ти то ва ро-де неж ных по то ков яв -
ля ет ся ми ни ми за ция за трат или мак си ми за ция при бы ли, что
воз мож но лишь при объ е ди не нии уси лий ра бот ни ков в сов -
ме ст ном ре ше нии за дач по всем опе ра ци ям тор го во-эко но -
ми че с ко го про цес са в це лом с при вле че ни ем ме то дов эко но -
ми ко-ма те ма ти че с ко го мо де ли ро ва ния.

Оп ти маль ное пла ни ро ва ние за клю ча ет ся в по ис ке на и -
луч ше го ва ри ан та пла на из мно же ст ва воз мож ных, ко то рое
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Рис. 1.2
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До пу с тим, что ре зуль та ты де я тель но с ти ор га ни за ции
ООО «Мир» за 2012 г. ха рак те ри зу ют ся сле ду ю щи ми дан ны ми:

• вы руч ка от ре а ли за ции про дук ции — 120 000 руб., в том
чис ле НДС — 20 000 руб.;

• се бе с то и мость ре а ли зо ван ной про дук ции — 50 000 руб.;
• ком мер че с кие рас хо ды — 5000 руб.;
• уп рав лен че с кие рас хо ды — 15 000 руб.;
• до хо ды по до го во ру про сто го то ва ри ще ст ва —

130 000 руб.;
• штра фы, уп ла чен ные за на ру ше ние до го во ров —

120 000 руб.;
• убыт ки от спи са ния за па сов вслед ст вие по жа ра —

100 000 руб.;
• стра хо вое воз ме ще ние по за ст ра хо ван но му иму ще ст ву —

120 000 руб.,
• на лог на при быль в те че ние го да — 14 400 руб.
Со глас но учет ной по ли ти ке, уп рав лен че с кие и ком мер че -

с кие рас хо ды спи сы ва ют ся в умень ше ние вы руч ки от ре а ли -
за ции. Фи нан со вый ре зуль тат де я тель но с ти ор га ни за ции
пред став лен в табл. 1.1.
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вы ра же нии, ко то рые до мо мен та их при зна ния чис лят ся в со -
ста ве рас хо дов со от вет ст ву ю ще го пе ри о да (на при мер, за куп -
ле ны ма те ри а лы, на чис ле на за ра бот ная пла та с от чис ле ни я -
ми на со ци аль ное стра хо ва ние и т.д.)

Рас хо ды пред став ля ют со бой умень ше ние эко но ми че с ких
вы год ор га ни за ции за от чет ный пе ри од в ви де умень ше ния
ак ти вов или уве ли че ния обя за тельств, при во дя щее к умень -
ше нию ка пи та ла. Так, при по лу че нии до хо да от ре а ли за ции
го то вой про дук ции за тра ты на ма те ри а лы, на чис лен ная
и вы пла чен ная за ра бот ная пла та, от чис ле ния на со ци аль ное
стра хо ва ние ста но вят ся рас хо да ми.

Убыт ки пред став ля ют со бой за тра ты, ко то рые ни в те ку -
щем, ни в по сле ду ю щем пе ри о дах не при ве дут к об ра зо ва нию
до хо дов. На при мер, за куп лен ные ор га ни за ци ей ма те ри а лы
бы ли ис пор че ны и ока за лись непри год ны ми для от пу с ка
в про из вод ст во.

В бух гал тер ском уче те рас хо ды делятся на рас хо ды по
обыч ной де я тель но с ти и про чие рас хо ды.

Рас хо ды по обыч ной де я тель но с ти в свою очередь де лят ся
на пять эле мен тов: рас хо ды на сы рье и ма те ри а лы, рас хо ды
на оп ла ту тру да, от чис ле ния на со ци аль ное стра хо ва ние,
амор ти за ция и про чие рас хо ды. К рас хо дам по обыч ной де я -
тель но с ти, в за ви си мо с ти от от рас ле вой при над леж но с ти, от -
но сят ся: рас хо ды на из го тов ле ние про дук ции и ее ре а ли за -
цию; по при об ре те нию то ва ров и их ре а ли за ции; по ока за нию
ус луг.

К про чим рас хо дам от но сят ся: сда ча иму ще ст ва в арен ду
(ес ли та кие опе ра ции не яв ля ют ся пред ме том де я тель но с ти
ор га ни за ции); уча с тие в ус тав ных ка пи та лах дру гих ор га ни -
за ций; свя зан ные с вы бы ти ем иму ще ст ва; про цен ты за поль -
зо ва ние де неж ны ми сред ст ва ми; оп ла та ус луг кре дит ных ор -
га ни за ций; от чис ле ния в ре зер вы (по со мни тель ным дол гам,
под обес це не ние фи нан со вых вло же ний) и про чие рас хо ды,
а также штра фы, пе ни, не у стой ки уп ла чен ные; воз ме ще ние
убыт ков; убыт ки про шлых лет, вы яв лен ные в от чет ном го ду;
сум ма де би тор ской за дол жен но с ти с ис тек шим сро ком ис ко -
вой дав но с ти; кур со вые раз ни цы; ог ра ни чен ные взно сы на
бла го тво ри тель ность; рас хо ды на спор тив ные ме ро при я тия
и от дых; про чие рас хо ды.

Мо гут воз ник нуть и про чие рас хо ды, свя зан ные с чрез вы -
чай ны ми об сто я тель ст ва ми — по жа ра ми, на вод не ни я ми, ава -
ри я ми и т.д.
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Таб ли ца 1.1

Показатели Сумма, тыс. руб.

Выручка (без НДС) 120 – 20 = 100

Себестоимость продаж 50

Валовая прибыль (убыток) 50

Коммерческие расходы 5

Управленческие расходы 15

Прибыль (убыток) от продаж 30

Доходы от участия в других организациях —

Проценты к получению —

Проценты к уплате —

Прочие доходы 130 + 120 =250

Прочие расходы 120 + 100 = 220

Прибыль (убыток до налогообложения) 60

Текущий налог на прибыль 14,4

Чистая прибыль (убыток) 45,6



ло го об ло же ния (Пб). По сле вы чи та ния рас хо да по на ло гу на
при быль об ра зу ет ся чи с тая при быль (убы ток) от чет но го пе -
ри о да (Пч).

Фи нан со вый ре зуль тат — это раз ность меж ду сум мой со -
во куп ных до хо дов и сум мой со во куп ных рас хо дов.

Ис ход ные дан ные для рас че тов бе рут ся из бух гал тер ско го
«От че та о при бы лях и убыт ках», фраг мент ко то ро го при ве -
ден в табл. 1.1.

Ог ра ни чен ность по ка за те лей эко но ми че с ко го эф фек та за -
клю ча ет ся в том, что по ним нель зя сде лать вы вод о ка че ст -
вен ном уров не ис поль зо ва ния ре сур сов и уров не до ход но с ти
пред при я тия или ор га ни за ции, по это му ис поль зу ют от но си -
тель ные по ка за те ли.

Эко но ми че с кая эф фек тив ность (Эф) — это от но си тель -
ный по ка за тель, со из ме ря ю щий по лу чен ный эф фект с за тра -
та ми, обус ло вив ши ми этот эф фект, или с ре сур са ми, ис поль -
зо ван ны ми для до сти же ния это го эф фек та:

Эф = При быль/За тра ты.

Эф фек тив ность ис поль зо ва ния ос нов ных фон дов и обо -
рот ных средств ха рак те ри зу ют по ка за те ли фон до от да чи,
фон до ем ко с ти, фон до во ору жен но с ти и ко эф фи ци ент обо ра -
чи ва е мо с ти обо рот ных средств.

Фон до от да ча (ФО) — по ка за тель эф фек тив но с ти ис поль-
зо ва ния ос нов ных фон дов, по ка зы ва ю щий сто и мость или ко -
ли че ст во го то вой про дук ции, по лу ча е мой с од но го руб ля,
вло жен но го в ос нов ные сред ст ва. Фон до от да ча оп ре де ля ет
вы пуск про дук ции в сто и мо ст ном вы ра же нии, при хо дя щий -
ся на 1 руб. ос нов ных фон дов и оп ре де ля ет ся как от но ше ние
объ е ма ре а ли за ции (Врн) к сред не го до вой сто и мо с ти ос нов -
ных фон дов (ОФс )

ФО = .

Фон до ем кость (ФЕ) — по ка за тель эф фек тив но с ти ис поль-
зо ва ния ос нов ных средств и фон дов, ха рак те ри зу ет не об хо -
ди мую сум му ос нов ных средств и фон дов (ОФ), при хо дя щу -
ю ся на 1 руб. или еди ни цу го то вой про дук ции (Врн)

ФЕ = = .

Фон до во ору жен ность (ФВ) по ка зы ва ет уро вень обес пе -
чен но с ти ра бот ни ков, сто и мость ос нов ных средств, при хо дя -

1
———
ФО

ОФ
———
Врн

Врн———
ОФс
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В це лом при фор му ли ров ке за дач сле ду ет ори ен ти ро вать -
ся на свя зи эко но ми че с ких по ка за те лей в фор ми ро ва нии эко -
но ми че с ко го эф фек та, как аб со лют но го по ка за те ля, на при мер,
фи нан со во го ре зуль та та или при бы ли, схе ма об ра зо ва ния
ко то рой по ка за на на рис 1.3.

Вы руч ка (Вр) оп ре де ля ет ся в ви де сум мы про из ве де ний
по всем m то ва рам и груп пам n в ко ли че ст ве qij про дан но го
то ва ра в на ту раль ном вы ра же нии на це ну за еди ни цу то ва ра
pij по фор му ле

Вр = pij qij,

где j — но мер то вар ной груп пы, j = 1, 2, 3, ..., n.
Вы руч ка без НДС (Врн), ес ли, на при мер, на лог со став ля ет

18%, оп ре де ля ет ся по фор му ле
Врн = Вр – Вр18%/(118%).

Ва ло вая при быль (Пвал) оп ре де ля ет ся как раз ность меж -
ду вы руч кой от про да жи про дук ции, ра бот, ус луг Врн (без
НДС) и се бе с то и мо с тью про дан ной про дук ции, ра бот, ус луг

Пвал = Врн – Себст.

Ес ли ва ло вую при быль умень шить на ве ли чи ну ком мер -
че с ких (Кр) и уп рав лен че с ких (Ур) рас хо дов, то об ра зу ет ся
при быль (убы ток) от про даж (Ппр) (см. рис. 1.3). По ка за тель
при бы ли (убыт ка) от про даж бу дет уве ли чен на сум мы про -
чих до хо дов (Пд) и умень шен на сум мы про чих рас хо дов
(Пр). Он бу дет пред став лять со бой при быль (убы ток) до на -

n

Σ
j =1

m

Σ
i =1
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Рис. 1.3

Вы руч ка от про даж (Вр)
– НДС
= Вы руч ка без НДС (Врн)
– Се бе с то и мость про дан ных то ва ров, ра бот, ус луг (Себст)
= Ва ло вая при быль (Пвал) = Врн – Себст
– Ком мер че с кие рас хо ды (Кр)
– Уп рав лен че с кие рас хо ды (Ур)
= При быль от про даж (Ппр) = Пвал – Кр – Ур
– Про чие рас хо ды (Пр)
+ Про чие до хо ды (Пд)
– Фи нан со вые рас хо ды (Фр)
= При быль до на ло го об ло же ния (Пб) = Ппр – Пр + Пд – Фр
– Рас ход по на ло гу на при быль (Нпр) = 0,2Пб
= Чи с тая при быль (Пч) = Пб – Нпр



Rо.к = ;

д) рен та бель ность соб ст вен но го ка пи та ла (Rс.к) — от но -
ше ние чи с той при бы ли (Пч) к сред ней сто и мо с ти соб ст вен -
но го ка пи та ла (Kс.с):

Rс.к = .

Этот по ка за тель ха рак те ри зу ет, ка кую при быль да ет каж -
дый рубль, ин ве с ти ро ван ный соб ст вен ни ком ка пи та ла;

е) пе ри од оку па е мо с ти ка пи та ла (Т) — это от но ше ние ка -
пи та ла (K) к чи с той при бы ли (Пч).

T = .

Этот па ра метр по мо га ет оп ре де лить, че рез сколь ко лет
оку пят ся вло жен ные в дан ное пред при я тие или ор га ни за цию
сред ст ва при не из мен ных ус ло ви ях про из вод ст вен но-фи нан -
со вой де я тель но с ти;

ж) рен та бель ность про даж — по ка за тель фи нан со вой ре -
зуль та тив но с ти ор га ни за ции, отражает, ка кую часть вы руч -
ки ор га ни за ции со став ля ет при быль, а так же при быль ная или
убы точ ная де я тель ность ор га ни за ции, а так же от ра жа ет до -
ход ор га ни за ции на каж дый за ра бо тан ный рубль. Рен та бель -
ность про даж оп ре де ля ют:

• по ва ло вой при бы ли = Ва ло вая при быль/Вы руч ка;
• по чи с той при бы ли = Чи с тая при быль/Вы руч ка;
• по опе ра ци он ной рен та бель ности = При быль от про -

даж/Вы руч ка;
з) ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти — это фи нан со вый по -

ка затель, отражающий ин тен сив ность ис поль зо ва ния (ско -
рость обо ро та) оп ре де лен ных ак ти вов или обя за тельств:

• (от но ше ние го до вой вы руч ки к сред не го до вой сто и мо с -
ти за па сов);

• (от но ше ние го до вой вы руч ки к сред не го до вой ве ли чи не
де би тор ской за дол жен но с ти);

• (от но ше ние го до вой вы руч ки к сред не го до вой ве ли чи не
крат ко сроч ной кре ди тор ской за дол жен но с ти);

• обо ра чи ва е мость ак ти вов (от но ше ние го до вой вы руч ки
к сред не го до вой ве ли чи не всех ак ти вов ор га ни за ции);

• обо ра чи ва е мость соб ст вен но го ка пи та ла (от но ше ние го -
до вой вы руч ки к сред не го до вой ве ли чи не соб ст вен но го ка -
пи та ла ор га ни за ции).

K
——
Пч

Пч———
Kc.c

Пб————
ОФок

19

щу ю я ся на каж до го ра бо та ю ще го и оп ре де ля ет ся как ча ст ное
от де ле ния ве ли чи ны ос нов ных фон дов пред при я тия (ОФ)
на чис лен ность ра бо та ю щих (Ч):

ФВ = .

Так, на при мер, ес ли сред не го до вая сто и мость ос нов ных фон-
дов 60 млн руб., до ход от ре а ли за ции про дук ции 234 млн руб.,
а чис лен ность ра бот ни ков 1087 чел., то фон до от да ча со став -
ля ет ФО = 3,9 руб., т.е. ре а ли зо ван ной про дук ции при хо дит -
ся на 1 руб. ос нов ных фон дов, а фон до ем кость по ка зы ва ет,
что для про да жи 1 руб. про дук ции тре бу ет ся ФЕ = 0,3 руб.
ОФ и фон до во ору жен ность ФВ = 0,06 руб. при хо дит ся на
каж до го ра бот ни ка пред при я тия.

Рен та бель ность пред став ля ет от но си тель ный по ка за тель
ре зуль та тив но с ти опе ра ции и оп ре де ля ет ся от но ше ни ем
при бы ли к за тра там, ак ти вам, пас си вам в про цен тах или до -
лях еди ни цы. Сте пень до ход но с ти мож но оце нить с по мо -
щью сле ду ю щих по ка за те лей рен та бель но с ти:

а) рен та бель ность про дук ции (от дель ных ви дов) (Rп) рас -
счи ты ва ет ся как от но ше ние при бы ли от ре а ли за ции про дук -
ции (Пр) к за тра там на ее про из вод ст во и ре а ли за цию (Зпр):

Rп = ;

б) рен та бель ность ос нов ной де я тель но с ти (Rод) — от но -
ше ние при бы ли от ре а ли за ции про дук ции Пр.в.п к за тра там
Зпр.в.п на ее про из вод ст во и ре а ли за цию:

Rод = ;

в) рен та бель ность ак ти вов (Rа) — от но ше ние ба лан со вой
при бы ли к ито гу сред не го ба лан са (Kср). Этот по ка за тель ха -
рак те ри зу ет, на сколь ко эф фек тив но ис поль зу ют ся ос нов ные
и обо рот ные сред ст ва пред при я тия или ор га ни за ции. Этот
по ка за тель пред став ля ет ин те рес для кре дит ных и фи нан со -
вых уч реж де ний, де ло вых парт не ров:

Rа = ;

г) рен та бель ность ос нов но го ка пи та ла (Rо.к) — от но ше ние
ба лан со вой при бы ли (Пб) к сред ней сто и мо с ти ос нов но го ка -
пи та ла (ОФок):

Пб——
Kср

Пр.в.п————
Зпр.в.п

Пр——
Зпр

ОФ
———

Ч
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КОдз = .

Сни же ние дан но го по ка за те ля мо жет сиг на ли зи ро вать
о рос те чис ла не пла те же спо соб ных кли ен тов и дру гих про -
бле мах сбы та. Ши ро ко рас про ст ра нен еще один ва ри ант дан -
но го по ка за те ля, вы ра жа ю щий обо ра чи ва е мость де би тор -
ской за дол жен но с ти как сред нее чис ло дней, тре бу е мое для
сбо ра дол гов. Этот ва ри ант по ка за те ля на зы ва ет ся пе ри о дом
сбо ра де би тор ской за дол жен но с ти и рас счи ты ва ет ся по сле -
ду ю щей фор му ле:

Tдз = · 365.

В ком мер че с кой де я тель но с ти важ но оп ре де лить кон цеп -
цию бе зу бы точ но го ве де ния хо зяй ст ва — сколь ко еди ниц
про дук ции не об хо ди мо про дать в це лях воз ме ще ния про из -
ве ден ных при этом за трат. Со от вет ст вен но це ны на про дук -
цию ус та нав ли ва ют ся та ким об ра зом, что бы воз ме с тить все
ус лов но-пе ре мен ные за тра ты и по лу чить над бав ку, до ста точ -
ную для по кры тия ус лов но-по сто ян ных за трат и по лу че ния
при бы ли. Как толь ко бу дет про да но ко ли че ст во еди ниц про -
дук ции qкр, до ста точ ное для то го, что бы воз ме с тить ус лов но-
по сто ян ные и ус лов но-пе ре мен ные за тра ты (пол ную се бе с то и -
мость), каж дая про дан ная сверх это го еди ни ца про дук ции
при но сит при быль. Как толь ко объ ем про дан ных еди ниц
про дук ции до стиг нет ми ни маль но го зна че ния, до ста точ но го
для по кры тия пол ной се бе с то и мо с ти, ор га ни за ция по лу ча ет
при быль. Та кой же эф фект име ет ме с то в слу чае со кра ще ния
объ е мов хо зяй ст вен ной де я тель но с ти, т.е. тем пы сни же ния
при бы ли и уве ли че ния убыт ков опе ре жа ют тем пы умень ше -
ния объ е мов про даж. Оп ре де лить эти гра ницы и вы де лить
зо ны ри с ка мож но гра фо-ана ли ти че с ким ме то дом (рис. 1.4).
По го ри зон та ли по ка зы ва ет ся объ ем про из вод ст ва про дук -
ции в про цен тах, в на ту раль ных еди ни цах, в де неж ных еди -
ни цах, а по вер ти ка ли се бе с то и мость про дан ной про дук ции
и при быль, ко то рые вме с те со став ля ют вы руч ку от ре а ли за -
ции. По гра фи ку мож но оп ре де лить точ ку бе зу бы точ но го ве -
де ния хо зяй ст ва, в ко то рой фи нан со вый ре зуль тат ра вен ну -
лю, а за тра ты рав ны вы руч ке от ре а ли за ции про дук ции,
а так же объ ем про из вод ст ва, про да жи, при ко то ром ор га ни -
за ция не по лу ча ет ни при бы ли, ни убыт ков.

Точ ка бе зу бы точ но с ти — это объ ем про из вод ст ва, про да ж
(в де неж ных или на ту раль ных еди ни цах), при ко то ром при -

ДЗ
——
Врн

Врн——
ДЗ
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Так, зна че ние ко эф фи ци ен та обо ра чи ва е мо с ти ак ти вов,
рав ное трем, по ка зы ва ет, что ор га ни за ция в те че ние го да по -
лу ча ет вы руч ку втрое боль шую сто и мо с ти сво их ак ти вов
(ак ти вы за год «обо ра чи ва ют ся» три ра за).

Ско рость обо ро та — по ка за тель де ло вой ак тив но с ти, оп -
ре де ля емый как от но ше ние вы руч ки (се бе с то и мо с ти) к за -
па сам, де неж ным сред ст вам, кре ди тор ской за дол жен но с ти
и по ка зы ва ет ко ли че ст во обо ро тов за ана ли зи ру е мый пе -
риод.

Про дол жи тель ность од но го обо ро та — по ка за тель де ло -
вой ак тив но с ти в днях, оп ре де ля емый как от но ше ние сто и мо-
с ти за па сов, де неж ных средств, кре ди тор ской за дол жен но с ти
к вы руч ке (се бе с то и мо с ти), яв ля ет ся об рат ным по ка за те лю
ско ро сти обо ро та.

Чем боль ше ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти ак ти вов, тем
ин тен сив ней ис поль зу ют ак ти вы в де я тель но с ти ор га ни за -
ции, тем вы ше де ло вая ак тив ность. На при мер, боль шая обо -
ра чи ва е мость де би тор ской за дол жен но с ти го во рит о бо лее
эф фек тив ной со би ра е мо с ти пла те жей с по ку па те лей.

Обо ра чи ва е мость ча с то рас счи ты ва ют в ко ли че ст ве дней,
ко то рое за ни ма ет один обо рот. Для это го 365 дней де лят на
го до вой ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти. На при мер, ко эф фи -
ци ент обо ра чи ва е мо с ти ак ти вов рав ный трем по ка зы ва ет, что
ак ти вы в сред нем обо ра чи ва ют ся за 121,7 дней (т.е. за этот
пе ри од по сту па ет вы руч ка, рав ная сто и мо с ти име ю щих ся
у ор га ни за ции ак ти вов).

Обо ра чи ва е мость за па сов по ка зы ва ет, сколь ко раз за ана -
ли зи ру е мый пе ри од ор га ни за ция ис поль зо ва ла сред ний име -
ю щий ся ос та ток за па сов. Дан ный по ка за тель ха рак те ри зу ет
ка че ст во за па сов и эф фек тив ность уп рав ле ния ими, поз во ля -
ет вы явить ос тат ки не ис поль зу е мых, ус та рев ших или не кон -
ди ци он ных за па сов. Важ ность по ка за те ля связ на с тем, что
при быль воз ни ка ет при каж дом «обо ро те» за па сов, ис поль -
зо ва нии их в опе ра ци он ном цик ле.

Ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти де би тор ской за дол жен но -
с ти (КОдз) — от но си тель ный по ка за тель, ха рак те ри зу ю щий
ско рость обо ро та де би тор ской за дол жен но с ти. Отражает на -
сколь ко эф фек тив но ком па ния ор га ни зо ва ла ра бо ту по сбо -
ру оп ла ты за свою про дук цию. По ка за тель чис ла обо ро тов,
со вер шен ных де би тор ской за дол жен но с тью за год, — фи нан -
со вый по ка за тель, рас счи ты ва е мый как от но ше ние обо ро та
ком па нии Врн к сред не го до вой ве ли чи не де би тор ской за дол -
жен но с ти ДЗ
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воз мож ные фи нан со вые по те ри не пре вы ша ют раз ме ра рас -
чет ной сум мы при бы ли, в пре де лах последней ор га ни за ция
со хра ня ет эко но ми че с кую це ле со об раз ность. Боль шая гра -
ни ца зо ны до пу с ти мо го ри с ка Е со от вет ст ву ет уров ню по -
терь, рав но му ве ли чи не за пла ни ро ван ной при бы ли, име ет ся
уг ро за пол ной по те ри при бы ли от пла ни ру е мой ре а ли за ции
в точ ке В.

3. Зо на кри ти че с ко го ри с ка (В — Б) (Б — точ ка без до ход -
но с ти), в ко то рой воз мож ные фи нан со вые по те ри пре вы ша ют
сум му рас чет ной при бы ли вплоть до ве ли чи ны рас чет ной вы-
руч ки и по кры тие убыт ков идет за счет средств ор га ни за ции.

4. Зо на ка та ст ро фи че с ко го (не до пу с ти мо го) ри с ка (Б — А),
в ко то рой воз мож ные фи нан со вые по те ри мо гут пре взой ти
раз мер рас чет ной вы руч ки и в пре де ле мо гут до стиг нуть раз -
ме ра иму ще ст вен но го со сто я ния ор га ни за ции, по те ре ка пи -
та ла, иму ще ства и бан крот ст ва (А — точ ка бан крот ст ва).

За пас фи нан со вой проч но с ти оп ре де ля ет ся от но ше ни ем
раз но сти меж ду вы руч кой Вр и бе зу бы точ ным объ е мом про -
даж Вкр к фак ти че с ко му объ е му про даж Вр

Зф.пр = · 100%.

Бе зу бы точ ный объ ем про даж оп ре де ля ет ся по ро го вым
зна че ни ем вы руч ки, при ко то ром фи нан со вый ре зуль тат ра -
вен ну лю.

Эко но ми че с кое со дер жа ние опе ра ций ото б ра жа ет мно же -
ст во дру гих по ка за те лей хо зяй ст вен ной де я тель но с ти, ко то -
рые сле ду ет вклю чать в по ста нов ку за дач, по сколь ку они яв -
ля ют ся кри те ри я ми, на ко то рые ори ен ти ру ют ся при вы бо ре
уп рав лен че с ких ре ше ний. Та ки ми по ка за те ля ми яв ля ют ся
то ва ро обо рот, за ра бот ная пла та, при быль, рен та бель ность,
то ва ро обо ра чи ва е мость, уро вень то вар ных за па сов, вы руч ка,
обо рот ные сред ст ва, а также их тем пы рос та, тем пы при ро с -
та, ко эф фи ци ен ты кор ре ля ции, ко эф фи ци ент фи нан со вой
ус той чи во с ти, рен та бель ность про из вод ст вен ных фон дов),
пла те же спо соб ность(лик вид ность).

Ос нов ное на зна че ние фи нан со во-эко но ми че с ких по ка за -
те лей — ана лиз и воз мож ность со по с тав ле ния. Срав не ние
в ана ли зе фи нан со во-хо зяй ст вен ной де я тель но с ти — это дей -
ст вие, по сред ст вом ко то ро го ус та нав ли ва ет ся сход ст во или
раз ли чие яв ле ний объ ек тив ной дей ст ви тель но с ти. Срав не -
ние мо жет быть ка че ст вен ным (вче ра бы ло теп лее) и ко ли че -
ст вен ным (30 все гда боль ше, чем 10).

Вр – Вкр——————
Вр
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быль рав на ну лю, а вы руч ка от про да жи то ва ра рав на сум -
мар ным за тра там ор га ни за ции, по это му ос но вой рас че та точ -
ки бе зу бы точ но с ти яв ля ет ся ра вен ст во

П = Вр – Упер – Упост,

где П — при быль; Вр — вы руч ка от ре а ли за ции про дук ции,
Вр = qp; Упер —ус лов но-переменные затраты продажи про -
дукции, Упер = qСпер; Спер — ус лов но-переменные затраты
продажи единицы продукции; Упост —ус лов но-по сто ян ные
рас хо ды ор га ни за ции.

На этом ос но ва нии мож но за пи сать:
П = qp – qСпер – Упост.

Тог да фор му ла рас че та точ ки бе зу бы точ но с ти в на ту раль -
ном вы ра же нии

qк = Упост/(p – Спер),

где qк — кри ти че с кий объ ем про да жи в на ту раль ном вы ра же нии.
Ес ли qк ум но жить на це ну p, то по лу чит ся точ ка бе зу бы -

точ но с ти в де неж ном вы ра же нии Вкр. Су ще ст ву ет фор ма рас -
че та точ ки бе зу бы точ но с ти с помощью Excel. При ком би ни -
ро ва нии с дру ги ми ме то да ми ана ли за, точ ность рас че та та кой
точ ки впол не при ем ле ма для при ня тия ре ше ния. На рис. 1.4
по ка за ны зо ны ри с ков по уров ням фи нан со вых по терь.

1. Без ри с ко вая зо на (Д — Г), в ко то рой фи нан со вые по те -
ри не ожи да ют ся (Г — точ ка эко но ми че с ко го рав но ве сия).

2. Зо на до пу с ти мо го ри с ка (Г — В) (В — точ ка бе зу бы точ -
но с ти или оку па е мо с ти, по рог рен та бель но с ти), в ко то рой
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ми ко-ма те ма ти че с кие ме то ды сле ду ет по ни мать как ин ст ру -
мент, а эко но ми ко- ма те ма ти че с кие мо де ли как про дукт про -
цес са эко но ми ко-ма те ма ти че с ко го мо де ли ро ва ния.

В ос но ве клас си фи ка ции ме то дов ко то рых ле жат раз ные
при зна ки. Так, на при мер, по сте пе ни фор ма ли зу е мо с ти ме -
то ды мо гут быть раз де ле ны на не фор маль ные и фор ма ли зо -
ван ные, ко то рые рас смо т рим вме с те с эко но ми че с ки ми ме то -
да ми ана ли за.

Не фор маль ные ме то ды, труд но фор ма ли зу е мые, ос но ва -
ны на опи са нии про це дур на ло ги че с ком уров не, без стро гих
ана ли ти че с ких за ви си мо с тей. При ана ли зе фи нан со во-хо -
зяй ст вен ной де я тель но с ти пред при я тия преж де все го не об -
хо ди мо ис поль зо вать не фор маль ные ме то ды: экс перт ных
оце нок, моз го вой ата ки, сце на ри ев, дель фий ский ме тод, де -
ре ва це лей, мор фо ло ги че с кий ана лиз,ими та ци он ное мо де ли -
ро ва ние.

Эко но ми че с кие ме то ды ана ли за: срав не ния, ба лан со вый
ме тод, фак тор ный ана лиз на ос но ве де тер ми ни ро ван ных мо -
де лей, при емы цеп ных под ста но вок и ариф ме ти че с ких раз -
ниц, диф фе рен ци аль ный ме тод, ме тод вы яв ле ния фак то ров
вли я ния, ин те г раль ный ме тод, ло га риф ми че с кий ме тод.

Ма те ма ти че с кие ме то ды (фор ма ли зо ван ные) опи ра ют ся
на пред ва ри тель но за дан ные стро гие за ви си мо с ти и пра ви ла.

1. Эко но ми ко-ста ти с ти че с кие: эко но ми че с кая ста ти с ти ка;
ма те ма ти че с кая ста ти с ти ка; выборочный метод; дис пер си он -
ный анализ; корреляционный анализ; регрессионный анализ;
многомерный статистический анализ; факторный анализ; кла с-
тер ный ана лиз.

2. Эко но ме т ри ка: те о рия эко но ми че с ко го рос та; ана лиз
спро са и по треб ле ния; те о рия про из вод ст вен ных функ ций;
ме жо т рас ле вые ба лан сы; мо де ли кон ку рен ции; ма к ро эко но -
ми че с кие мо де ли; анализ временных рядов.

3. Ис сле до ва ние опе ра ций: ма те ма ти че с ко го ана ли за (диф -
фе рен ци ро ва ния, ин те г ри ро ва ния); выс шей ал ге б ры (Га ус са,
Кра ме ра, ма т рич ный); ма те ма ти че с кое про грам ми ро ва ние:
ли ней ное (гра фи че с кий, симп лекс ный, по тен ци а лов, двой ст -
вен ный), це ло чис лен ное (от се че ний, Го мо ри), ди на ми че с кое,
не ли ней ное (мно жи те лей Ла г ран жа, ли на ри за ция не ли ней -
ных функ ций, клас си че с кие оп ре де ле ния экс тре му мов); те о -
рия гра фов (вет вей и гра ниц, вен гер ский); те о рия се те во го
пла ни ро ва ния и уп рав ле ния; те о рия мас со во го об слу жи ва -
ния; те о рия по до бия, те о рия игр и ста ти с ти че с ких ре ше ний;
те о рия уп рав ле ния за па са ми, те о рия при ня тия ре ше ний.
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В ре зуль та те ка че ст вен но го ана ли за не об хо ди мо по ст ро ить
та кую си с те му, ко то рая ох ва ты ва ла бы все су ще ст вен ные сто-
ро ны изу ча е мо го яв ле ния. Си с те мой на зы ва ет ся ком плекс
вза и мо свя зан ных эле мен тов вме с те с от но ше ни я ми меж ду
ни ми. Мно же ст во эле мен тов мож но рас сма т ри вать как си с -
те му, ес ли вы яв ле ны сле ду ю щие при зна ки: це ло ст ность, на -
ли чие це ли и кри те рия ис сле до ва ния, на ли чие внеш ней си с -
те мы по от но ше нию к рас сма т ри ва е мой, на зы ва е мой сре дой,
воз мож ность вы де ле ния в дан ной си с те ме вза и мо свя зан ных
ча с тей (эле мен тов).

Раз ра бот ка си с те мы по ка за те лей все гда но сит твор че с кий
ха рак тер, при чем со во куп ность ча ст ных по ка за те лей пу тем
ма те ма ти че с ких опе ра ций сво дит ся (ин те г ри ру ет ся) в один
или не сколь ко обоб ща ю щих по ка за те лей. Слож ные си с те мы
в эко но ми ке об ла да ют, например, таким свойством, как эмер д  -
жент ность — про яв ле ние в на и бо лее яр кой фор ме свой ст ва
це ло ст но с ти си с те мы, т.е. на ли чие у эко но ми че с кой си с те мы
та ких свойств, ко то рые не при су щи ни од но му из от дель но со -
став ля ю щих си с те му эле мен тов. Эмер д жент ность есть ре зуль-
тат воз ник но ве ния меж ду эле мен та ми си с те мы так на зы ва е -
мых си нер ги че с ких свя зей, ко то рые обес пе чи ва ют уве ли че ние
об ще го эф фек та до ве ли чи ны, боль шей, чем ариф ме ти че с кая
сум ма эф фек тов эле мен тов си с те мы, дей ст ву ю щих не за ви си мо.

Ос нов ным ме то дом ис сле до ва ния яв ля ет ся ме тод мо де -
ли ро ва ния — спо соб те о ре ти че с ко го ана ли за и прак ти че с ко -
го дей ст вия, на прав лен ный на раз ра бот ку и ис поль зо ва ние
мо де лей. Мо дель — это об раз ре аль но го объ ек та (про цес са)
в ма те ри аль ной или иде аль ной фор ме, опи сан ный зна ко вы -
ми сред ст ва ми на ка ком-ли бо язы ке, от ра жа ю щий су ще ст -
вен ные свой ст ва мо де ли ру е мо го объ ек та или про цес са и за -
ме ща ю щий его в хо де ис сле до ва ния. Ме тод мо де ли ро ва ния
ос но вы ва ет ся на прин ци пе ана ло гии, воз мож но с ти изу че ния
ре аль но го объ ек та не не по сред ст вен но, а че рез рас смо т ре ние
по доб но го ему и бо лее до ступ но го объ ек та, его мо де ли. Про -
цесс по ст ро е ния ана ли ти че с ко го вы ра же ния свя зи эко но ми -
че с ких по ка за те лей на зы ва ет ся про цес сом мо де ли ро ва ния
эко но ми че с ко го про цес са или яв ле ния. Обоб ща ю щее на зва -
ние ком плек са эко но ми че с ких и ма те ма ти че с ких на уч ных дис -
цип лин, объ е ди нен ных для изу че ния эко но ми ки пред при я -
тия, — эко но ми ко-ма те ма ти че с кие ме то ды (ЭММ).

Суть эко но ми ко-ма те ма ти че с ко го мо де ли ро ва ния за клю -
ча ет ся в опи са нии со ци аль но-эко но ми че с ких си с тем и про -
цес сов в ви де эко но ми ко-ма те ма ти че с ких мо де лей. Эко но -
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ния. Не до стат ки, ко то рые не уда ет ся ис пра вить на тех или иных
эта пах мо де ли ро ва ния, ус т ра ня ют ся в по сле ду ю щих цик лах
при те с ти ро ва нии мо де ли и ана ли зе вы ход ных дан ных.

Ус пех ком мер че с кой де я тель но с ти оп ре де ля ет ся удач ным
фор ми ро ва ни ем то вар но го ас сор ти мен та, ко то рый опи ра ет ся
на объ ек тив ное изу че ние, ана лиз и про гно зи ро ва ние спро са.

Кон троль ные во про сы
1. Ка кие су ще ст ву ют опе ра ции ком мер че с кой де я тель но с ти?
2. При ве ди те эко но ми че с кие по ка за те ли ком мер че с кой де я тель -

но с ти.
3. При ве ди те схе му об ра зо ва ния при бы ли.
4. Как оп ре де лить точ ку бе зу бы точ но с ти?
5. По яс ни те зо ны ри с ков?
6. Ка ко во оп ре де ле ние тер ми нов цель, кри те рий, уп рав ле ние?
7. Ка ко во оп ре де ле ние тер ми нов мо дель и эко но ми ко- ма те ма -

ти че с кая мо дель?
8. Ка кие при ме ры изо б ра же ния мо де лей вы мо же те при ве с ти?
9. Ка ко во оп ре де ле ние тер ми на «мо де ли ро ва ние»?

10. При ве ди те клас си фи ка цию эко но ми ко-ма те ма ти че с ких ме -
тодов.

11. Ка ко вы эта пы мо де ли ро ва ния?

1.2. Ме то ды изу че ния, ана ли за и про гно зи ро ва ния спро са

Це лью эко но ми че с ко го раз ви тия яв ля ет ся удовлетво ре -
ние потребностей. По треб ность в то ва рах на род но го по треб -
ле ния про яв ля ет ся в фор ме спро са. Под спро сом по ни ма ет ся
часть об ще ст вен ной по треб но с ти, обес пе чен ной де неж ны ми
сред ст ва ми. Спрос ха рак те ри зу ет ся пла те же спо соб ностью
на се ле ния и оп ре де ля ет ся мак си маль ной воз мож но с тью по ку -
па те лей за пла тить за то вар. Ве ли чи на (объ ем) спро са оп ре де ля -
ет ся на и боль шим ко ли че ст вом то ва ра, ко то рый по ку па тель
го тов ку пить по пред ло жен ной це не за не ко то рый пе ри од
вре  ме ни. Ма к ро спрос — спрос на товары определен ной то -
вар  ной груп пы: например, на обувь, ав то мо би ли, меховые то -
вары, ме бель; ми к ро спрос — спрос на кон крет ный то вар: на -
пример, на лак ме бель ный, те т ра ди уче ни че с кие в клет ку, на
ав то мо биль Skoda Yeti. За кон спро са дей ст ву ет все гда, по это му
не об хо ди мо тща тель но под хо дить к ко ли че ст вен ным ме то -
дам изу че ния, ана ли за и про гно зи ро ва ния спро са для обос -
но ван но го фор ми ро ва ния объ е мов за ка зов, по ста вок и про -
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4. Эко но ми че с кая ки бер не ти ка: си с тем ный ана лиз эко но -
ми ки; те о рия эко но ми че с кой ин фор ма ции; ими та ци он ное
мо де ли ро ва ние, мо де ли ка пи та ли с ти че с ко го цик ла, мо де ли
мо но по лии; мо де ли ин ди ка тив но го пла ни ро ва ния; Со лоу,
Ле он ть е ва.

5. Ме то ды экс пе ри мен таль но го изу че ния эко но ми че с ких
яв ле ний: ме то ды ма шин ной ими та ции; де ло вые иг ры; ме то -
ды ре аль но го эко но ми че с ко го экс пе ри мен та.

Пе ре чис лен ные ме то ды поз во ля ют опи сать с до ста точ ной
точ но с тью ши ро кий круг за дач ком мер че с кой де я тель но с ти,
та ких, как пла ни ро ва ние то ва ро обо ро та, раз ме ще ние роз нич -
ной тор го вой се ти го ро да, пла ни ро ва ние то ва ро снаб же ния
го ро да, рай о на, при креп ле ние тор го вых пред при я тий к по -
став щи кам, ор га ни за ция ра ци о наль ных пе ре во зок то ва ров
(транс порт ная за да ча), рас пре де ле ние ра бот ни ков тор гов ли
по долж но с тям (за да ча о на зна че нии), ор га ни за ция ра ци о -
наль ных за ку пок про дук тов пи та ния (за да ча о ди е те), рас -
пре де ле ние то вар ных по то ков (ло ги с ти че с кие за да чи), пла -
ни ро ва ние ка пи та ло вло же ний, оп ти ми за ция ме жо т рас ле вых
свя зей тор гов ли, за ме на тор го во го обо ру до ва ния, оп ре де ле -
ние и фор ми ро ва ние ас сор ти мен та то ва ров тор го во го пред -
при я тия или ор га ни за ции.

Ре ше ние за дач вклю ча ет шесть эта пов эко но ми ко-ма те ма -
ти че с ко го мо де ли ро ва ния:

1) все на чи на ет ся с за мыс ла, вы яв ля ет ся про бле ма, фор -
му ли ру ют ся це ли и за да чи ис сле до ва ния, про во дит ся ка че ст -
вен ное опи са ние эко но ми че с ко го про цес са или объ ек та, по ста-
нов ка эко но ми че с кой за да чи и ее со дер жа тель ная по ста нов ка,
оп ре де ляются по ка за те ли хо зяй ст вен ной де я тель но с ти, при -
вле ка ют ся спе ци а ли с ты пред мет ной об ла с ти для фор ма ли за -
ции за да чи и пред став ле ния ее в ви де ма те ма ти че с кой мо де -
ли;

2) по ст ро е ние ма те ма ти че с кой мо де ли;
3) ма те ма ти че с кий ана лиз мо де ли, про вер ка ее на адек -

ват ность;
4) сбор и под го тов ка ис ход ной ин фор ма ции;
5) чис лен ное ре ше ние;
6) ана лиз чис лен ных ре зуль та тов и их при ме не ние.
В про цес се мо де ли ро ва ния на каж дом эта пе воз ни ка ет не -

об хо ди мость воз вра та к пред ше ст ву ю щим эта пам, при хо дит -
ся воз вра щать ся на зад к эта пам по ста нов ки за да чи, ее фор ма -
ли за ции, что бы при спо со бить ся к до ступ ной ис сле до ва те лю
ин фор ма ции в цик ли че с ком ха рак те ре про цес са мо де ли ро ва -
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где Зн — ос та ток то ва ров на на ча ло пе ри о да; П — по ступ ле -
ние то ва ров за пе ри од изу че ния спро са; Вр —вы руч ка за изу -
ча е мый пе ри од; Зк — ос та ток то ва ров на ко нец пе ри о да.

В об щем ви де функ ция спро са пред став ля ет со бой мно го -
фак тор ную мо дель свя зи уров ня по треб ле ния ма те ри аль но го
бла га D и фак то ров вли я ния, что мож но за пи сать в об щем ви де

Dа = f(pa, pb, pc, pd, pe, pl, u, W, T, F, S, G, Qa, t),

где pa, pb, pc, pd, pe, pl — це ны то ва ров a, b, c, d, e, l; u — еже ме -
сяч ный до ход по ку па те ля; W — уро вень бла го со сто я ния по -
ку па те ля; T — се зон го да по треб но с ти в то ва ре по ку па те ля;
F — ин тен сив ность рек лам ной де я тель но с ти; S — со от вет ст -
вие мо де; Qa — ка че ст во то ва ра а; G — пол, воз раст и со ци аль -
ное по ло же ние по ку па те ля; t — вре мен ной ин тер вал.

Швед ский эко но мист Л. Торнквист пред ло жил три ви да
од но фак тор ных мо де лей свя зи объ е ма спро са D от уров ня до -
хо да u:

• для пред ме тов пер вой не об хо ди мо с ти

D1 = ;

• для ме нее не об хо ди мых пред ме тов

D2 = a0 ;

• для пред ме тов рос ко ши

D3 = a0u .

Для то ва ров дли тель но го поль зо ва ния (хо ло диль ни ки, те -
ле ви зо ры, мо то цик лы, ча сы) при ме ня ют ло ги с ти че с кую функ-
цию ви да:

Dдл = .

Для то ва ров, по треб ле ние ко то рых (ово щи, са хар, фрук ты)
с рос том до хо дов се мей уве ли чи ва ет ся, а за тем в по сле ду ю -
щем за мед ля ет ся до уров ня на сы ще ния а0, при ме ня ют ги пер -
бо ли че с кую фор му свя зи:

Dф = a0 + .

В об щем ви де функ ция объ е ма пред ло же ния Sa то ва ра a
мо жет быть пред став ле на сле ду ю щим вы ра же ни ем:

Sa = ϕ(pa, pb, pc, pd, pe, pl, Nа, Qа, Wа, Ка, Fа, Gа, Т, П, t),

a1————
a2 + u

H
——————
1+ a0e–a1t

u – a1—————
u + a2

u – a1—————
u + a2

a0 · u
—————
a0 + u
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да жи то ва ров, а пре не бре же ние или не уме ние во вре мя ре -
шать эти за да чи при во дит к убы точ но му ре жи му ра бо ты
пред при я тия вплоть да бан крот ст ва, что и на блю да ет ся осо -
бен но ча с то в ус ло ви ях кри зи са.

Су ще ст ву ют раз лич ные ме то ды изу че ния по ку па тель ско го
спро са в оп то вой и роз нич ной тор гов ле. Для изу че ния и про -
гно зи ро ва ния спро са со зда ют ся мар ке тин го вые служ бы (от де -
лы), ко то рые изу ча ют об щий объ ем спро са (ем кость рын ка)
и вну т ри груп по вую струк ту ру спро са на за ку па е мые то ва ры.
Оп то вые за куп ки сле ду ет на чи нать с изу че ния спро са, по -
треб но с тей на то ва ры, по ку па тель ских на ме ре ний и дру гих
фак то ров, фор ми ру ю щих спрос, что и пред став ле но на
рис. 1.1. Со бран ная ин фор ма ция о спро се поз во ля ет обос но -
вы вать ком мер че с кие ре ше ния по за куп кам то ва ров.

Ана лиз дан ных изу че ния по ку па тель ско го спро са поз во -
ля ет обес пе чить пра виль ное со от но ше ние меж ду объ е мом
про из вод ст ва и по треб ле ния, даст воз мож ность ак тив но воз -
дей ст во вать на про мы ш лен ность в це лях рас ши ре ния и об -
нов ле ния ас сор ти мен та то ва ров и по вы ше ния их ка че ст ва.

Изу че ние спро са на се ле ния мож но про во дить в двух на -
прав ле ни ях: изу че ние об ще го объ е ма спро са и груп по во го ас -
сор ти мен та; изу че ние вну т ри груп по во го ас сор ти мен та, по -
тре би тель ских оце нок ка че ст ва и оформ ле ния то ва ров.
На и бо лее рас про ст ра нен ной фор мой про яв ле ния спро са яв -
ля ет ся по ка за тель роз нич но го то ва ро обо ро та. Ана лиз струк -
ту ры роз нич но го то ва ро обо ро та по мо га ет вы явить пред по -
чте ния по ку па те лей в от но ше нии тех или иных то ва ров.
Роз нич ные тор го вые пред при я тия при ме ня ют так же оп ре де -
лен ные спо со бы изу че ния спро са по ку па те лей: ана лиз по ка -
за те лей товарооборота, товарных запасов и то ва ро обо ра чи -
ва е мо с ти; ана лиз ре а ли зо ван но го и не ре а ли зо ван но го спро са
на се ле ния.

Ана лиз ре а ли зо ван но го спро са за клю ча ет ся в изу че нии
ас сор ти мент ной струк ту ры то ва ров и уче те дви же ния то вар -
ных за па сов, что поз во ля ет оп ре де лить, сколь ко и ка ких то -
ва ров про да но.Ве ли чи на ре а ли зо ван но го спро са за не ко то -
рый пе ри од вре ме ни бу дет рав на ко ли че ст ву про дан но го
то ва ра и мо жет быть вы чис ле на.

Ме то ды изу че ния ре а ли зо ван но го спро са мож но раз де лить
на ме то ды не по сред ст вен ной ре ги с т ра ции про да жи то ва ров
и ме то ды, ос но ван ные на ба лан со вых рас че тах — на и бо лее
рас про ст ра нен ные, ос но ван ные на фор му ле то вар но го ба лан са

Зн + П = Вр + Зк � Вр = Зн + П – Зк,
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• для три ко та жа

Dтр = 35,076 + 0,095u – 174,45х3 + 0,29t;

• для швей ных из де лий

Dшв = ехр(–2,574 + 0,356 ln х1 + 0,841u – 0,137t);

• для обу ви

Dоб = –5,942 + 1,351u – 0,945х3 – 0,072t;

• для шер стя ных тка ней

Dштк = ехр(8,424 – 0,029 ln u + 4,34 ln х3 – 0,508 ln p5 – 0,664t);

• для хлоп ча то бу маж ных тка ней

Dхб = ехр(–2,189 + 0,537 ln u – 1,34 ln х3 + 0,147ln p5 + 0,213t).

Как пра ви ло за ви си мо с ти спро са D от це ны p име ют вид
нис па да ю щих ли ний, чем мень ше це на, тем боль ше спрос

D = с – аp или   D = с – а0ехр(p)   или   D = с – а/p.

В то же вре мя пред ло же ние рас тет с уве ли че ни ем це ны,
по это му за ви си мо с ти S от p име ют вид на ра с та ю щих ли ний

S = d + bp или   S = d + b0ехр(b1p )   или   S = d + bpn.

Для эко но ми ки пред став ля ет ин те рес ус ло вие рав но ве сия
спро са и пред ло же ния

D(p0) = S(p0),

при этом це на p0, при ко то рой вы пол ня ет ся это ус ло вие, на -
зы ва ет ся рав но вес ной.

Для ана ли за эко но ми че с ких про цес сов, на при мер, функ ций
спро са и пред ло же ния, ко то рые яв ля ют ся фун да мен таль ны -
ми ка те го ри я ми ры ноч ной эко но ми ки, а так же функ ций вы -
руч ки, до хо да, при бы ли, из дер жек от раз лич ных фак то ров,
ис поль зу ют по ня тие эла с тич но с ти функ ции, ко то рая по ка -
зы ва ет сте пень чу ст ви тель но с ти к раз лич ным фак то рам.
Эла с тич ность Еx(у) оп ре де ля ет ся как пре дел от но ше ния от -
но си тель но го при ра ще ния функ ции у к от но си тель но му
при ра ще нию пе ре мен ной х

Ex(y) = : = : = = .

Эла с тич ность сте пен ной функ ции у = хn

Ex(хn) = = = n.
x · n · хn–1

——————
хn

x(хn)�
————

хn

f �(x)
————
f(x)/x

Δy
––
Δx

lim
Δx�0

x
–
y

⎫
⎭

x
–
y

Δy
––
Δx

⎧
⎩

lim
Δx�0

Δx
––
x

⎫
⎭

Δy
––
y

⎧
⎩

lim
Δx�0

31

где pa, pb, pc, pd, pe, pl —це ны то ва ров a, b, c, d, e, l; Nа — объ ем
за ка за кли ен та ми на при об ре те ние то ва ра a; Qa — ка че ст во
то ва ра a; Wа — раз мер пре до пла ты за ка зов кли ен та ми на при -
об ре те ние то ва ра а; Ка — кон ку рен то спо соб ность пред ла га е -
мо го то ва ра а в то вар ной груп пе; Fа — мне ние по ку па те лей
о пер спек ти ве то ва ра а; Т — уро вень раз ви тия из го тов ле ния
то ва ра а; П — про фес си о на лизм ис пол ни те лей опе ра ций; Gа —
се зон ность по треб но с ти в то ва ре a; t — вре мен ной ин тер вал.

Мо де ли свя зи спро са D и пред ло же ния S c фак то ра ми
вли я ния име ют раз но об раз ные ви ды ма те ма ти че с ких форм
свя зи и со от вет ст вен но гра фи че с ко го ото б ра же ния. Они яв -
ля ют ся ос но вой для по ст ро е ния эко но ми ко-ма те ма ти че с кой
мо де ли фак тор но го ана ли за, па ра ме т ры ко то рой оце ни ва ют -
ся ме то да ми ма те ма ти че с кой ста ти с ти ки. Для со зда ния трен -
до вых мо де лей на ос но ве кри вых рос та по про гно зи ро ва нию
раз ви тия эко но ми че с ких про цес сов ме то дом экс тра по ля ции
рас про ст ра не ны экс по нен ци аль ные кри вые ви да

y = ab t или   y = c + abt.

Па ра ме т ры мо де лей оп ре де ля ют ся ме то дом на и мень ших
ква д ра тов, за тем проводится про вер ка адек ват но с ти и точ -
нос ти мо де ли и ве ри фи ка ция про гно зов. Су ще ст ву ют спе -
циаль ные про грам мы, использующие ме то ды ма те ма ти че с -
кой ста ти с ти ки для под бо ра ма те ма ти че с кой фор мы свя зи
в сре де Excel на ос но ве эм пи ри че с ких дан ных, а за ло жен ные
ме то ды кор ре ля ци он но-ре г рес си он но го ана ли за поз во ля ют
оп ре де лить ма те ма ти че с кую фор му свя зи меж ду ре зуль та -
тив ным и фак тор ны ми при зна ка ми, из ме рить тес но ту свя зи
меж ду ни ми, оце нить адек ват ность, ка че ст во мо де ли и про ве -
с ти ана лиз вли я ния фак то ров. Так, на при мер, про ве ден ные
ис сле до ва ния по изу че нию спро са, учи ты ва ю щие объ ем по -
став ки груп пы то ва ров на ду шу на се ле ния х1 (руб); сред не ду -
ше вой уро вень до хо дов на се ле ния ре ги о на u (руб.); коф фи -
ци ент ур ба ни за ции х3 (%); ин декс роз нич ных цен х4 (%);
сред ней роз нич ной це не то ва ра в груп пе p5 (руб.) — поз во ли -
ли по ст ро ить сле ду ю щие мно го фак тор ные эко но ми ко-ма те -
ма ти че с кие мо де ли про гно за:

• для не про до воль ст вен ных то ва ров

Dнп = ехр(–2,665 + 1,361 ln u – 0,273t);

• для всех ви дов тка ней

Dтк = ехр(3,264 + 0,278 ln u + 1,235 ln х3 – 0,477t);
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Оп ре де лим рав но вес ную це ну, эла с тич ность спро са и пред-
ло же ния по це не и из ме не нии до хо да при из ме не нии це ны
на ±5%.

Рав но вес ная це на оп ре де ля ет ся из ус ло вия ра вен ст ва
спро са и пред ло же ния

= p2 � pp = 1 у.е.

Эла с тич ность спро са

Epp
(q) = q�pp

= – = –2.

Эла с тич ность пред ло же ния

Epp
(s) = s �pp

= – = 2.

По сколь ку по лу чен ные зна че ния эла с тич но с ти по аб со -
лют ной ве ли чи не боль ше еди ни цы, то спрос и пред ло же ние
яв ля ют ся эла с тич ны ми по от но ше нию к це не. Уве ли че ние
це ны на 1% при ве дет к умень ше нию спро са на 2%. При уве -
ли че нии це ны на 5% спрос умень ша ет ся на 5 · 2 = 10%.

От но ше ние по тре би те ля к воз мож ным на бо рам то ва ров
на зы ва ет ся вы бо ром по тре би те ля. Ес ли каж до му на бо ру то -
ва ров (х, у) по ста вить в со от вет ст вие по тре би тель скую оцен -
ку в ви де не ко то ро го чис ла U, то по лу чим функ цию по лез но -
с ти по тре би те ля U(x, у). За да чей по тре би тель ско го вы бо ра
на зы ва ет ся оп ре де ле ние та ко го по тре би тель ско го на бо ра
(x, у), ко то рый мак си ми зи ру ет ег но функ цию по лез но с ти
при бю д жет ном ог ра ни че нии, свя зан ным с це на ми р1 и р2 на
то ва ры со от но ше ни ем р1х + р2х � I.

Ма те ма ти че с кую фор му ли ров ку за да чи по тре би тель ско -
го вы бо ра мож но за пи сать в ви де

U(x, у) � max;

Ре ше ние за да чи по тре би тель ско го вы бо ра при за дан ных
це нах p1, p2, ог ра ни чен ном бю д же те I и функ ции по лез но с ти
U(x, у) све дет ся к ре ше нию сле ду ю щей си с те мы урав не ний

du
dx

p
du
dy

p

p x p y I

2 1

1 2

0− =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.
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x > 0, Y > 0.

⎧
⎨
⎩
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Эла с тич ность экс по нен ты y = ex

Ex(ex) = = = x.

Эла с тич ность ли ней ной функ ции у = ax + b

Ex(ax + b) = = .

Эла с тич ность мо жет быть ис поль зо ва на при ана ли зе
функ ций спро са и пред ло же ния, ко то рые яв ля ют ся фун да -
мен таль ны ми ка те го ри я ми ры ноч ной эко но ми ки, а так же
функ ци ей вы руч ки, до хо да, при бы ли, из дер жек от раз лич -
ных фак то ров.

Эла с тич ность функ ции q = f(p) по це не р оп ре де ля ет ся
фор му лой

Ep(q) = :  = q�p,

где q — ко ли че ст во по ку па е мо го то ва ра.
Эла с тич ность спро са по це не по ка зы ва ет, на сколь ко про -

цен тов из ме нит ся спрос при из ме не нии це ны то ва ра на 1%.
Сле ду ет иметь в ви ду, что ес ли |Е(q)| > 1, то спрос эла с тич -
ный, ве ли чи на ко то ро го су ще ст вен но за ви сит от це ны то ва -
ра; ес ли |Е(q)| = 1, то спрос ней т ра лен; ес ли |Е(q)| < 1, то спрос
не эла с ти чен, ве ли чи на ко то ро го прак ти че с ки не за ви сит от
це ны, на при мер, то ва ры пер вой не об хо ди мо с ти, та кие как
хлеб, мы ло или соль.

На при мер, ес ли функ ция спро са име ет вид

q(p) = 100 – 3p,

то эла с тич ность спро са при це не р = 20 у.е. рав на

Еp(q) = 20 · (–3)(100 – 3 · 20) = –1,5.

Сле до ва тель но при по вы ше нии (по ни же нии) це ны то ва ра
на 1% спрос на не го по ни зить ся ( по вы сить ся ) на 1,5%.

Эла с тич ность функ ции по треб ле ния S = f(p) по це не оп -
ре де ля ет ся вы ра же ни ем:

Ep(s) = :  = s �p,

где s — ко ли че ст во пред по ла га е мо го на про да жу то ва ра.
До пу с тим функ ции спро са и пред ло же ния име ют вид

q = ;   s = p2.
1

––
p2

p
–
s

dp
––
p

ds
––
s

p
–
q

dp
––
p

dq
––
q

ax
————
ax + b

x(ax + b)�
——————

ax + b

xex

——
ex

x(ex)�
————

ex
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а, b, c, d, e, на и ме но ва ния по ка за те лей р1, p2, p3, ..., pi, ..., pn и их
зна че ний по каж до му объ ек ту, на при мер, для то ва ра а: р1(а),
p2(а), p3(a), ..., pi(a), ..., pn(a). Ес ли по каж до му по ка за те лю pi
мож но вы чис лить его вес Мi, оп ре де ля ю щий его зна чи мость,
то взве шен ную сум му этих по ка за те лей мож но рас сма т ри -
вать как сум мар ную оцен ку объ ек та а, его ка че ст во

Q(a) = Mi pi(a).

Тог да мож но вве с ти ре ша ю щее пра ви ло: обь ект а пред по -
чти тель нее b, ес ли Q(a) > Q(b). По ука зан ной си с те ме ре ша -
ю щих пра вил от но ше ние, вы ра жа ю щее до ми ни ро ва ние, оп -
ре де ля ет ся по ст ро е ни ем ма т ри цы по пар но го срав не ния
по ка за те лей, эле мент ко то рой bij оп ре де ля ет ся так:

bij = 

Рас смо т рим ре ше ние за да чи вы бо ра лег ко во го ав то мо би -
ля табл. 1.2, где за пи са но мно же ст во по ка за те лей, по ко то -
рым мож но про ве с ти их срав не ние.

1, если pi равнозначен pj,
0, если pi менее значим, чем pj,
2, если pi доминирует над pj.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

n

Σ
i =1
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Ре ше ние х* и y* си с те мы урав не ний яв ля ет ся ре ше ни ем
за да чи по тре би тель ско го вы бо ра двух про дук тов. Так, на -
пример, ес ли из ве ст на функ ция по лез но с ти U(x, у) = , то
диф фе рен ци ру ем за дан ную функ цию и на хо дим ча ст ные
про из вод ные

= ;   = .

За тем под став ля ем в си с те му урав не ний

Функ ции спро са на пер вый и вто рой то вар име ют вид:

x* = ;   y* = .

Ес ли p1 = 1, p2 = 3, I = 1200, то

x = = 600 ед.;   y = = 200 ед.

Рас ход на каж дый то вар со став ля ет по ло ви ну бю д же та,
а ко ли че ст во куп лен но го то ва ра рав но за тра чен ной сум ме, по-
де лен ной на це ну то ва ра. Та ким об ра зом, рас ход на каж дый
то вар со став ля ет по ло ви ну бю д же та, а ко ли че ст во куп лен но го
то ва ра рав но за тра чен ной сум ме, по де лен ной на це ну то ва ра.

При фор ми ро ва нии ас сор ти мен та то ва ров про цесс ана ли -
за спро са все гда свя зан с ре ше ни ем за да чи срав не ния, вы бо ра
то ва ра из пред ла га е мо го мно же ст ва. Вы явить пред по чте ние
на мно же ст ве то ва ров зна чит ука зать мно же ст во всех пар, для
ко то рых, на при мер, то вар аi пред по чти тель нее аj. В та ком
слу чае от но ше ние пред по чте ния, до ми ни ро ва ния при срав -
не нии за пи сы ва ют как bij = 2, тог да bji = 0, а от но ше ние без -
раз ли чия, рав но зна чи мо с ти — как bij = bji = 1. В та ком слу чае
ли цо, вы би ра ю щее ре ше ние, мо жет про ве с ти по пар ное срав -
не ние всех объ ек тов это го мно же ст ва, ука зав для каж дой па -
ры (а, b) на ли чие или от сут ст вие пред по чте ния. На при мер,
мож но осу ще ст вить вы бор сре ди на пит ков: фан та, пеп си, ком-
пот, чай, ко фе. Пред по чте ние мож но пред ста вить в ви де ма т -
ри цы до ми ни ро ва ния — без раз ли чия на ос но ве субъ ек тив но -
го или кол лек тив но го ана ли за. Пер вич ная ин фор ма ция
за да ет ся в ви де таб ли цы мно же ст ва срав ни ва е мых объ ек тов

1200
———
2 · 3

1200
———
2 · 1

I
——
2p2

I
——
2p1

y
x

p
p

p x p x I

p x p y

p x p x I

=

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

=
+ =

⎧
⎨
⎩

1

2

1 2

1 2

1 2
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.
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Таб ли ца 1.2

Показатель
Марка автомобиля

Ford
Focus

Hyundai
Solaris

Mitsubishi
Lancer

Toyota
Corolla

Nissan
Almera

Объем двигателя, см3 1587 1591 1590 1593 1596

Максимальная ско рость,
км/ч, Vmax

189 180 180 195 177

Время разгона до 100 км/ч,
Tp, с

11,9 11 14 12,1 13,1

Расход топлива: город/шос-
се/средний, л/100 км, Pт

10/5,8/
7,5

8,6/5,2/
6,5

9,4/6,1/
7,3

8,4/5,7/
6,7

8,7/5,5/
6,6

Мощность, л. с., W 105 123 117 124 107

Масса снаряженная/
полная, кг, M

1290/
1825

1110/
1565

1255/
1750

1300/
1655

1185/
1700

Рейтинг угоняемости, Py 4 5 2 1 3

Цена, тыс. руб. 620 560 679 659 540

На и бо лее су ще ст вен ные по ка за те ли со по с та вим с по мо -
щью ме то да пар ных срав не ний, а ре зуль та ты за пи шем
в табл. 1.3.



по ка за те лей. Пред по ло жим, что чем луч ше ка че ст вен ное со -
дер жа ние по ка за те ля, тем вы ше балл его оцен ки. Тог да, ис -
поль зуя дан ные табл. 1.2, мож но по ст ро ить сле ду ю щую ма т -
ри цу балль ных оце нок Бi(pi) по ка за те лей (табл. 1.4).
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По сле за пол не ния ма т ри цы эле мен та ми срав не ния на хо -
дим по стро кам сум мы бал лов (Si) по каж до му по ка за те лю

Si = bij,

где n — ко ли че ст во по ка за те лей, n = 6.
Пра виль ность за пол не ния ма т ри цы оп ре де ля ет ся ра вен -

ст вом

Si = n2.

За тем оп ре де ля ем вес по ка за те лей Mi по фор му ле

Mi = = .

Сле ду ет за ме тить, что

Mi = 1.

При ори тет по ка за те лей рас пре де ля ет ся по ран гу Ri, ко то -
рый про пор ци о на лен зна че нию ко эф фи ци ен та ве са: чем
боль ше его зна че ние, тем вы ше ранг, при чем на и боль ше му
зна че нию Mi со от вет ст ву ет Ri = 1. На этом ос но ва нии ран жи -
ро ван ный пе ре чень по тре би тель ских ха рак те ри с тик ав то мо -
би ля бу дет иметь сле дующий вид:

1) Ру — рей тинг уго ня е мо с ти;
2) Рт — рас ход топ ли ва на 100 км, л;
3) Тр — вре мя раз го на до 100 км/ч, с;
4) Vmax — мак си маль ная ско рость, км/ч;
5) W — мощ ность дви га те ля, л.с.;
6) М — мас са, кг.
Для объ ек тив но го вы чис ле ния зна че ний це ле вой функ -

ции по каж до му ав то мо би лю вве дем балль ную оцен ку этих

n

Σ
i =1

Si——
36

Si——
n2

n

Σ
i =1

n

Σ
j =1
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Таб ли ца 1.3

Таб ли ца 1.4

Ру Рт Тр М W Vmax Si Mi Ri

Ру 1 2 2 2 2 2 11 0,31 1
Рт 0 1 2 2 2 2 9 0,25 2
Тр 0 0 1 2 2 2 7 0,19 3

M 0 0 0 1 0 0 1 0,03 6

W 0 0 0 2 1 0 3 0,08 5
Vmax 0 0 0 2 2 1 5 0,14 4

1 2 3 4 5 Mi

Ру 1 2 3 4 5 0,31
Рт 7,2—7,4  6,9—7,1 6,6—6,8 6,3—6,5 6,0—6,2 0,25
Тр 13,1—14 12,1—13 11,1—12 10,1—11 9,1—10 0,19

Vmax 176—178 179—181 182—184 185—187 188—190 0,14

W 98—102 103—107 108—112 113—117 118—122 0,08

М 1570—
1609

1610—
1649

1650—
1689

1690—
1729

1730—
1769

0,03

На ос но ве дан ных табл. 1.4 мож но вы чис лить зна че ния
ин те г раль ных оце нок ка че ст ва ав то мо би лей без уче та це ны
по фор му ле

Q(ai) = Mi · Бi(pi).

На этом ос но ва нии с уче том дан ных табл. 1.4 мож но за пи -
сать

Q(ai) = 0,31Б(Ру) + 0,25Б(Рт) + 0,19Б(Тр) + 0,14Б(Vmax) +
+ 0,08Б(W) + 0,03Б(М).

В со от вет ст вии с этим вы ра же ни ем вы чис лим ин те г раль -
ные оцен ки ка че ст ва ав то мо би лей

QFocus = 0,31 · 4 + 0,25 · 5 + 0,19 · 3 + 0,14 · 5 + 0,08 · 2 + 0,03 · 5 = 3,82;
QSolaris = 0,31 · 5 + 0,25 · 4 + 0,19 · 4 + 0,14 · 2 + 0,08 · 5 + 0,03 · 4 = 4,11;
QLancer = 0,31 · 2 + 0,25 · 1 + 0,19 · 1 + 0,14 · 2 + 0,08 · 4 + 0,03 · 5 = 1,81;
QCorolla = 0,31 · 1 + 0,25 · 1 + 0,19 · 3 + 0,14 · 3 + 0,08 · 5 + 0,03 · 1 = 1,98;
QAlmera = 0,31 · 3 + 0,25 · 2 + 0,19 · 2 + 0,14 · 1 + 0,08 · 2 + 0,03 · 5 = 2,26.

По сколь ку QSolaris > QFocus > QAlmera > QCorolla > QLancer, то
сле ду ет вы брать ав то мо биль Hyundai Solaris. Ес ли пред по ло -
жить, что ин те г раль ные оцен ки ото б ра жа ют ка че ст во ав то -
мо би лей, то вы бор мож но про ве с ти по ми ни маль но му от но -
ше нию це на/ка че ст во

Ц/QFocus = 620/3,82 = 162,3; Ц/QSolaris = 560/4,11 = 136,25;
Ц/QLancer = 679/1,81 = 375,2; Ц/QCorolla = 659/1,98 = 332,8;
Ц/QAlmera = 540/2,26 = 238,9.

n
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ас сор ти мен та тор го вых пред при я тий и сво е вре мен но го по -
пол не ния ас сор ти мен та то ва ров на тор го вом пред при я тии
пу тем их ре гу ляр но го за во за в со от вет ст вии со спро сом на се -
ле ния. Это му пред ше ст ву ет ог ром ная ра бо та на оп то вых яр -
мар ках, на фа б ри ках про из во ди те лей-по став щи ков, с кли ен -
та ми-по ку па те ля ми и фор ми ро ва ни ем за ка зов на по став ку
то ва ров. По сле за вер ше ния та кой важ ней шей ра бо ты по изу -
че нию, ана ли зу и про гно зи ро ва нию спро са, оп ре де ле нию
спро са D и пред ло же ния S и на этой ос но ве фор ми ро ва ни я
за яв ки Q в ад рес по став щи ков, по сле че го мож но пе рей ти
к ре ше нию сле ду ю ще го клас са за дач — ана ли зу, фор ми ро ва -
нию и уп рав ле нию то вар ны ми за па са ми.

Кон троль ные во про сы
1. За чем сле ду ет изу чать спрос и пред ло же ние?
2. На зо ви те фак то ры вли я ния на спрос и пред ло же ние?
3. При ве ди те при ме ры ма те ма ти че с ких форм свя зи?
4. Ка ко ва по сле до ва тель ность изу че ния по ку па тель ско го спро са?
5. При ве ди те при ме ры эко но ми ко- ма те ма ти че с ких мо де лей

спро са.
6. Ка ко вы эта пы по ст ро е ния мо де лей спро са и пред ло же ния?
7. Ка ко во оп ре де ле ние и на зна че ние эла с тич но с ти?
8. Как оп ре де лить рав но вес ную це ну?
9. Ка ко во ре ше ние за да чи по тре би тель ско го вы бо ра?

10. Как ре шать за да чи вы бо ра то ва ра из ас сор ти мен та?

1.3. Ме то ды ана ли за и фор ми ро ва ния 
то вар ных за па сов

То вар ные за па сы пред став ля ют со бой со во куп ность то вар-
ной мас сы в про цес се дви же ния ее из сфе ры про из вод ст ва
к по тре би те лю. За па сы об ра зу ют ся на всех ста ди ях дви же ния
то ва ров: на скла дах про из вод ст вен ных пред при я тий, в пу ти,
на складах оптовых и розничных торговых пред при я тий. Не -
об хо ди мость об ра зо ва ния то вар ных за па сов вы зва на мно ги -
ми фак то ра ми: се зон ные ко ле ба ния в про из вод ст ве и по треб -
ле нии то ва ров, не со от вет ст вие меж ду про из вод ст вен ным
и тор го вым ас сор ти мен том то ва ров, осо бен но с ти в тер ри то -
ри аль ном раз ме ще нии про из вод ст ва, ус ло вия транс пор ти -
ров ки то ва ров; звен ность то ва ро дви же ния, воз мож но с ти для
хра не ния то ва ра. Ре гу ли ро ва ние объ е ма то вар ных за па сов на
тор го вом пред при я тии поз во ля ет со кра тить рас хо ды, уве ли -
чить при быль и вы сво бо дить обо рот ные сред ст ва. На учить ся
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Ми ни маль ное от но ше ние це на/ка че ст во по ка зы ва ет на
вы бор ав то мо би ля Hyundai Solaris.

Мож но до ба вить еще один кри те рий вы бо ра — от но ше ние
це ны к мощ но с ти дви га те ля (руб./л.с.): Focus — 5905, Solaris —
4553, Lancer — 5803, Corolla — 5315, Almera — 5047, по ко то -
ро му вы бор по ми ни маль ной сто и мо с ти од ной л.с. при хо дит -
ся опять на Hyundai Solaris.

Мож но вос поль зо вать ся и дру гой си с те мой ре ша ю щих
пра вил. Счи та ем, что, на при мер, ав то мо биль a1 до ми ни ру ет
над a2, ес ли:

а) чис ло по ка за те лей, по ко то рым ав то мо биль a2 луч ше a2,
боль ше, чем чис ло по ка за те лей, по ко то рым ав то мо биль a2
луч ше ав то мо би ля a1;

б) для ав то мо би ля a1 ни один из по ка за те лей не при ни ма -
ет наимень ше го (на и худ ше го) зна че ния.

При ис поль зо ва нии этой си с те мы ре ша ю щих пра вил, учи -
ты вая баль ную оцен ку и по пар но срав ни вая ука зан ный пе ре -
чень ха рак те ри с тик, по лу чим сле ду ю щую табл. 1.5.
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Таб ли ца 1.5

Марка
автомобиля

Марка автомобиля Cумма
балловFocus Solaris Lancer Corolla Almera

Focus – 0 1 1 1 3

Solaris 1 – 1 1 1 4

Lancer 0 0 – 0 0 0

Corolla 0 0 1 – 0 1

Almera 0 0 1 1 – 2

По сле об суж де ния ре ше ния за да чи на пло щад ке про даж
ав то мо би лей мож но ус та но вить еще до пол ни тель ный пе ре -
чень ха рак те ри с тик ав то мо би ля: уро вень цен на зап ча с ти,
сто и мость стра хов ки, обес пе чен ность рын ка за пас ны ми ча с -
тя ми, ре мон то при год ность, за тра ты на до вод ку куп лен но го
ав то мо би ля, на ли чие га ра жа, год на ча ла вы пу с ка мо де ли ав -
то мо би ля, сто и мость нор мо ча са ре мон та и те хоб слу жи ва ния,
со во куп ные го до вые за тра ты. На ос но ве до пол нительных све-
де ний мож но про ве с ти глу бо кое и бо лее ар гу мен ти ро ван ное
обос но ва ние ре ше ния. По ана ло гии мож но мо де ли ро вать за да-
чи фор ми ро ва ния ас сор ти мен та то ва ров в то вар ных груп пах.

Ма те ри а лы изу че ния по ку па тель ско го спро са ис поль зу -
ют ся в коммерческой деятельности для ре ше ния двух вза и -
мо свя зан ных за дач: оп ти маль но го фор ми ро ва ния то вар но го



6000 долл. 2% от сум мы кре ди та 26 ян ва ря по кур су 29 руб.
(174 000 руб.), 26 фе в ра ля по кур су 29 руб. (174 000 руб.),
26 мар та по кур су 30 руб. (180 000 руб.), 26 ап ре ля по кур су
30 руб. (180 000руб.), 26 мая по кур су 31 руб. (186 000 руб.),
а 26 ию ня про цен ты за ме сяц и сум му воз вра та кре ди та
300 000 долл. по кур су K2 = 32 руб. за дол л. (9 792 000 руб.)
все го вы пла че но S = 336 000 долл. (10 686 000 руб.) в сред нем
по кур су 31,8 руб. Сле до ва тель но до пол ни тель ные за тра ты по
опе ра ции со став ля ют 2 286 000 руб. (81 643 долл.). Все пла -
те жи сле ду ет дис кон ти ро вать на 30 ию ля. Вот как про яв ля ет -
ся в дей ст вии ос нов ной за кон биз не са — «Вре мя — день ги».
Од на ко вер нут ли день ги за по лу чен ные то ва ры пред при я -
тия роз нич ной тор гов ли сво е вре мен но, что не об хо ди мо для
по га ше ния кре ди та и оп ла ты по став ки кол лек ции обу ви сле ду-
ю ще го се зо на. В рас че ты сле ду ет влю чать еще оп ла ту транс пор-
ти ров ки то ва ров и по те ри в вы руч ке от за держ ки в по став ках
то ва ров, уцен ку то ва ров, де фи ци т то ва ров, из ме не ние кур са
дол ла ра, ди на ми ку ин фля ции, за мо ра жи ва ние средств в то -
ва рах на скла дах в оп те и роз ни це и дру гие ущер бы и, ко неч -
но, весь ма за мед лен но го по ступ ле ния де нег из роз ни цы. Та -
ким об ра зом на до про счи ты вать каж дый шаг опе ра ции
и дер жать под фи нан со вым кон тро лем. Раз де лим фи нан со -
вые по то ки на вхо дя щие — по ступ ле ния пла те жей и на ухо дя -
щие за весь ана ли зи ру е мый пе ри од по каж до му зве ну то ва ро-
дви же ния и де неж ных средств. Для це лей ана ли за опе ри ру ем
тер ми на ми то ва ро обо рот, то вар ный за пас, обо ра чи ва е мость,
ухо ди мость, ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти, по те ри, убыт ки,
за тра ты.

То вар но-ма тери аль ные за па сы — это пе ре чень ак ти вов (то -
ва ров, ус луг) ком па нии, при год ных для про да жи. Ес ли фир ма
за ни ма ет ся роз нич ной и оп то вой тор гов лей, то то вар но-ма те -
ри аль ны ми за па са ми яв ля ют ся не толь ко про дук ты, ле жа щие
на пол ках, но и то ва ры, име ю щи е ся в на ли чии, по став ля е мые,
хра ни мые или по лу ча е мые — все, что под ле жит про да же.

То вар — про дук ция, ко то рая про да ет ся и по ку па ет ся,
часть то вар но-ма те ри аль ных за па сов. То ва ром мо жет яв лять-
ся и ус лу га, ес ли за нее по лу ча ют день ги с по ку па те ля (до став-
ка, упа ков ка, оп ла та мо биль ной свя зи по кар точ кам и т. д.).

То вар ным за пасом счи та ет ся то вар в пу ти, то вар на скла де
и то вар, на хо дя щий ся в де би тор ской за дол жен но с ти (по -
сколь ку пра во соб ст вен но с ти на не го ос та ет ся у вас до тех
пор, по ка он не оп ла чен по ку па те лем, и те о ре ти че с ки вы мо -
же те вер нуть его к се бе на склад для по сле ду ю щей про да жи).
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уп рав лять за па са ми и вли ять на про цесс то ва ро дви же ния —
за да ча лю бо го ме не д же ра.

Все, что ле жит на скла де или дви жет ся по на прав ле нию
к не му — это обо рот ный ак тив тор го во го пред при я тия, но
и за мо ро жен ные сред ст ва, воз врат ко то рых ожи да ем. Как на -
дол го мы вы ни ма ем день ги из обо ро та и вкла ды ва ем их в за -
па сы, для че го про во дим ана лиз обо ра чи ва е мо с ти то вар ных
за па сов. Склад по лон то ва ров — мы пла тим с за па сов на ло ги,
но про да ет ся он слиш ком мед лен но. Тог да обо ра чи ва е мость
то ва ра низ кая. Но ес ли она очень вы со кая, то это зна чит, что
то вар про да ет ся бы с т ро, слиш ком бы с т ро. Тог да по ку па тель,
при дя к нам, ри с ку ет не най ти нуж но го то ва ра. От вет в уме -
нии ана ли зи ро вать и пла ни ро вать обо ра чи ва е мость то вар ных
за па сов. Сле ду ет за ме тить, что уп рав ле ние то вар ны ми за па -
са ми очень не про стое де ло, при чем каж дая то вар ная груп па
име ет свою спре ци фи ку — про до воль ст вен ные и не про до -
воль ст вен ные то ва ры и тре бу ют при сталь но го еже днев но го
вни ма ния и кон тро ля ис пол не ния ча ст ных за дач то ва ро дви -
же ния. Так, на при мер, не ко то рые про до воль ст вен ные то ва -
ры по став ля ют еже днев но, сро ки хра не ния ог ра ни че ны, что
при во дит не из беж но к по те рям в тор гов ле. Для уп рав ле ния
за па са ми не об хо ди мо пред став лять весь ме ха низм то ва ро -
дви же ния и при хо дя щие и ухо дя щие по то ки де неж ных
средств от на ча ла до кон ца ком мер че с кой опе ра ции.

Ана лиз то вар ных за па сов про ве дем 1ию ля (сов ме ст но
с бух гал тер ской от чет но с тью за по лу го дие) ана ли зи ру е мо го
ин тер ва ла опе ра ции с 25 де ка б ря по 25 ию ня оп то вой фир мы
на по лу че ние от за ру беж но го по став щи ка мо дель но го ря да
жен ской обу ви ве сен не го се зо на в фе в ра ле и за тем по став ки
пред при я ти ям роз нич ной тор гов ли для про да жи по ку па те -
лям в мар те — ап ре ле. В на ча ле опе ра ции про во дит ся оп ла та
за ка за Q = 300 000 долл. за ру беж но му по став щи ку в кон це
де ка б ря на по став ку кон тей не ра 10 000 пар обу ви ве сен не го
се зо на по сред ней це не p = 30 долл. за па ру, ко то рый дол жен
быть до став лен в фе в ра ле в Моск ву на пред при я тие оп то вой
тор гов ли, а в мар те по сту пить на про да жу в роз ни цу, где до
мая пла ни ру ет ся ве сен няя про да жа. А в мае уже пла ни ру ет -
ся по ступ ле ние в роз ни цу дру гой лет ней кол лек ции обу ви
с дру гим кон тей не ром, на блю да ет ся пе ре се че ние и па рал -
лель ная ра бо та по то ва ро дви же нию. Сле ду ет иметь в ви ду,
что на оп ла ту опе ра ции по кур су K1 = 28 руб. за дол л. го до вых
по тре бо вал бы (сбо ра с кли ен тов) P = 8 400 000 руб., но был
оформ лен кре дит по став ке i = 24%. Оп ла та про цен тов I =
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где З1, З2, З3, …, Зn — то вар ные за па сы на от дель ные да ты пе -
ри о да.

Сред не го до вой ос та ток мож но рас чи тать как сум му за па -
сов на на ча ло и ко нец го да де лен ная на 2.

Рас счи та ем то ва ро обо ра чи ва е мость в днях (за сколь ко дней
мы про да ем сред ний за пас то ва ров). Сред ний за пас кре ма
Зср = 330 штук, объ ем про даж за пол го да Т = 180дней со ста -
вил Q = 1700 штук. Одн = 330 шт. (180 дн./1700 шт. = 34,94 дн.).
Сред ний за пас кре ма обо ра чи ва ет ся за 35 дней. На ве ли чи ну
за па сов в днях ока зы ва ют вли я ние два ос нов ных фак то ра:
из ме не ние объ е ма то ва ро обо ро та и из ме не ние аб со лют ной
ве ли чи ны то вар ных за па сов.

То ва ро обо ра чи ва е мость, ско рость то вар но го об ра ще ния,
чис ло обо ро тов за рас сма т ри ва е мый пе ри од рас счи ты ва ет ся
по сле ду ю щим фор му лам:

Ораз = или Ораз = .

Рас счи та ем то ва ро обо ра чи ва е мость в обо ро тах (сколь ко раз
про да ет ся за пас за пол го да) для кре ма: Ораз = 1700 шт./330 шт. =
= 5,15 раз.Сле до ва тель но за пас обо ра чи ва ет ся в сред нем 5 раз
за пол го да. Чем вы ше обо ра чи ва е мость за па сов ком па нии,
тем бо лее эф фек тив ной яв ля ет ся ее де я тель ность, тем мень -
ше по треб ность в обо рот ном ка пи та ле и тем ус той чи вее фи -
нан со вое по ло же ние пред при я тия.

Уро вень то вар ных за па сов (Уз) ха рак те ри зу ет обес пе чен -
ность за па са ми на оп ре де лен ную да ту, (ос тат ки в днях за па -
са) и по ка зы ва ет на сколь ко дней тор гов ли хва тит это го за па -
са З и оп ре де ля ет ся в днях то ва ро обо ро та по фор му ле

Уз = = ,

где З — раз мер то вар ных за па сов на оп ре де лен ную да ту.
В на шем при ме ре ос тат ки за па сов со став ля ют З = 243 шт.,

тог да обес пе чен ность тор гов ли то ва ра ми со став ля ет

Уз = 243 шт. (180 дн./1700 шт.) = 25,85 дней.

Сни же ние обо ра чи ва е мо с ти мо жет сви де тель ст во вать ли -
бо о па де нии спро са, ли бо о скоп ле нии то ва ров пло хо го ка че -
ст ва или ус та рев ших об раз цов. Ес ли ко эф фи ци ент умень ша -
ет ся — идет за то ва ри ва ние скла да; ко эф фи ци ент рас тет или
очень вы со кий (срок хра не ния мень ше од но го дня) — ра бо та
«с ко лес», что чре ва то от сут ст ви ем то ва ра на скла де.

З
———
Qодн

ЗT
——
Q

T
———
Qодн

Q
———
Зср
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Для рас че та обо ра чи ва е мо с ти то вар в пу ти и то вар в де би тор -
ской за дол жен но с ти не учи ты ва ют — нам ва жен толь ко то -
вар, при сут ст ву ю щий на на шем скла де.

Аб со лют ные по ка за те ли в сто и мо ст ных (де неж ных) и на -
ту раль ных еди ни цах. Они удоб ны при вы пол не нии бух гал -
тер ских опе ра ций (на при мер, при ин вен та ри за ции), а от но -
си тель ные по ка за те ли, поз во ля ют со по с та вить ве ли чи ну
то вар но го за па са с то ва ро обо ро том тор го вых пред при я тий.

Фи нан со вый ус пех ком па нии, по ка за тель ее лик вид но с ти
и пла те же спо соб но с ти на пря мую за ви сит от то го, на сколь ко
бы с т ро сред ст ва, вло жен ные в за па сы, пре вра ща ют ся в жи -
вые день ги.

В ка че ст ве по ка за те ля лик вид но с ти за па сов ис поль зу ет ся
ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти за па сов, ко то рый ча ще все го
на зы ва ют про сто обо ра чи ва е мо с тью. Ос нов ная цель ана ли за
обо ра чи ва е мо с ти за па сов — оп ре де лить те то ва ры, у ко то рых
ско рость цик ла «то вар — день ги — то вар» ми ни маль на, что бы
при нять ре ше ние об их даль ней шей судь бе. Этот ко эф фи ци -
ент мо жет быть рас чи тан по раз ным па ра ме т рам (по сто и мо -
с ти, по ко ли че ст ву) и для раз ных пе ри о дов (ме сяц, год),
для од но го то ва ра или для то вар ной груп пы: обо ра чи ва е -
мость каж до го на и ме но ва ния то ва ра или со во куп но с ти на и -
ме но ва ний или все го за па са в ко ли че ст вен ном вы ра же нии
(по шту кам, по объ е му, по мас се и т. д.) или по сто и мо с ти. То,
с ка кой ско ро стью то вар обо ра чи ва ет ся (т.е. при хо дит на склад
и ухо дит с не го), и есть по ка за тель, ха рак те ри зу ю щий эф -
фек тив ность вза и мо дей ст вия за ку пок и про даж.

То ва ро обо ра чи ва е мость (ко эф фи ци ент обо ра чи ва е мо с ти
за па сов) в днях то ва ро обо ро та по ка зы ва ет вре мя, в те че ние
ко то ро го то вар ные за па сы на хо дят ся в сфе ре об ра ще ния, т.е.
обо ра чи ва ет ся сред ний то вар ный за пас Зср и рас чи ты ва ет ся
по сле ду ю щим фор му лам:

Одн = или Одн = ,

где Q — то ва ро обо рот (объ ем про даж) за этот пе ри од; Qодн —
од но днев ный то ва ро обо рот за рас сма т ри ва е мый пе ри од Д;
Т — ко ли че ст во дней в пе ри о де, на при мер 365 дн.

Сред ний то вар ный за пас (Зср) — сред няя ве ли чи на хро но -
ло ги че с кой мо мент но го ря да

Зср = ,
0,5З1 + З2 + З3 + З4 + ... + 0,5Зn—————————————————————

n – 1

Зср———
Qодн

ЗсрТ
———

Q
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В це лом уп рав ле ние то вар ны ми за па са ми свя за но с по ис -
ком от ве та на сле ду ю щие во про сы: ко му, ког да, в ка ком объ -
е ме, ка кие имен но и в ка ком ас сор ти мен те за ка зы вать то ва -
ры; ка кой луч ший мар ш рут пе ре воз ки то ва ров су ще ст ву ет;
ка ким транс пор том пе ре во зить — ав то мо биль ным, же лез но -
до рож ным или воз душ ным; ка кая ча с то та и раз мер по ста вок
то ва ра?

Ос нов ны ми по ка за те ля ми си с тем уп рав ле ния то вар ны ми
за па са ми яв ля ют ся сле ду ю щие:

С — за тра ты сум мар ные;
Сд —по те ри за счет де фи ци та то ва ров;
Ск — по те ри по при чи не уцен ки то ва ров;
Сs — за тра ты по при чи не из ме не ния ва лют но го кур са;
Си —ин фля ци он ны по терь;
Сзм — по те ри по при чи не за мо ра жи ва ния средств;
Сх —за тра ты на хра не ние за па сов, Сх = с1ZT;
с1 — за тра ты на хра не ние еди ни цы за па са;
Z — ве ли чи на сред не го за па са, Z = 0,5q;
q —раз мер од ной пар тии по став ки;
Т — ко ли че ст во дней в пе ри о де;
Сз —об щие за тра ты на за воз, Сз = k · n;
k —за тра ты на за воз од ной пар тии;
n —чис ло по ста вок в пла ни ру е мом пе ри о де, n = Q/q;
Q — об щий объ ем по ста вок за пе ри од Т;
t — ин тер вал меж ду по став ка ми.
В ка че ст ве кри те рия эф фек тив но с ти вы би ра ем со во куп -

ные за тра ты, тог да це ле вую функ цию в об щем ви де мож но
за пи сать

С = f(Сх, Сз, Сд, Ск, Сs, Си, Сзм, q, Z, n, t, Q, T, k, c1) � min,

где по ка за те ли Q, Т, с1, k яв ля ют ся не управ ля е мы ми, а ос таль -
ные — уп рав ля е мы ми, оп ти маль ные зна че ния ко то рых q0, Z 0,
n0, t 0, C 0 и не об хо ди мо оп ре де лить в за да че. Пе ре чис лен ные
по ка за те ли ком мер че с кой де я тель но с ти на хо дят ся в ко ли че -
ст вен ной взаимос вя зи.

Це ле вая функ ция уп рав ле ния од но но мен к ла тур ны ми то -
вар ны ми за па са ми мо жет быть за пи са на в ви де эко но ми ко-
ма те ма ти че с кой мо де ли

C = c1 · · T + k � min.

Ре ше ние этой мо де ли за клю ча ет ся в по ис ке ее экс тре му -
ма, ко то рый на хо дит ся пу тем двой но го диф фе рен ци ро ва ния

Q
–
S
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⎩
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Меж ду вре ме нем и ско ро стью то вар но го об ра ще ния су ще-
ст ву ет ус той чи вая об рат но про пор ци о наль ная за ви си мость.
Умень ше ние вре ме ни и уве ли че ние ско ро сти то вар но го об ра-
ще ния поз во ля ют осу ще ств лять боль ший объ ем то ва ро обо -
ро та при мень ших раз ме рах то вар ных за па сов, что спо соб ст -
ву ет сни же нию то вар ных по терь, умень ше нию рас хо дов по
хра не нию то ва ров, оп ла те про цен тов за поль зо ва ние кре ди -
та ми и т.п. Все рас че ты по обо ра чи ва е мо с ти не об хо ди мо про -
во дить в за ку поч ных це нах и то ва ро обо рот счи та ет ся по це не
за куп лен но го то ва ра , а не по це не ре а ли за ции.

Вре мя то вар но го об ра ще ния — это пе ри од, в те че ние ко то -
ро го то вар пе ре ме ща ет ся от про из вод ст ва до по тре би те ля.
Вре мя об ра ще ния скла ды ва ет ся из вре ме ни пе ре ме ще ния то -
ва ров в раз лич ных зве нь ях то ва ро дви же ния (про из вод ст -
во — оп то вая тор гов ля — роз нич ная тор гов ля).

Ухо ди мость — по ка за тель, по ка зы ва ю щий, за сколь ко
дней то вар ухо дит со скла да, тог да при рас че те опе ри ру ем не
сред ним Зср, а рас чи ты ва ем обо ра чи ва е мость од ной пар тии.

Обыч но тор гов ля про мы ш лен ны ми то ва ра ми при зна че -
нии ко эф фи ци ен та обо ра чи ва е мо с ти 6 да ет при быль ность
20—30%. Ес ли при быль ность со став ля ет 15%, то чис ло обо -
ро тов око ло 8. Ес ли при быль ность 40%, то со лид ная при быль
мо жет быть по лу че на 3 обо ро та ми за год. Для то го что бы
пред при я тия ра бо та ли с при бы лью, их за па сы долж ны обо -
ра чи вать ся 25—30 раз в год.

Слиш ком мно гое за ви сит от ло ги с ти ки, объ е мов за ку пок
и сро ков по став ки, на деж но с ти по став щи ка, рос та рын ка
и спро са на то вар. Ес ли все по став щи ки ме ст ные, а обо рот
вы со кий, то ко эф фи ци ен ты мо гут до сти гать 30—40 обо ро тов
в год. Ес ли по став ки идут с пе ре бо я ми, по став щик не на де -
жен и, что ча с то бы ва ет, спрос ко леб лет ся, то по ана ло гич но -
му то ва ру в от да лен ном ре ги о не стра ны обо ра чи ва е мость бу -
дет 10—12 обо ро тов в год, как след ст вие про ва лы на скла де,
воз ни ка ет де фи цит то ва ра и не удов ле тво рен ный спрос. Эф -
фек тив ность ис поль зо ва ния то вар ных за па сов, пра виль но с -
ти их рас пре де ле ния меж ду тор го вы ми под раз де ле ни я ми, яв -
ля ет ся объ ем то ва ро обо ро та на один рубль то вар ных
ре сур сов, ко то рый оп ре де ля ет ся по фор му ле

Этз = .

При ана ли зе мо гут оп ре де лять ся об рат ный по ка за тель
эф фек тив но с ти ис поль зо ва ний то вар ных ре сур сов — объ ем
то вар ных ре сур сов на один рубль роз нич но го то ва ро обо ро та.

Q
————————
Зн + П – Зк
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B2 = 1 + 
r

(1 + α(τ))–r – 1,

где r — ча ст ное от де ле ния T/τ.
На этом ос но ва нии мо ди фи ци ро ван ная мо дель оре де ля ю -

щая ве ли чи ну со во куп ных из дер жек с уче том за трат на до -
став ку, хра не ние и по те ри от им мо би ли за ции обо рот ных
средств в за па сах за вре мя T оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

C = K + c1T + Bk p .

Про диф фе рен ци ру ем пра вую часть вы ра же ния по пе ре -
мен ной q, а по лу чен ное вы ра же ние при рав ня ем ну лю

–K + + = 0,

от ку да на хо дим оп ти маль ное зна че ние объ е ма по ста вок

q0 = .

Та ким об ра зом, по лу чен мо ди фи ци ро ван ный ва ри ант рас-
че та оп ти маль но го объ е ма по ста вок с уче том им мо би ли за -
ции обо рот ных средств и уров ня ин фля ции в опе ра ции

Это по ло же ние объ яс ня ет риск упу щен ной вы го ды за счет
за мо ра жи ва ния средств в то вар ной мас се, за во зи мой или
скла ди ру ю щей ся в лю бых точ ках на пу ти от про из во ди те ля
до кли ен тов по тре би те лей, что и со от вет ст ву ет ре аль ной тор -
го вой прак ти ке. В це лом при ме не ние ма те ма ти че с ких мо де -
лей рас че та по ка за те лей уп рав ле ния то вар ны ми за па са ми
поз во ля ют сни зить за тра ты по эта пам дви же ния то ва ров от
по став щи ков к по ку па те лям.

Кон троль ные во про сы
1. Что та кое то вар ные за па сы?
2. Ка ко вы ос нов ные по ка за те ли то вар ных за па сов?
3. Ка ко вы за да чи уп рав ле ния то вар ны ми за па са ми?
4. При ве ди те при ме ры мо де лей за пи си це ле вых функ ций.
5. При ве ди те при ме ры мо де лей оцен ки то вар ных за па сов?

q
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c T p
i

r
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1
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по S, что поз во ля ет най ти мо де ли оп ре де ле ния оп ти маль ных
по ка за телей то вар ных за па сов:

• раз ме ра од ной по став ки

S 0 = ;

• сред не го те ку ще го за па са

Z0 = ;

• чис ла по ста вок на пла ни ру е мый пе ри од

n0 = ;

• ин тер ва ла меж ду по став ка ми

t0 = 365 ;

• об щей ве ли чи ны ми ни маль ных из дер жек

C0 = .

Сле ду ет иметь в ви ду, что по ми мо за трат на хра не ние то -
ва ра на скла дах, су ще ст ву ют по те ри от им мо би ли за ции обо -
рот ных средств в то вар ных за па сах и фи нан со вые дол гах
кли ен тов, на та мож не, за держ ках в пу ти по став ки пар тии q,
на скла де за пе ри од вре ме ни T, что по рож да ет ри с ки упу щен -
ной вы го ды. Это свя за но с упу щен ны ми воз мож но с тя ми вло -
же ния за мо ро жен ных средств в раз ме ре крат ном p(q/2), на -
при мер, в банк, ком мер че с кие или фи нан со вые опе ра ции на
пе ри од вре ме ни дли тель но с тью T и по лу чить до пол ни тель -
ную при быль. Раз мер этих по терь с уче том сто и мо с ти за куп -
ки то ва ра по це не p со ста вит

Pk = p · · Bk,

где Bk — ко эф фи ци ент по терь от им мо би ли за ции средств за
пе ри од вре ме ни T, ко то рый оп ре де ля ет ся раз ме ром тор го вой
на цен ки в про цен тах i(τ) в опе ра ции дли тель но с тью τ и уров -
нем ин фля ции α(τ) ана ло гич но схе ме рос та:

• по про стой про цент ной став ке

B1 = · (1 + α(τ))–r,

а при ка пи та ли за ции средств по схе ме рос та слож ных про -
цен тов

i(τ)
–––
100

T
–
τ

q
–
2

��������2kQc1T

T
––
n0

Q
––
S 0

S 0

––
2

�
����2kQ
–––
c1T
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Тре бу ет ся:
• пред ста вить дан ные таб ли цы гра фи че с ки;
• вы дви нуть ги по те зу о ви де функ ции за ви си мо с ти рас хо -

дов на пи та ние от до хо да се мьи;
• рас счи тать па ра ме т ры эко но ми ко-ма те ма ти че с кой мо -

де ли и оце нить ее ка че ст во;
• най ти ко эф фи ци ент кор ре ля ции и ко эф фи ци ент де тер -

ми на ци и и по яс нить их эко но ми че с кий смысл;
• рас счи тать зна че ния рас хо дов на пи та ние по эко но ми -

ко-ма те ма ти че с кой мо де ли и на ло жить их для срав не ния на
гра фик фак ти че с ких дан ных.

4. Ре зуль та ты про ве ден но го ис сле до ва ния по ма га зи нам
о ко ли че ст ве по ку па те лей и вы руч ке в те че ние ра бо че го дня
пред став ле ны в таб ли це.

По ст ро ить ди а грам му за ви си мо с ти вы руч ки от чис ла по -
се ти те лей ма га зи на. Вы дви нуть ги по те зу о ви де функ ций
и свя зи по ка за те лей. Оце нить па ра ме т ры ре г рес си он ной мо -
де ли и пред ска зать еже днев ную вы руч ку ма га зи на, ко то рый
по се тят 600 по ку па те лей.

5. Ре зуль та ты об сле до ва ния де ся ти ста ти с ти че с ки од но -
род ных фи ли а лов фир мы при ве де ны в таб ли це (ци ф ры ус -
лов ные).

Тре бу ет ся:
• по ст ро ить мо дель мно же ст вен ной ре г рес сии про из во ди -

тель но с ти тру да от фак то ров фон до- и энер го во ору жен но с ти;
• оце нить адек ват ность по ст ро ен но го урав не ния;
• най ти ко эф фи ци ент мно же ст вен ной кор ре ля ции и со во -

куп ный ко эф фи ци ент де тер ми на ции и оха рак те ри зо вать сте -

Производительность
труда

74 84 73 93 56 71 117 111 135 125

Фондовооруженность 33 34 36 35 33 37 39 23 43 44

Энерговооруженность 56 58 67 70 73 77 78 99 93 96

Число
покупа -
телей

907 926 506 741 789 889 874 510 529 420 679 872

Выручка,
тыс. руб.

310 330 210 270 290 300 380 210 220 180 220 280

Расходы на питание, тыс. руб. 11 14 25 27 28 31 35 40

Доходы семьи тыс. руб. 14 33 55 66 68 48 75 98
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6. Как оп ре де лить обо ра чи ва е мость то вар ных за па сов?
7. Как учесть ин фля цию в уп рав ле нии то вар ны ми за па са ми?
8. По яс ни те эта пы дви же ния то ва ров от по став щи ка к по тре би -

те лям.
9. Как учесть фак тор вре ме ни в уп рав ле нии то вар ны ми за па са ми?

Задачи

1. Вы чис лить чи с тую при быль на ос но ве дан ных ре зуль та -
тов де я тель но с ти пред при я тия, сфор ми ро вать от чет за 2012 г.
и за пол нить фор му «Отчет о при бы лях и убыт ках»:

• вы руч ка от ре а ли за ции про дук ции — 12 000 000 руб.,
в том чис ле НДС 18%;

• се бе с то и мость ре а ли зо ван ной про дук ции — 5 000 000 руб.;
• ва ло вая при быль — ???? руб.;
• ком мер че с кие рас хо ды — 50 000 руб.;
• уп рав лен че с кие рас хо ды — 15 000 руб.;
• при быль от про даж — ??? руб.;
• до хо ды по до го во ру про сто го то ва ри ще ст ва — 13 000 руб.;
• штра фы, уп ла чен ные за на ру ше ние до го во ров, — 12 000 руб.;
• убыт ки от спи са ния за па сов вслед ст вие по жа ра —

10 000 руб.;
• стра хо вое воз ме ще ние по за ст ра хо ван но му иму ще ст ву —

12 000 руб.;
• при быль до на ло го об ло же ния — ??? руб.;
• на лог на при быль в те че ние го да — 20%;
• чи с тая при быль — ??? руб.
Со глас но учет ной по ли ти ке, уп рав лен че с кие и ком мер че -

с кие рас хо ды спи сы ва ют ся в умень ше ние вы руч ки от ре а ли -
за ции.

Оп ре де лить ко неч ный фи нан со вый ре зуль тат де я тель но -
с ти ор га ни за ции и за пол нить фор му «От чет о при бы лях
и убыт ках».

2. По сто ян ные из держ ки со став ля ют 125 тыс. руб. в ме сяц,
а пе ре мен ные из держ ки 700 руб. за еди ни цу про дук ции. Це -
на еди ни цы про дук ции 1200 руб. Най ти объ ем про дук ции,
при ко то ром при быль от про да жи рав на:

а) ну лю (точ ка бе зу бы точ но с ти);
б) 105 тыс. руб. в ме сяц.

3. Дан ные оп ро са вось ми групп се мей о рас хо дах на про -
дук ты пи та ния в за ви си мо с ти уров ня до хо дов се мей при ве -
де ны в таб ли це.

48



10. Ис сле до ва ние вли я ния сте пе ни за груз ки хо ло диль -
ных ка мер p (%) на ес те ст вен ную убыль го вя ди ны мо ро же -
ной d(t) в про цен тах в про цес се хра не ния при t = –20°С ± 2°С
и влаж но с ти 85—90% пред став ле но в таб ли це.

По ст ро ить од но и двух фак тор ные эко но ми ко-ма те ма ти -
че с кие мо де ли по те ри ес те ст вен ной убы ли го вя ди ны мо ро -
же ной d(t) в про цес се хра не ния в хо ло диль ной ка ме ре, на -
при мер, по спе ци аль ной про грам ме в сре де Excel.

11. Про ве ди те мо де ли ро ва ние про цес са вы бо ра то ва ра на
ос но ве сле ду ю щих дан ных:

а) швей цар ские ме ха ни че с кие муж ские на руч ные ча сы

Фирма Калибр,
мм

Ч
ис

ло
 ф

ун
к -

ци
он

ал
ьн

ы
х

ка
м

не
й

Т
оч

но
ст

ь
хо

да
, с

/с
ут

ки

В
ре

м
я

не
пр

ер
ы

вн
ой

ра
бо

ты
, ч

В
од

он
еп

ро
-

ни
ца

ем
ос

ть
,

м

Дополнительно,
шт.

Цена,
долл.

ци
ф

ер
-

бл
ат

ш
ка

лы

ф
ун

к-
ци

и

Breitling 36,0; 5,4 31 ±0,2 42 100 3 1 1 320
Bucherer 29,6; 3,58 25 ±2,8 38 30 1 0 0 210
Longines 32,0; 3,85 27 –0,8 42 30 1 1 1 230
Omega 27,2; 3,16 37 0,05 48 100 1 0 0 260
Rado 23,5; 3,2 25 ±2 40 200 1 0 2 350
Tissot 34,2; 4,2 25 ±1,5 42 150 1 0 0 350

Срок
хранения t

(дней/мес.)

Естественная убыль мяса d(t), 
хранившегося в камерах со степенью загрузки p (%)

p = 100%   p = 60%    p = 30%      нормы

5 0,21     0,34     0,42     0,025   
10 0,25     0,39 0,53   0,05

30 (1) 0,30   0,43 0,61 0,14
60 (2) 0,46 0,68 0,93 0,22
90 (3) 0,68 0,98 1,35 0,30

120 (4) 0,87 1,24 1,66 0,56
150 (5) 0,99 1,37    1,87    0,82    
180 (6) 1,15 1,54 2,32 1,08
210 (7) 1,23 1,81 2,47 1,22
240 (8) 1,31 1,96 2,59 1,36
270 (9) 1,40 2,09 2,73 1,50    

300 (10) 1,48 2,21 1,85 1,58
330 (11) 1,56 2,35 2,99 1,66
360 (12) 1,63 2,49 3,19 1,74
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пень сов ме ст но го вли я ния фак то ров на про из во ди тель ность
тру да;

• рас счи тать те о ре ти че с кие зна че ния про из во ди тель но с -
ти тру да по мо де ли и по ст ро ить гра фи ки фак ти че с ких и рас -
чет ных дан ных для срав не ния.

6. По дан ным таб ли цы по ст ро ить тра ек то рии из ме не ния
це ны, спро са и пред ло же ния, по ст ро ить эко но ми ко-ма те ма -
ти че с кую мо дель и гра фи ки дви же ния це ны к рав но вес но му
со сто я нию.

7. Опыт ным пу тем ус та нов ле ны функ ции спро са D и пред -
ло же ния

D = ;   S = p + 0,5,

где D и S — ко ли че ст во то ва ра, со от вет ст вен но по ку па е мо го
и пред ла га е мо го на про дажу; p — це на то ва ра.

Най ти:
а) рав но вес ную це ну, при ко то рой спрос ра вен пред ло же нию;
б) эла с тич ность спро са и пред ло же ния для этой це ны;
в) из ме не ние до хо да при уве ли че нии це ны на 5% от рав -

но вес ной.
8. За ви си мость уров ня по треб ле ния S то ва ров от уров ня

до хо да се мьи x опи сы ва ет ся фор му лой

S = a – .

Най ти уро вень по треб ле ния то ва ров при уров не до хо да
се мьи 15 800 руб. Из ве ст но, что при x = 50 S = 0; x = 74 S = 0,8;
x = 326 S = 2,3.

9. По ст ро ить эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель про гно -
за то ва ро обо ро та и из дер жек об ра ще ния ма ло го тор го во го
пред при я тия и со ста вить про гноз на 2013 г. на ос но ве ста ти -
с ти че с ких дан ных, пред став лен ных в таб ли це.

Годы 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

Товарообо -
рот, млн руб.

12 22 30 37 41 48 50 55 60 ?

Издержки
обращения, %

15 11 8 7 6 5 4 4 3 ?

b
–––––
x + c

p + 8
–––––
p + 2

Цена 7,50 15,38 19,25 21,12 24,21 25,53 28,25 33,75

Спрос 23,25 19,32 17,39 16,44 14,90 14,24 12,89 10,13

Предложение 10,13 12,87 14,24 14,90 15,98 16,44 17,39 19,32
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б) двух ка мер ные хо ло диль ни ки

Показатель

Марка  холодильника

Samsung
RL-17

MBSW

INDESIT
SB 1670

LG
GC-1670

STINOL
RF 305

NORD
ДХ-239-

7-040

Цена, руб. 8,990 10,990 11,490 10,890 11,490

Cтрана КНР Россия КНР Россия Украина

Гарантия, мес. 12 36 12 36 12

Объем холо диль -
ной камеры, л

100 193 129 200 199

Объем моро зиль -
ной камеры, л

55 85 79 105 101

Общий полезный
объем, л

155 278 208 305 300

Система размора-
живания

Автома-
тическая

Автома-
тическая

Ручная Ручная Ручная

Тип управления Механи-
ческая

Электро-
механи-
ческая

Элект-
ронная

Механи-
ческая

Механи-
ческая

Габариты
(В 	Г 	Ш)

154 	54 	
	45

167 	66 	
	60

157 	60 	
	55

167 	60 	
	60

180 	61 	
	57

Перевешивание
двери

Нет Нет Да Да Да

Размораживание
хо ло дильной
камеры

Нет Нет Да Да Да

Вес, кг 50 68
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Гла ва 2
МЕТОДЫ И МОДЕЛИ

ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В на сто я щее вре мя мно же ст во за дач пла ни ро ва ния и уп -
рав ления в от рас лях на род но го хо зяй ст ва, а так же боль шой
объ ем частных при клад ных за дач ре ша ют ся ме то да ми ма те -
ма ти че с ко го про грам ми ро ва ния. На и бо лее раз ви ты ми в об -
ла с ти ре ше ния опти ми за ци он ных за дач яв ля ют ся ме то ды
ли ней но го про грам миро ва ния. Эти ме то ды поз во ля ют опи -
сать с до ста точ ной точ ностью ши ро кий круг за дач ком мер че -
с кой де я тель но с ти, та ких, как: пла ни ро ва ние то ва ро обо ро та;
раз ме ще ние роз нич ной тор го вой се ти го ро да; пла ни ро ва ние
то ва ро снаб же ния го ро да, рай о на; при креп ле ние тор го вых
пред при я тий к по став щи кам; ор га ни зация ра ци о наль ных пе -
ре во зок то ва ров (транс порт ная за да ча); распре де ле ние ра бот  -
ни ков тор гов ли по долж но с тям (за да ча о на значе нии); ор га -
ни за ция ра ци о наль ных за ку пок про дук тов пи та ния (за да ча
о ди е те); рас пре де ле ние ре сур сов; пла ни ро ва ние ка пи талов -
ло же ний; оп ти ми за ция ме жо т рас ле вых свя зей; за ме на тор го -
во го обо ру до ва ния; оп ре де ле ние оп ти маль но го ас сор ти мен та
това ров в ус ло ви ях ог ра ни чен ной пло ща ди; ус та нов ле ние ра -
циона ль но го ре жи ма ра бо ты.

В за да чах ли ней но го про грам ми ро ва ния кри те рий эф фек -
тивно с ти и функ ции в си с те ме ог ра ни че ний ли ней ны.

Ес ли со дер жа тель ный смысл тре бу ет по лу че ния ре ше ния
в це лых чис лах, то та кая за да ча яв ля ет ся за да чей це ло чис -
лен но го про грам ми ро ва ния.

Ес ли в за да че ма те ма ти че с ко го про грам ми ро ва ния име ет -
ся пе ре мен ная вре ме ни, а кри те рий эф фек тив но с ти вы ра жа -
ет ся через урав не ния, опи сы ва ю щие те че ние опе ра ций во
вре ме ни, то та кая за да ча яв ля ет ся за да чей ди на ми че с ко го про-
грам ми ро ва ния.

Во мно гих эко но ми че с ких мо де лях за ви си мо с ти меж ду
по стоян ны ми и пе ре мен ны ми фак то ра ми мож но счи тать ли -
ней ны ми.
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г) фо то ап па ра ты

Показатель

Марка фотоаппарата

Yashica
T-53/S

Samsung
L-60

Sony
DSC-50

Canon
Digital-
800IL

Fujifilm
D-650

Количество
мегапикселей

7 7 7,1 7 7

Оптический ZOOM 3 3 5 4 3

Фокусное расстояние 35 39 36 35 38

Минимальное рас-
стояние съемки, м

0,07 0,01 0,03 0,02 0,02

Разрешение экрана 230 000 112 000 173 000 230 000 117 000

Разрешение 
Х пикселей

3734 2816 2816 2816 2816

Разрешение
Y пикселей

2112 2800 2112 2112 2112

Размер экрана, см 3,00 3,00 2,40 2,50 2,50

Съемка, кадр/с 2,00 1,50 1,90 2,10 1,40

Цена, руб. 6625 5793 9610 7390 10 900



при ограничивающих ус ло ви ях

где аij, b i, сj — за дан ные по сто ян ные ве ли чи ны.
Од но род ной за да чей ли ней но го про грам ми ро ва ния на зы -

ва ется за да ча, в ко то рой все ог ра ни че ния име ют вид не ра вен -
ст ва.

Стан дарт ной за да чей ли ней но го про грам ми ро ва ния на зы -
ва ет ся за да ча, ко то рая со сто ит в оп ре де ле нии мак си маль но -
го (ми нималь но го) зна че ния це ле вой функ ции (2.1) при вы -
пол не нии ус ло вий не ра венств (2.2) — не три ви аль ных и (2.4) —
триви аль ных.

Ка но ни че с кой (ос нов ной) за да чей ли ней но го про грам ми -
рова ния на зы ва ет ся за да ча, ко то рая со сто ит в оп ре де ле нии
мак сималь но го зна че ния це ле вой функ ции (2.1) при вы пол -
не нии усло вий (2.3) ра венств и (2.4).

Для пе ре хо да от стан дарт ной фор мы за пи си за да чи ли ней-
но го про грам ми ро ва ния к ка но ни че с кой не об хо ди мо ог ра ни -
че ние — не ра вен ст во ис ход ной за да чи ли ней но го про грам ми -
ро ва ния, име ю щее вид «�», пре об ра зо вать в ог ра ни че ние —
ра вен ст во с добав ле ни ем к ле вой ча с ти до пол ни тель ной (ба -
лан со вой) не от ри цатель ной пе ре мен ной. Ог ра ни че ние — не -
ра вен ст во ви да «
» пре обра зу ет ся в ог ра ни че ние — ра вен ст -
во вы чи та ни ем из ле вой ча с ти до пол ни тель ной (ба лан со вой)
не от ри ца тель ной пе ре мен ной.

В си с те ме из т ли ней ных урав не ний с п пе ре мен ны ми ба -
зисны ми (ос нов ны ми) на зы ва ют ся лю бые т пе ре мен ные, ес ли
со ответ ст ву ю щий им оп ре де ли тель ма т ри цы ко эф фи ци ен тов
от ли чен от ну ля, а ос таль ные (п – т) пе ре мен ные на зы ва ют -
ся сво бод ны ми (не о снов ны ми).

В ба зис ном ре ше нии все (п – т) сво бод ные пе ре мен ные
рав ны ну лю.

До пу с ти мое ба зис ное ре ше ние (опор ный план) со дер жит толь -
ко не от ри ца тель ные пе ре мен ные, а сво бод ные рав ны ну лю.

До пу с ти мое ба зис ное ре ше ние яв ля ет ся не вы рож ден ным,
ес ли все ба зис ные пе ре мен ные стро го по ло жи тель ны, и вы -
рож ден ным — в про тив ном слу чае.

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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Ис поль зо ва ние ме то дов ма те ма ти че с ко го про грам ми ро -
ва ния в ком мер че с кой де я тель но с ти свя за но со сбо ром не об -
хо ди мой ин фор ма ции ком мер сан том, эко но ми с том, фи нан -
си с том, за тем по ста нов кой за да чи вме с те с ма те ма ти ком.
По сколь ку ме то ды мате ма ти че с ко го про грам ми ро ва ния уже
ре а ли зо ва ны на ком пью тере в ви де па ке та стан дарт ных про -
грамм, то до ступ к ним обыч но прост, ав то ма ти зи ро ван и не
со став ля ет осо бых труд но с тей.

В ре зуль та те изу че ния ма те ри а ла сту ден ты будут:
знать фор му ли ров ку об щей за да чи ли ней но го про грам ми ро ва -

ния и класс за дач ком мер че с кой де я тель но с ти при год ных для ре -
ше ния ме то да ми ли ней но го про грам ми ро ва ния;

уметь про во дить по ста нов ку за дач ком мер че с кой де я тель но с ти
на ма те ма ти че с ком язы ке для их ре ше ния с по мо щью ме то дов и мо -
де лей ли ней но го про грам ми ро ва ния;

вла деть тех ни кой ре ше ния за дач оп ти ми за ции ком мер че с кой
де я тель но с ти пред при я тия: пла ни ро ва ние то ва ро обо ро та, пе ре воз -
ки гру зов, рас пре де ле ния по долж но с тям пре тен ден тов, по ст ро е ния
коль це вых мар ш ру тов ме то да ми и мо де ля ми ли ней но го про грам -
ми ро ва ния.

2.1. Об щая за да ча 
ли ней но го про грам ми ро ва ния

По ста нов ка за да чи ком мер че с кой де я тель но с ти мо жет
быть пред став ле на в ви де ма те ма ти че с кой мо де ли ли ней но го
про грамми ро ва ния, ес ли це ле вая функ ция мо жет быть пред -
став ле на в виде ли ней ной фор мы, а связь с ог ра ни чен ны ми
ре сур са ми опи сыва ет ся по сред ст вом ли ней ных урав не ний
или не ра венств. Кро ме то го, вво дит ся до пол ни тель ное ог ра -
ни че ние — зна че ния пе ремен ных долж ны быть не от ри ца -
тель ны, по сколь ку они пред ставля ют та кие ве ли чи ны, как
то ва ро обо рот, вре мя ра бо ты, за тра ты и дру гие эко но ми че с -
кие по ка за те ли.

В це лом эко но ми ко-ма те ма ти че с кая фор му ли ров ка и мо -
дель об щей за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния (ОЗЛП) име-
ют сле дующий вид:

• най ти мак си маль ное (ми ни маль ное) зна че ние ли ней ной
целе вой функ ции

F(X) = cj · xj � max (min) (2.1)
n

Σ
j =1
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точ ные за па сы ко то рых со ставля ют 3 т и 4 т. Рас хо ды сы рья
на про из вод ст во 1 т кра сок при веде ны в табл. 2.1.

Таб ли ца 2.1

Изу че ние конъ юнк ту ры спро са на рын ке сбы та по ка за ло,
что су точ ный спрос на кра с ку для вну т рен них ра бот ни ког да
не превы шал спро са на кра с ку для на руж ных ра бот бо лее чем
на 1,5 т, а спрос на кра с ку для вну т рен них ра бот ни ког да не
пре вы шал 2 т в сут ки. Ка кое ко ли че ст во кра с ки каж до го ви -
да не об хо ди мо про изво дить, что бы до ход от ее ре а ли за ции
был мак си маль ным?

Кро ме то го, из ве ст но, что план фа б ри ки дол жен пре ду с -
мотреть обя за тель ный вы пуск кра сок, про из вод ст во ко то рых
не опуска лось ни же 0,25 т для кра сок для на руж ных ра бот
и ни же 0,5 т — для кра сок для вну т рен них ра бот.

По ст ро е ние эко но ми ко-ма те ма ти че с кой мо де ли за да чи.
По сколь ку в за да че не об хо ди мо оп ре де лить объ е мы про -
извод ст ва для про да жи кра с ки, то су точ ные объ е мы про из -
вод ст ва кра сок для на руж ных и вну т рен них ра бот обо зна чим
хн и хв тонн со от вет ст вен но.

Кри те ри ем, по ко то ро му оп ре де ля ет ся сте пень до сти же -
ния по став лен ной це ли, яв ля ет ся до ход от про да жи кра с ки,
ко то рый дол жен быть мак си маль но воз мож ным. На этом ос -
но ва нии це левую функ цию мож но за пи сать

F(X) = (2xн + 3xв) � max.

Ре ше ние лю бой за да чи осу ще ств ля ет ся в рам ках ог ра ни чен -
ных ре сур сов. В дан ном слу чае не об хо ди мо учесть ог ра ни че -
ния на рас ход сы рья, за па сы ко то ро го на фа б ри ке не бес ко -
неч ны, а так же ог ра ни че ния на спрос кра с ки. Ма те ма ти че с ки
эти ог ра ниче ния мож но за пи сать сле ду ю щим об ра зом:

Объ е мы про из вод ст ва и со от вет ст вен но про да жи кра с ки
не мо гут при ни мать от ри ца тель ных зна че ний. В свя зи с этим

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0,5xн + xв � 3 — запасы сырья A,
xн + 0,5xв � 4 — запасы сырья B,
xв – xн � 1,5 — соотношение спроса на краски,
xв � 2 — максимальная величина спроса на краску B.

Сырье
Расход сырья нa 1 т краски, т Запасы сырья,

тнаружных работ внутренних работ

А 0,5 1,0 3
В 1,0 0,5 4
Цена 1 т, тыс. руб. 2 3
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Оп ти маль ное ре ше ние за да чи ли ней но го про грам ми ро ва -
ния сов па да ет с од ним из ее допу с ти мых ба зис ных ре ше ний.

Со во куп ность чи сел Х = (x1, х2, ..., хn), удов ле тво ря ю щих
триви аль ным и не три ви аль ным ог ра ни че ни ям за да чи, на зы -
ва ет ся до пу с ти мым ре ше ни ем (в эко но ми че с ких за да чах —
пла ном). Со во куп ность до пу с ти мых ре ше ний фор ми ру ет об -
ласть до пу с тимых ре ше ний (ОДР).

План Х* = (х1
*, х2

*, ..., хn
*), при ко то ром це ле вая функ ция

(2.1) за да чи при ни ма ет экс тре маль ное зна че ние, на зы ва ет ся
опти маль ным.

В слу чае ког да тре бу ет ся най ти ми ни мум функ ции F(X) =
= (c1x1 + c2x2 + ... + cnxn), мож но пе рей ти к на хож де нию мак -
си му ма функ ции F1(X) = –F(X)= –(c1x1 + c2x2 + ... + cnxn), так
как min F(X) = –F1(X), тог да по лу чен ное ре ше ние це ле вой
функ ции сле ду ет за пи сать с об рат ным зна ком.

Кон троль ные во про сы
1. Ка ко вы осо бен но с ти за дач ли ней но го про грам ми ро ва ния?
2. Ка кое ре ше ние си с те мы ли ней ных урав не ний яв ля ет ся пла ном?
3. Что на зы ва ют пла ном ОЗЛП, опор ным пла ном, оп ти маль ным

пла ном?
4. Ка кой опор ный план на зы ва ет ся вы рож ден ным, не вы рожден -

ным?
5. Как при ве с ти к ка но ни че с кой фор ме ОЗЛП: а) ес ли тре бу ет -

ся най ти ми ни мум ли ней ной функ ции це ли; б) ес ли функ ци о наль -
ные ог ра ни че ния за да ны в ви де не ра венств раз но го ви да 
 и �?

2.2. По ста нов ка за дач ком мер че с кой де я тель но с ти
Рас смо т рим при ме ры за дач ком мер че с кой де я тель но с ти,

постро е ния эко но ми ко-ма те ма ти че с ких мо де лей, пре об ра зо -
ва ния их к об щей и ка но ни че с кой за да че ли ней но го про грам -
ми ро ва ния.

2.2.1. Оп ти ми за ция ком мер че с кой де я тель но с ти 
пред при я тия

Ком мер че с ко му от де лу по ру чи ли про ана ли зи ро вать сов -
местную де я тель ность под раз де ле ний фа б ри ки по из го тов ле -
нию и про да же двух ви дов кра с ки для вну т рен них (В) и на -
руж ных (Н) ра бот, ко то рая по сту па ет в про да жу по це не
3 тыс. руб. и 2 тыс. руб. за 1 т. Для про из вод ст ва кра сок ис -
поль зу ют два ви да сы рья А и В, мак си маль но воз мож ные су -
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Оче вид но, что объ ем про да жи то варов не мо жет быть от -
ри цатель ной ве ли чи ной, по это му хj 
 0, j = 1, n.

Учи ты вая нор мы за трат ре сур сов и их объ е мы, за пи шем
ог рани че ния в ви де си с те мы

Ре ше ние за да чи мож но по лу чить с по мо щью симп лекс но -
го ме то да, рас смо т рен но го в п. 2.3.2.

2.2.3. Про из вод ст вен ная за да ча

Пред при я тие из го тав ли ва ет не сколь ко ви дов про дук ции,
расхо дуя на это из го тов ле ние раз лич ные ви ды сы рья. За па сы
сы рья ог ра ни че ны. До ход, по лу ча е мый от ре а ли за ции каж до -
го ви да про дук ции, раз ли чен. Не об хо ди мо со ста вить та кой
план вы пу с ка про дук ции, при ко то ром до ход пред при я тия
был бы мак си мальным.

Для из го тов ле ния n ви дов про дук ции Рj (1 � j � п) ис поль -
зу ется т ви дов сы рья Si (1 � i � т).

За па сы сы рья со став ля ют bi (i = 1, m). Нор ма ти вы за трат
сырья на из го тов ле ние еди ни цы про дук ции со став ля ют аij.
До ход, по лу ча е мый от ре а ли за ции еди ни цы про дук ции j-го
ви да, со ставля ет Dj ( j = 1, n).

Не об хо ди мо со ста вить та кой план вы пу с ка про дук ции,
при ко то ром до ход от ее ре а ли за ции бу дет мак си маль ным.

По ст ро е ние эко но ми ко-ма те ма ти че с кой мо де ли за да чи.
Обо зна чим х ко ли че ст во еди ниц про дук ции j-го ви да ( j = 1, n),
за пла ни ро ван ных к про из вод ст ву. Тог да це ле вая функция
бу дет иметь вид

F(X) = Dj xj � max.

Для из го тов ле ния всей про дук ции по тре бу ет ся aij xj еди -

ниц сы рья i-го ви да. По сколь ку его ко ли че ст во ог ра ни че но
ве личи ной bi, по лу ча ем не ра вен ст во
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не обхо ди мо за пи сать три ви аль ное ус ло вие не от ри ца тель но с -
ти пе ремен ных: хн 
 0; хв 
 0.

Та ким об ра зом, в це лом эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо -
дель за да чи мож но пред ста вить в та ком ви де.

Оп ре де лить су точ ные объ е мы про из вод ст ва кра сок — най -
ти век тор

X = (xн, xв),

ко то рый при за дан ных ус ло ви ях-ог ра ни че ни ях

обес пе чи ва ет мак си маль ный до ход от про да жи кра с ки в со -
от ветствии с це ле вой функ ци ей

F(X) = (2xн + 3xв) � max.

По лу чен ная мо дель яв ля ет ся за да чей ли ней но го про грам  -
миро ва ния, так как все вхо дя щие в нее функ ции ли ней ны.
Ре ше ние за да чи та ко го клас са воз мож но с ис поль зо ва ни ем
ли бо ге о ме т риче с ко го, ли бо ал ге б ра и че с ко го симп лекс но го
ме то дов, ко то рые будут рас смо т ре ны ни же в п. 2.3.1 и 2.3.2.

2.2.2. Пла ни ро ва ние то ва ро обо ро та

Ком мерческое пред при я тие ре а ли зу ет то ва ры не сколь ких
групп: Аj ( j = 1, n). Для ре а ли за ции этих то ва ров ис поль зу ют -
ся ресур сы с ог ра ни чен ным объ е мом: b1 — ра бо чее вре мя
(чел.-ч); b2 — пло щадь за лов (м2); b3 — из держ ки об ра ще ния
(руб.). Из ве ст ны нор мы рас хо да каж до го вида ресурса на ре -
а ли за цию еди ни цы j-й груп пы то ва ра — аij (i = 1, 3; j = 1, n).
До ход от про да жи в рас че те на еди ни цу то ва ра со став ля ет сj.

Не об хо ди мо со ста вить оп ти маль ный план про да жи то ва -
ров по кри те рию мак си му ма до хо да (или по дру го му кри те -
рию — мини му ма из дер жек об ра ще ния).

По ст ро е ние эко но ми ко-ма те ма ти че с кой мо де ли за да чи.
Из ве ст но, что ве ли чи на до хо да ли ней но свя за на с объ е мом
про да жи то ва ров хj. В свя зи с этим це ле вую функ цию мож но
запи сать в ви де

F(X) = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn � max.

0,5xн + xв � 3,
xн + 0,5xв � 4,
xв – xн � 1,5,
xв � 2,
xн 
 0,25,
xв 
 0,5
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ко то рое при за дан ных ог ра ни че ни ях по ис поль зо ва нию ре сур сов,
пред став лен ных в ви де си с те мы ли ней ных не ра венств

обес пе чи ва ет мак си мум до хо да в со от вет ст вии с це ле вой функ цией
ви да

F(X) = (1,3x1 + 2х2 + 1,5х3 + 0,3х4 + 1,7x5) � max.

При мер 2.2. По ст ро ить эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель
опре де ле ния струк ту ры вы пу с ка блюд на пред при я тии об ще ст -
венно го пи та ния, обес пе чи ва ю щую мак си маль ный до ход на ос но ве
за дан ных объ е мов, ре сур сов и нор ма ти вов за трат про дук тов на пер -
вые и вто рые блю да, пред став лен ных в табл. 2.3.

Таб ли ца 2.3

Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая мо дель за да чи име ет сле ду ю щий
вид.

Най ти та кое ко ли че ст во вы пу с ка е мых блюд — ариф ме ти че ский
век тор

X = (x1, x2, ..., x5),

ко то рый при за дан ных ог ра ни че ни ях

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

4x1 + 8x2 + 0x3 + 0x4 + 3,8x5 � 4000,
2,5x1 + 0x2 + 10x3 + 0x4 + 0x5 � 25000,
3,2x1 + 2x2 + 3x3 + 0x4 + 4,6x5 � 27000,
2,1x1 + 2,6x2 + 2,3x3 + 0x4 + 2,8x5 � 20000,
6,5x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 � 50000,
xj > 0,   j = 1, 5

Ресурсы

Плано-
вый

фонд
ресурсов

Нормативные затраты ресурсов 
на 100 блюд

1-е
блюда

2-е
мясные

2-е
рыбные

2-е мо-
лочные

2-е
прочие

Мясо, кг 40 000 4,0 8,0 – – 3,8

Рыба, кг 25 000 2,5 – 10 – –

Овощи, кг 27 000 3,2 2,0 3,0 – 4,6

Мука, крупа, кг 20 000 2,1 2,6 2,3 – 2,8

Молоко, л 50 000 6,5 – – 21 –

Доход, руб. 1,3 2,0 1,5 0,3 1,7

3,4x1 + 5x2 + 38x3 + 2,6x4 + 23x5 � 78000,
2,1x1 + 5,2x2 + 5,1x3 + 2,8x4 + 3x5 � 130000,
4,3x1 + 6,9x2 + 6,7x3 + 26x4 + 4,1x5 � 16300,
25x1 + 37x2 + 23x3 + 22x4 + 20x5 � 270000,
xj > 0,   j = 1, 5
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aij  xj � bi,   i = 1, m.

Учи ты вая нор ма ти вы за трат и ог ра ни че ния на ре сур сы,
за пишем си с те му не ра венств

Рас смо т рим при ме ры по ст ро е ния эко но ми ко-ма те ма ти -
ческих мо де лей.

При мер 2.1. По ст ро ить эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель
опре де ле ния струк ту ры вы пу с ка пер вых и вто рых блюд пред -
приятия об ще ст вен но го пи та ния при за дан ном квар таль ном пла не
това ро обо ро та 270 тыс. руб. и по лу че нии мак си маль но го до хо да на
ос но ве дан ных, при ве ден ных в табл. 2.2.

Таб ли ца 2.2

Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая мо дель за да чи име ет сле ду ю щий
вид.

Най ти та кое ко ли че ст во вы пу с ка е мых блюд — век тор

X = (x1, x2, ..., x5),

Ресурсы

Плано-
вый

фонд
ресурсов

Нормативные затраты ресурсов 
на 100 блюд

1-е
блюда

2-е
мясные

2-е
рыбные

2-е мо-
лочные

2-е
прочие

Затраты труда на
произ водство, чел.-ч

78 000 3,4 5,0 38,0 2,6 23

Затраты труда на 
об служивание, чел.-ч

130 000 2,1 5,2 5,1 2,8 3

Издержки  производ-
ства и обращения, руб.

16300 4,3 6,9 6,7 26 4,1

Доход, руб. 1,3 2,0 1,5 0,3 1,7

Товарооборот, руб. 270 000 25 37 23 22 20
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оп ти маль но с ти вы би ра ем сум мар ные из держ ки по пе ре воз ке
гру зов.

Тог да транс порт ная за да ча фор му ли ру ет ся сле ду ю щим об -
разом: не об хо ди мо со ста вить оп ти маль ный план, т.е. най ти та-
кие зна че ния объ е ма пе ре во зок гру зов || хij || от по став щи ков Аi
к потре би те лям Вj, что бы вы ве с ти все гру зы от по став щи ков,
удов летво рить за яв ки каж до го по тре би те ля и обес пе чить ми -
ни маль ные транс порт ные рас хо ды на пе ре воз ку гру за.

Все ис ход ные дан ные транс порт ной за да чи мож но за пи -
сать в ви де табл. 2.4: С и X.

За да ча за клю ча ет ся в оп ре де ле нии пла на пе ре во зок — ма -
т рицы Х (i = 1, m; j = 1, n), ко то рая удов ле тво ря ет сле ду ю щим
ус лови ям:

и обес пе чи ва ет ми ни маль ное зна че ние це ле вой функ ции

F(X) = cij xij � min.
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обес пе чи ва ет мак си мум до хо да в со от вет ст вии с це ле вой функ -
цией

F(X) = (1,3x1 + 2х2 + 1,5х3 + 0,3х4 + 1,7х5) � max.

2.2.4. Транс порт ная за да ча

В со вре мен ных ус ло ви ях боль шие транс порт ные рас хо ды
связа ны с про сто я ми в ожи да нии об слу жи ва ния на по гру зоч -
но-разгру зоч ных ра бо тах, по рож ни ми про бе га ми, встреч ны -
ми и не раци о наль ны ми пе ре воз ка ми, за тра та ми на бен зин,
тех ни че с кое об слу жи ва ние и за ра бот ную пла ту во ди те лей.
В свя зи с этим необ хо ди мо ре шать за да чи оп ти маль но го пла -
ни ро ва ния пе ре во зок гру зов в ком мер че с кой де я тель но с ти
из пунк тов от прав ле ния (баз, стан ций, фа б рик, сов хо зов, за -
во дов) в пунк ты на зна че ния (ма га зи ны, скла ды) ме то да ми,
поз во ля ю щи ми оп ти ми зи ро вать план по ка ко му-ли бо эко но -
ми че с ко му по ка за те лю, на при мер фи нан со вых за трат или
вре ме ни на пе ре воз ку гру зов.

Для ре ше ния по доб но го ро да за дач в ли ней ном про грам -
ми рова нии су ще ст ву ют спе ци аль но раз ра бо тан ные ме то ды,
а за да чи та ко го ро да на зы ва ют ся транс порт ны ми за да ча ми.

По ст ро е ние эко но ми ко-ма те ма ти че с кой мо де ли за да чи.
Име ет ся т пунк тов от прав ле ния (по став щи ков) гру зов

А1, А2, А3, ..., Аi, ..., Am,

на ко то рых со сре до то че ны за па сы ка ко го-ли бо од но род но го
груза в объ е мах со от вет ст вен но

a1, a2, a3, ..., ai, ..., am.

Ве ли чи ны аi оп ре де ля ют мак си маль но воз мож ные раз ме ры
вы во за гру за с пунк тов от прав ле ния. Сум мар ный за пас гру за

постав щи ков со став ля ет ai. Кроме того, имеется n пунктов

назначения
B1, B2, B3, ..., Bj, ..., Bn,

ко то рые по да ли за яв ки на по став ку гру зов в объ е мах со от -
ветствен но

b1, b2, b3, ..., bj, ..., bn.

Сум мар ная ве ли чи на за явок со став ля ет bj Сто и мость

пере воз ки од ной еди ни цы гру за от по став щи ка Аi к по тре би -
те лю Вj обо зна чим че рез cij (транс порт ный та риф), об ра зу ю -
щие ма т ри цу транс порт ных из дер жек С. В ка че ст ве кри те рия
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Таб ли ца 2.4

Пункты
отправле-

ния

Пункты  назначения Запасы
aiB1 B2 ... Bi ... Bn

A1 c11
x11

c12
x12

... c1j
x1j

... c1n
x1n

a1

A2 c21
x21

c22
x22

... c2j
x2j

... c2n
x2n

a2

... ... ... ... ... ... ... ...

Ai ci1
xi1

ci2
xi2

... cij
xij

... cin
xin

ai

... ... ... ... ... ... ... ...

Am cm1
xm1

cm2
xm2

... cmj
xmj

... cmn
xmn

am

Заявки
bj

b1 b2 ... bj ... bn
ai

bj

n

Σ
j =1

m

Σ
i =1



Обо зна чим хij на зна че ние i-го ра бот ни ка на j-ю ра бо ту. Ко-
личе ст во ра бот ни ков m рав но ко ли че ст ву ра бот, по это му хij
мо жет при ни мать толь ко два це ло чис лен ных зна че ния: 1, ес ли
i-й работ ник на зна чен на вы пол не ние j-й ра бо ты; 0, ес ли не
на зна чен. При на зна че нии i-го ра бот ни ка на j-ю ра бо ту про -
из во ди тельность или сто и мость на зна че ния рав на cij xij. Не -
об хо ди мо по ст роить ква д рат ную ма т ри цу рас пре де ле ния по
долж но с тям X, ко торая обес пе чи ва ет мак си маль ное или ми -
ни маль ное зна че ние линей ной функ ции це ли

F(X) = cij xij � max (min)

при ог ра ни че ни ях

За да ча о на зна че ни ях яв ля ет ся ча ст ным слу ча ем транс -
портной за да чи, по это му для ее ре ше ния мож но вос поль зо -
вать ся любым ал го рит мом ли ней но го про грам ми ро ва ния,
од на ко бо лее эф фек тив ным яв ля ет ся вен гер ский ме тод (см.
п. 4.6.8).

2.2.6. По ст ро е ние коль це вых мар ш ру тов

Ком мер че с кая де я тель ность обыч но свя за на с ко ман ди ров -
ками, по езд ка ми по го ро дам для за клю че ния сде лок. Рас сто -
я ния меж ду лю бой па рой мно же ст ва из n го ро дов из ве ст ны
и со став ляют aij (i = 1, m; j = 1, n, i � j). Ес ли пря мо го мар ш -
ру та меж ду го рода ми i и j не су ще ст ву ет, то до пу с ка ют, что
аij = �.

Ком мер сант, вы ез жая из ка ко го-ли бо го ро да, дол жен по -
сетить все го ро да, по бы вав в каж дом из них один и толь ко
один раз, и вер нуть ся в ис ход ный го род. Не об хо ди мо оп ре де -
лить та кую после до ва тель ность объ ез да го ро дов, при ко то -
рой дли на мар ш ру та бы ла бы на и мень шей.

Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая по ста нов ка этой за да чи мо -
жет быть пред став ле на как за да ча це ло чис лен но го ли ней но -
го програм ми ро ва ния. Пе ре мен ные оп ре де лим сле ду ю щим
об разом: xij = 1, ес ли ком ми во я жер пе ре ез жа ет из го ро да i
в го род j (i = 1, m; j = 1, n, i � j); в про тив ном слу чае xij = 0.
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В та ком ви де эко но ми ко-ма те ма ти че с кая по ста нов ка транс -
порт ной за да чи счи та ет ся за кон чен ной, а ее ре ше ние из ло же -
но ни же в п. 2.6.

Транс порт ная за да ча мо жет быть ре ше на на ком пью те ре,
п сколь ку ма те ма ти че с кие ме то ды, как пра ви ло, ре а ли зо ва ны
в виде спе ци аль ных про грамм.

2.2.5. За да ча о на зна че ни ях

В ком мер че с кой сфе ре воз ни ка ют за да чи, свя зан ные с не -
обхо ди мо с тью вы бо ра та ко го ва ри ан та рас пре де ле ния ре сур -
сов (тру до вых, то вар ных, фи нан со вых, энер ге ти че с ких, ма те -
ри альных, при род ных и дру гих по не ко то рым объ ек там —
ма га зи нам, го ро дам, пред при я ти ям, це хам и т.п.), ко то рый
обес пе чил бы мини маль ные из держ ки (за тра ты де нег, вре ме -
ни) или мак си мальные при быль и до ход.

Так, на при мер, все гда ак ту аль ной яв ля ет ся про бле ма фор-
миро ва ния тру до во го кол лек ти ва, обес пе чи ва ю ще го же ла е -
мую эффек тив ность.

Из ве ст но, что один и тот же ра бот ник мо жет вы пол нять
различ ные функ ции с раз ной про из во ди тель но с тью в за ви си-
мо с ти от опы та ра бо ты, ква ли фи ка ции, ин ди ви ду аль ных осо-
бен но с тей. По это му воз ни ка ет за да ча о на зна че ни ях, пред по -
ла га ю щая та кое рас пре де ле ние ра бот ни ков по долж но с тям,
при ко то ром про изво ди тель ность тру да в кол лек ти ве бы ла
бы мак си маль ной. Очевид но, здесь сле ду ет со блю дать зо ло -
тое пра ви ло эко но ми ки, заклю ча ю ще е ся в най ме та ких ра -
бот ни ков, ко то рые да ют до пол нитель ный до ход, пре вы ша ю -
щий на зна чен ную им зар пла ту.

По ст ро е ние эко но ми ко-ма те ма ти че с кой мо де ли за да чи.
На ком мер че с ком пред при я тии име ет ся т ра бот ни ков

А1, А2, А3, ..., Аi, ..., Am,

каж дый из ко то рых дол жен вы пол нять од ну Вj из име ю щих -
ся n ви дов ра бот:

B1, B2, B3, ..., Bi, ..., Bm.

Для каж до го ра бот ни ка Аi на ра бо чем ме с те Вj рас счи ты -
ва ет ся про из во ди тель ность тру да сij. Не об хо ди мо оп ре де -
лить, ко го и на ка кую ра бо ту сле ду ет на зна чить, что бы до -
бить ся мак си маль ной или ми ни маль ной сто и мо с ти
на зна че ния сум мар ной про из во дитель но с ти при ус ло вии,
что каж дый ра бот ник мо жет быть на значен толь ко на од ну
ра бо ту.
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Вве дем сле ду ю щие обо зна че ния:
L — дли на ис ход но го ма те ри а ла;
li — дли на за го тов ки i-го ви да, i = 1, m;
bi — ко ли че ст во за го то вок i-го ви да;
j — но мер ва ри ан та рас кроя, j = 1, n;
aij — ко ли че ст во за го то вок i-го ви да при рас крое еди ни цы

исход но го ма те ри а ла по j-му ва ри ан ту.
cj — дли на от хо да по j-му ва ри ан ту рас кроя (раз ре за);
xj — ко ли че ст во еди ниц ис ход но го ма те ри а ла, рас пи ли ва -

емо го по j-му ва ри ан ту.
Тог да це ле вая функ ция по кри те рию ми ни му ма от хо дов

прини ма ет вид

C = cj xj � min,

а по кри те рию ми ни му ма рас кра и ва е мых еди ниц ис ход но го
мате ри а ла

X = xj � min

при сле ду ю щих ус ло ви ях:

Не об хо ди мо оп ре де лить оп ти маль ное ко ли че ст во еди ниц
исход но го ма те ри а ла xj (бру са), рас кра и ва е мых по каж до му
j-му вари ан ту рас пи ла, ко то рые долж ны удов ле тво рять ус ло -
ви ям це лочис лен но с ти пе ре мен ных.

При этом сле ду ет об ра тить вни ма ние на со став ле ние ва -
ри антов рас кроя

При этом дли на от хо да для лю бо го ва ри ан та рас кроя долж-
на быть стро го мень ше дли ны са мой ко рот кой за го тов ки.

Рас смо т рим по ст ро е ние эко но ми ко-ма те ма ти че с кой мо де -
ли на сле ду ю щем при ме ре.

На фир му по сту пи ли за яв ки на ре зать из 6-ме т ро во го бру са
заго тов ки дли ной 2,5 м — 150 шт.; 1,9 м — 140 шт.; 1 м — 48 шт.
с мини му мом от хо дов.
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За да ча за клю ча ет ся в оп ре де ле нии ма т ри цы це лых не от -
ри цатель ных зна че ний пе ре мен ных xij, ми ни ми зи ру ю щих це -
ле вую функ цию ви да

F(X) = (aij xij) � min, 1 � i � m,   1 � j � n

1) для въез да в го род j толь ко один раз:

xij = 1, i = 1, m;

2) для вы ез да из го ро да i толь ко один раз:

xij = 1, j = 1, n.

В та кой по ста нов ке за да ча ком ми во я же ра пред став ля ет
со бой за да чу це ло чис лен но го ли ней но го про грам ми ро ва ния.
Дей ст витель но, ус ло вия aij = � ис клю ча ют в оп ти маль ном
ре ше нии значе ния xij = 1 как не име ю щие смыс ла, а ог ра ни -
че ния тре бу ют:

1) что бы мар ш рут вклю чал толь ко один въезд в каж дый
го род;

2) что бы мар ш рут вклю чал лишь один вы езд из каж до го
го ро да, а це ле вая функ ция вклю ча ла дли ну мар ш ру та ком -
ми во я же ра;

3) что бы мар ш рут об ра зо вы вал кон тур, про хо дя щий че рез
все горо да. Та ким об ра зом фор ми ру ет ся эко ном ный ва ри ант
мар ш ру та в ви де коль ца.

Ре ше ние этой за да чи стро ит ся, на при мер, ме то дом вет вей
и гра ниц це ло чис лен но го про грам ми ро ва ния.

2.2.7. За да ча о рас крое (ми ни ми за ция об рез ков)

За да чи по оп ти маль но му ис поль зо ва нию сы рья и ма те ри -
а лов за клю ча ют ся в раз ра бот ке та ких тех но ло ги че с ки
до пу с ти мых рас крой ных пла нов, ко то рые обес пе чи ва ют ми -
ни мум от хо дов или ко ли че ст ва за дей ст во ван ных ма те ри а -
лов: ли с то во го, ру лонно го, длин но мер но го, на при мер до сок,
па не лей, бру са, бре вен, фа не ры, ко жи, прут ков, труб и др.

Рас смо т рим по ста нов ку за да чи о рас крое на при ме ре на -
рез ки по сту па ю ще го в тор го вую ор га ни за цию де ре вян но го
бру са длиной L = 6 м, из ко то ро го не об хо ди мо под го то вить
по вы став ленно му за ка зу от кли ен та за го тов ки дли ной l1 = 2,5 м
в ко ли че ст ве b1 = 150 шт., за тем дли ной l2 = 1,9 м в ко ли че ст -
ве b2 = 140 шт. и дли ной l3 = 1 м в ко ли че ст ве b3 = 48 шт., при -
чем от хо ды долж ны быть ми ни маль ны.
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Hi, li, bi, vi — ге о ме т ри че с кие раз ме ры упа ков ки i-й то вар -
ной по зи ции (вы со та, ши ри на, дли на, объ ем);

Xi — ко ли че ст во то ва ров i-й по зи ции;
Xi 
 0, Xi ∈ N.
На этом ос но ва нии ус ло вия, ог ра ни че ния мож но за пи сать

так:

hi xi � H — по вы со те кон тей не ра;

bi xi � B — по ши ри не кон тей не ра;

li xi � L — по дли не кон тей не ра;

vi xi � V — по по объ е му кон тей не ра,

обес пе чи ва ю щие мак си маль ную за груз ку кон тей не ра в со от -
ветствии с це ле вой функ ци ей

(hi bi li)xi � max,

тем са мым оп ре де ля ю щие оп ти маль ные це ло чис лен ные ко -
ли чества то ва ров xi

0 по каж дой по зи ции.

Кон троль ные во про сы
1. Как фор му ли ру ет ся об щая за да ча ли ней но го про грам ми рова -

ния (ОЗЛП)?
2. Ка кие за да чи ком мер че с кой де я тель но с ти мож но пред ставить

в ви де ОЗЛП?
3. Ка кие по ка за те ли хо зяй ст вен ной де я тель но с ти пред приятий

име ют ли ней ную фор му свя зи?
4. Ка кие по ка за те ли ком мер че с кой де я тель но с ти мо гут входить

в по ста нов ку за дач ли ней но го про грам ми ро ва ния?
5. При ве ди те при мер фор ма ли за ции за да чи ком мер че с кой

деятель но с ти.

Задачи
1. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель оп ти ми -

зации пла на хо зяй ст вен ной де я тель но с ти пред при я тия роз -
нич ной тор гов ли, оп ре де ли те объ ем про да жи то ва ров хj по
каж дой то варной груп пе, обес пе чи ва ю щий мак си мум при бы -
ли П при за данной ве ли чи не то ва ро обо ро та Qn с уче том сле -
ду ю щих дан ных:
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По ст ро им таб ли цу воз мож ных ва ри ан тов рас кроя 6-ме т -
ро вого бру са.

Най ти оп ти маль ное ко ли че ст во за го то вок, рас пи ли ва е мых
по каж до му ва ри ан ту, xj, обес пе чи ва ю щее ми ни мум от хо дов
в со ответ ст вии с це ле вой функ ци ей

С(x) = (0,6x2 + 0,5x3 + 0,3x4 + 0,2x5 + 0,1x6) � min 

и удов ле тво ря ю щее сле ду ю щей си с те ме ог ра ни че ний:

2.2.8. За да ча о кон тей не ре

За да ча о кон тей не ре за клю ча ет ся в оп ре де ле нии оп ти -
мальной, пол ной за груз ки кон тей не ра то ва ра ми, име ю щи ми
упа ковку раз ных раз ме ров. На при мер, обувь в ко роб ках раз -
ных ге о метри че с ких раз ме ров для лет ней, осен ней, зим ней
или ве сен ней обу ви, дет ской, жен ской, муж ской, при чем раз -
ных раз ме ров, что и оп ре де ля ет ге о ме т ри че с кие раз ме ры ко -
ро бок и со от вет ст вен но ко ро бов, вме ща ю щих по де сять пар
обу ви.

Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая по ста нов ка этой за да чи мо жет
быть пред став ле на как за да ча це ло чис лен но го про грам ми ро -
вания. В этой за да че фи гу ри ру ют сле ду ю щие по ка за те ли:

Н, В, L, V — ге о ме т ри че с кие раз ме ры кон тей не ра — вы со -
та, ши ри на, дли на и объ ем;

i — но мер из де лия, то ва ра, i = 1, m;
m — ко ли че ст во то вар ных по зи ций;

2x1 + x2 + x3 = 150,
x2 + 3x4 + 2x5 + x6 = 140,
x1 + x2 + 3x3 + 2x5 + 4x6 + 6x7 = 48,
xj 
 0;   xj ∈ N;   j = 1, 7.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

Количество бруса
по каждому варианту 

распила xj

Количество заготовок каждого размера
aij Остаток cj,

м
2,5 м 1,9 м 1 м

Х1
Х2
Х3

2
1
1

—
1
—

1
1
3

—
0,6
0,5

Х4
Х5
Х3

—
—
—

3
2
1

—
2
4

0,3
0,2
0,1

Х7 — — 6 —
b1 = 150 шт. b2 = 140 шт. b3 = 48 шт.
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Sir — пло щадь тор го вых за лов на еди ни цу то ва ро обо ро та
в на тураль ном вы ра же нии при ре а ли за ции r ви да то ва ра из j-
й груп пы;

S — про из вод ст вен ная пло щадь тор го во го пред при я тия, м2;
bl — ме сяч ный фонд вре ме ни ра бо ты про дав цов ква ли фи -

ка ции, l = 1, L, чел.-ч;
q l

jr — нор ма тив то ва ро обо ро та на груп пы про дав цов ква -
ли фи кации l при ре а ли за ции r-го ви да то ва ра из j-й груп пы
в едини цу вре ме ни;

Пjr — тор го вая при быль от про да жи еди ни цы r-го ви да то -
ва ра из j-й груп пы, руб.;

Pjr — сред няя роз нич ная це на r-го ви да то ва ра из j-й груп -
пы, руб.;

bh — ме сяч ный ли мит ста тьи h из дер жек об ра ще ния, h =
= 1, H , руб.;

q h
jr — рас хо ды по ста тье h из дер жек об ра ще ния на 1 тыс.

руб. това ро обо ро та по ре а ли за ции r-го ви да то ва ра из j-й
груп пы, руб.;

Qпл — пла но вый объ ем то ва ро обо ро та.

4. Тор го вое пред при я тие в те че ние ме ся ца осу ще ств ля ет
прода жу n товар ных групп, каж дая из ко то рых вклю ча ет r ви -
дов то вара r = 1, R. На ре а ли за цию то ва ра r-го ви да каж дой
то вар ной j-й груп пы j = 1, n за да ны верх ний qjr

max и ни жний qjr
min

пределы това ро обо ро та.
По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель, поз во ля -

ющую по лу чить оп ти маль ный ме сяч ный план про да жи x по
каж дому ви ду то ва ра xjr, обес пе чи ва ю щий при за дан ной ве -
ли чи не торго вой при бы ли Ппл мак си маль ный объ ем то ва ро -
обо ро та Q по усло ви ям за да чи 3.

5. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель ор га ни -
зации снаб же ния то ва ра ми пред при я тий роз нич ной тор го -
вой се ти в го ро де, обес пе чи ва ю щую ми ни мум за трат на транс-
порт ные рас хо ды С по за во зу то ва ров при сле ду ю щих ус ло  -
ви ях:

R — ко ли че ст во на и ме но ва ний то вар ных по зи ций;
r — но мер на и ме но ва ния то ва ра, r = 1, R;
m — ко ли че ст во роз нич ных тор го вых пред при я тий;
i — но мер роз нич но го тор го во го пред при я тия, i = 1, m;
n — ко ли че ст во оп то вых тор го вых пред при я тий;
j — но мер оп то во го тор го во го пред при я тия, j = 1, n;
Зjr — за па сы r-го то ва ра на j-м оп то вом пред при я тии;
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n — ко ли че ст во то вар ных групп;
j — но мер то вар ной груп пы, j = 1, n;
pi — сред няя роз нич ная це на еди ни цы то ва ра j-й груп пы, руб.;
Xj — объ ем про да жи j-й то вар ной груп пы, руб.;
Qпл — пла но вый объ ем то ва ро обо ро та;
Cj — уро вень из дер жек об ра ще ния, % к то ва ро обо ро ту j-й

товар ной груп пы;
λj — уро вень тор го вой скид ки, % к то ва ро обо ро ту j-й то -

вар ной груп пы;
S — по лез ная пло щадь тор го вых за лов, м2;
Sj — по лез ная пло щадь от де ла, в ко то ром про да ют ся то ва -

ры j-й то вар ной груп пы, м2;
qj

s — нор ма тив то ва ро обо ро та j-й то вар ной груп пы на 1 м2

площа ди за лов, руб./м2;
bl — ра бо чее вре мя про дав цов ква ли фи ка ции l, l = 1, L;
qj

l — нор ма тив то ва ро обо ро та по j-й то вар ной груп пе на
груп пу про дав цов ква ли фи ка ции l в еди ни цу вре ме ни, руб./ч;

bh — из держ ки об ра ще ния по ста тье h, руб.;
qi

h — пла но вый нор ма тив из дер жек об ра ще ния по ста тье h,
руб.;

h — но мер ста тьи из дер жек об ра ще ния, h = 1, H (h = 1 со -
от ветству ет за ра бот ной пла те, h = 2 — транс порт ным рас хо -
дам и т.д.);

H — ко ли че ст во ста тей из дер жек об ра ще ния;
Q j пл — пла но вый уро вень то ва ро обо ро та j-й то вар ной

груп пы.

2. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель оп ти ми -
зации пла на хо зяй ст вен ной де я тель но с ти пред при я тия роз -
нич ной тор гов ли, поз во ля ю щую оп ре де лить то ва ро обо рот по
каж дой товар ной груп пе Хj, обес пе чи ва ю щий мак си маль ный
объ ем то варо о бо ро та Q при за дан ной вeли чинe при бы ли Ппл
и ус ло ви ях зада чи 1.

3. Тор го вое пред при я тие в течение ме ся ца осу ще ств ля ет
реали за цию n то варных групп j = 1, n, каж дая из ко то рых
вклю ча ет r ви дов то ва ра r = 1, R. На ре а ли за цию то ва ров r-го
ви да каж дой товар ной j-й груп пы за да ны верх ний qjr

max и ни -
жний qjr

min пре де лы то ва ро обо ро та. Пред при я тию ус та нов лен
ме сяч ный план то ва рообо ро та Qпл (тыс. руб.).

По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель, поз во ля -
ющую по лу чить оп ти маль ный ме сяч ный план про да жи то ва -
ров Х = || xjr||, обес пе чи ва ю щий мак си маль ную при быль П
при сле дующих ус ло ви ях:
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R — ко ли че ст во на и ме но ва ний то вар ных по зи ций;
r — но мер на и ме но ва ния то ва ра, r = 1, R;
b — нор ма обес пе чен но с ти од но го че ло ве ка то ва ра ми

ви да r;
j — но мер на се лен но го пунк та, j = 1, n;
Nj — чис лен ность на се ле ния в j-м пунк те;
Nmin — ми ни маль но до пу с ти мая чис лен ность на се ле ния,

об служи ва е мая тор го вым цен т ром;
i — но мер пред при я тия роз нич ной тор гов ли, i = 1, m;
S — объ ем спро са на то ва ры все го на се ле ния ре ги о на;
tij — за тра ты вре ме ни на по езд ку из j-го пунк та до i-го

тор го вого цен т ра;
Tmax — мак си маль но до пу с ти мые за тра ты вре ме ни на по -

езд ку до тор го во го цен т ра;
xij = 1, ес ли i-й пункт при креп лен к i-му цен т ру, в про ти во -

полож ном слу чае он ра вен 0.

10. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель раз ме -
щения пред при я тий роз нич ной тор гов ли, поз во ля ю щую ми -
ни ми зиро вать транс порт ные из держ ки на до став ку то ва ров
по ус ло ви ям за да чи 9.

2.3. Ме то ды ре ше ния 
за дач ком мер че с кой де я тель но с ти

2.3.1. Гра фи че с кий ме тод

Свой ст ва ос нов ной за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния
свя за ны со свой ст ва ми вы пук лых мно жеств.

Мно же ст во то чек на зы ва ет ся вы пук лым, ес ли оно вме с те
с лю бы ми дву мя точ ка ми со дер жит и их про из воль ную вы -
пук лую ком би на цию.

Ге о ме т ри че с кий смысл это го оп ре де ле ния со сто ит в том, что
мно же ст ву вме с те с его про из воль ны ми точ ка ми пол но стью
принад ле жит и пря мо ли ней ный от ре зок, их со еди ня ю щий.
При мера ми вы пук лых мно жеств яв ля ют ся пря мо ли ней ный от -
ре зок, полуп ло с кость, круг, шар, куб, по лу про ст ран ст во и др.

Уг ло вы ми точ ка ми вы пук ло го мно же ст ва на зы ва ют ся
точ ки, не яв ля ю щи е ся вы пук лой ком би на ци ей двух про из -
воль ных то чек мно же ст ва. На при мер, уг ло вы ми точ ка ми
тре у голь ни ка яв ля ются его вер ши ны, кру га — точ ки ок руж -
но с ти, ко то рые его ог ра ничи ва ют.

Мно же ст во пла нов ос нов ной за да чи ли ней но го про грам -
миро ва ния яв ля ет ся вы пук лым (ес ли оно не пу с то). Не пу с -
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Мir — объ ем ре а ли за ции то ва ра r-го на и ме но ва ния на i-м
роз ничном пред при я тии;

Sr — спрос на се ле ния на то вар r-го ви да;
Сijr — сто и мость пе ре воз ки еди ни цы то ва ра r-го ви да из 

j-го опто во го тор го во го пред при я тия в i-e роз нич ное;
Хijr — объ ем пе ре во зок то ва ров r-го ви да из j-го оп то во го

в i-e роз нич ное тор го вое пред при я тие.

6. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель ор га ни -
зации снаб же ния то ва ра ми пред при я тий роз нич ной тор гов -
ли в горо де, поз во ля ю щую по лу чить мак си маль ный до ход по
ус ло ви ям за да чи 5.

7. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель раз ви -
тия пред при я тий роз нич ной тор гов ли се ти в ре ги о не, обес пе -
чи вающую ми ни мум за трат на по езд ку жи те лей из на се лен -
ных пунк тов в тор го вые цен т ры при сле ду ю щих ус ло ви ях:

n — чис ло на се лен ных пунк тов;
j — но мер на се лен но го пунк та, j = 1, n;
Nj — чис лен ность на се ле ния j-го пунк та;
m — ко ли че ст во тор го вых цен т ров;
i — но мер тор го во го цен т ра, i = 1, m;
Сij — за тра ты на по езд ку од но го жи те ля из пунк та j

в пункт i торго во го цен т ра;
Хij — чис лен ность на се ле ния j-го пунк та, об слу жи ва е мо го

в i-м цен т ре;
R — ко ли че ст во на и ме но ва ний то вар ных по зи ций;
b — нор ма обес пе чен но с ти од но го жи те ля то ва ром r-го ви -

да, r = 1, R;
Mir — объ ем ре а ли за ции то ва ра r в i-м тор го вом цен т ре;
Sj — спрос все го на се ле ния Nj в пунк те j на то ва ры.

8. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель раз ви тия
пред при я тий роз нич ной тор гов ли в ре ги о не, обес пе чи ва ю щую
по лу че ние мак си маль но го до хо да по ус ло ви ям за да чи 7.

9. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель раз ме -
щения пред при я тий роз нич ной тор гов ли в ре ги о не, име ю -
щем n на се лен ных пунк тов, сре ди ко то рых сле ду ет вы брать
та кие m, где бу дут рас по ло же ны тор го вые цен т ры, ко то рые
пред став ля ли бы на се ле нию со от вет ст ву ю щие r то ва ры
в объ е ме br и ас сор тимен те R, со от вет ст ву ю щие нор мам обес -
пе чен но с ти все го на се ления ре ги о на в це лом S, и при этом
сред не вз ве шен ные за тра ты вре ме ни на по езд ку Т бы ли бы
ми ни маль ны с уче том сле ду ю щих дан ных:
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4. Стро ят век тор
�
N(c1, c2), ко то рый ука зы ва ет на прав ле -

ние рос та це ле вой функ ции.
5. Стро ят на чаль ную пря мую це ле вой функ ции с1x1 + c2x2 = 0

и за тем пере дви га ют ее па рал лель но са мой се бе в на прав ле -
нии век то ра 

�
N до край ней уг ло вой точ ки мно го уголь ни ка ре -

ше ний. В ре зуль та те на хо дят точ ку, в ко то рой це ле вая функ -
ция при ни ма ет мак си маль ное зна че ние, ли бо мно же ст во то чек
с оди на ко вым мак си маль ным зна че ни ем це ле вой функ ции —
аль тер на тив ный опти мум, ес ли на чаль ная пря мая сли ва ет -
ся с од ной из сто рон много у голь ни ка ре ше ний, ли бо ус та нав -
ливают не о гра ни чен ность свер ху функ ции на мно же ст ве
пла нов (F(X) � �).

6. Оп ре де ля ют ко ор ди на ты точ ки мак си му ма функ ции
и вычис ля ют зна че ние це ле вой функ ции в этой точ ке.

Ми ни маль ное зна че ние ли ней ной функ ции це ли на хо -
дит ся пу тем пе ре дви же ния на чаль ной прямой с1х1 + с2х2 = 0
в на правле нии, про ти во по лож ном век то ру

�
N(c1, с2).

При мер 2.3. Най ди те мак си мум и ми ни мум ли ней ной функ ции

F(X) = (–2x1 + 4х2) � extr

при ус ло ви ях-ог ра ни че ни ях:

Ре ше ние. По ст ро им на пло с ко сти Х1ОХ2 ОДР (рис. 2.1). Для
это го в не ра вен ст вах си с те мы ог ра ни че ний и ус ло ви ях не от ри ца -
тель но с ти пе ре мен ных зна ки не ра венств за меним на зна ки точ ных
ра венств.

По ст ро ив пря мые си с те мы, най дем со от вет ст ву ю щие по лу пло с -
ко сти и их пе ре се че ния.

Мно го уголь ни ком ре ше ний за да чи яв ля ет ся пя ти уголь ник
АВСDЕ, ко ор ди на ты то чек ко то ро го удов ле тво ря ют ус ло вию не от -
ри ца тель но с ти пе ре мен ных и не ра вен ст вам си с те мы ог ра ни чений
за да чи.

Для на хож де ния то чек экс тре мума по ст ро им на чаль ную
прямую F(X) = –2х1 + 4х2 = 0 и век тор

�
N(–2, 4). Пе ре дви гая пря -

6x1 – 2x2 = 12, (1)
–x1 + 2x2 = 5, (2)
x1 + x2 = 1, (3)
x1 = 0, (4)
x2 = 0. (5)

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

6x1 – 2x2 � 12,
–x1 + 2x2 � 5,
x1 + x2 
 1,
x1, x2 
 0.
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тое множе ст во пла нов на зы ва ет ся мно го гран ни ком ре ше ний,
а вся кая уг ло вая точ ка мно го гран ни ка ре ше ний — вер ши ной.

Ес ли ос нов ная за да ча ли ней но го про грам ми ро ва ния име -
ет оп ти маль ный план, то це ле вая функ ция за да чи при ни ма ет
мак сималь ное зна че ние в од ной из вер шин мно го гран ни ка
ре ше ний. Ес ли мак си маль ное зна че ние до сти га ет ся бо лее
чем в од ной верши не, то це ле вая функ ция при ни ма ет его во
вся кой точ ке, яв ляющей ся вы пук лой ли ней ной ком би на ци -
ей этих вер шин.

Не пу с тое мно же ст во пла нов ос нов ной за да чи ли ней но го
програм ми ро ва ния об ра зу ет вы пук лый мно го гран ник, каж -
дая верши на ко то ро го оп ре де ля ет опор ный план. Для од но го
из опорных пла нов (т.е. в од ной из вер шин мно го гран ни ка
ре ше ний) зна че ние це ле вой функ ции яв ля ет ся мак си маль -
ным (при ус ловии, что функ ция ог ра ни че на свер ху на мно -
же ст ве пла нов).

Вер ши ну мно го гран ни ка ре ше ний, в ко то рой це ле вая
функция при ни ма ет мак си маль ное зна че ние, мож но най ти
до ста точно про сто, ес ли за да ча в стан дарт ной фор ме со дер -
жит не бо лее двух пе ре мен ных:

F(X) = (с1x1 + c2x2) � max

при ус ло ви ях

Пе ре се че ние по лу пло с ко с тей, оп ре де ля е мое си с те мой ли -
нейных не ра венств, на зы ва ет ся об ла с тью ре ше ний (ОР) си с -
те мы, а ес ли она удов ле тво ря ет ус ло ви ям не от ри ца тель но с ти
хj 
 0, то назы ва ет ся об ла с тью до пу с ти мых ре ше ний (ОДР).

Ес ли си с те ма не ра венств сов ме ст на, то об ла с тью до пу с ти -
мых ре ше ний за да чи яв ля ет ся вы пук лое мно же ст во, ко то рое
на зы вает ся мно го уголь ни ком ре ше ний. Сто ро ны это го мно -
го уголь ни ка ле жат на пря мых, урав не ния ко то рых по лу ча -
ют ся из ис ход ной си с те мы ог ра ни че ний за ме ной зна ков не -
ра венств на зна ки точных ра венств.

Ре ше ние за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния ге о ме т ри -
ческим ме то дом вклю ча ет сле ду ю щие эта пы.

1. На пло с ко сти Х1OХ2 стро ят пря мые, урав не ния ко то -
рых полу ча ют ся в ре зуль та те за ме ны в ог ра ни че ни ях зна ков
не ра венств на зна ки точ ных ра венств.

2. На хо дят по лу пло с ко с ти, оп ре де ля е мые каж дым из ог -
ра ниче ний за да чи.

3. Стро ят область допустимых ре ше ний (ОДР).

ai1x1 + ai2x2 � b1,   i = 1, k,
xj 
 0,   j = 1, 2.

⎧
⎨
⎩
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За пи шем мно же ст во оп ти маль ных ре ше ний как ли ней ную вы -
пук лую ком би на цию уг лов то чек от рез ка ВС.

x1
* = α · x1

(C) + (1 – α) ·  x1
(B);

x2
* = α · x2

(C) + (1 – α) ·  x2
(B),

где 0 � α � 1.
Под ста вив ко ор ди на ты уг ло вых то чек, по лу чим:

x1
* = α · 3,4 + (1 – α) ·  0 = 3,4α;

x2
* = α · 4,2 + (1 – α) ·  2,5 = 2,5 + 1,7α.

Тог да X* = {3,4α; 2,5 + 1,7α}, где 0 � α � 1.
Под став ляя лю бые зна че ния α от 0 до 1, по лу чим ко ор ди на ты

мно же ст ва то чек от рез ка ВС, в каж дой из ко то рых це ле вая функция
при ни ма ет мак си маль ное зна че ние, рав ное 10.

Для на хож де ния ми ни маль но го зна че ния це ле вой функ ции за -
да чи пе ре ме ща ем на чаль ную пря мую в на прав ле нии, про ти во по -
лож ном век то ру 

�
N(c1, c2). На чаль ная пря мая зай мет по ло же ние

опор ной пря мой в вер ши не D, где х1 = 2, х2 = 0, а ми ни маль ное зна -
че ние це ле вой функ ции рав но:

Fmin(X) = –2 · 2 + 4 · 0 = –4.

При мер 2.4. Ге о ме т ри че с кий ме тод ре ше ния за да чи ли ней но го
про грам ми ро ва ния рас смо т рим на при ме ре по став лен ной за да чи
и по ст ро ен ной мо де ли ком мер че с кой де я тель но с ти пред при я тия,
пред став лен ной в п. 2.2.1. Так как мо дель име ет толь ко две пе -
ремен ные, то дан ную за да чу мож но ре шить ге о ме т ри че с ким мето -
дом.

По ст ро им на пло с ко сти Х1ОХ2 (рис. 2.2) мно го уголь ник до пу с -
ти мых ре ше ний за да чи. Для это го в не ра вен ст вах си с те мы огра ни -
че ний зна ки не ра венств за ме ним на зна ки точ ных ра венств

F(X) = 2xн + 3хв;   F(X) = 2xн + 3хв = 0.

По ст ро ив по лу чен ные ог ра ни чи ва ю щие пря мые, най дем со от -
вет ст ву ю щие по лу пло с ко с ти до пу с ти мых зна че ний пе ре мен ных,
а за тем их пе ре се че ние (рис. 2.2).

На прав ле ние стре лок от каж дой гра нич ной пря мой оп ре де ляет -
ся пу тем не по сред ст вен ной под ста нов ки в не ра вен ст во ко орди нат
про из воль но взя той точ ки, на при мер (0; 0), и при удов летво ре нии

�

0,5xн + xв = 3, (1)
xн + 0,5xв = 4, (2)
xв – xн = 1,5, (3)
xв = 2, (4)
xн = 0,25, (5)
xв = 0,5, (6)

⎧
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0,5xн + xв � 3, (1)
xн + 0,5xв � 4, (2)
xв – xн � 1,5, (3)
xв � 2, (4)
xн 
 0,25, (5)
xв 
 0,5, (6)
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мую F(X) = 0 в на прав ле нии век то ра
�
N, най дем точ ку С, в ко то рой

началь ная пря мая при ни ма ет по ло же ние опор ной пря мой. Сле дова -
тель но, в точ ке С це ле вая функ ция име ет мак си маль ное зна чение.
Так как точ ка С по лу че на в ре зуль та те пе ре се че ния пря мых 1 и 2,
то ее ко ор ди на ты удов ле тво ря ют урав не ни ям этих пря мых:

Ре шив си с те му урав не ний, по лу чим: х1 = 3,4; x2 = 4,2; отку да
най дем мак си маль ное зна че ние це ле вой функ ции Fmax(X) =
= –2 · 3,4 + 4 · 4,2 = 10.

По ус ло вию за да чи на чаль ная пря мая па рал лель на пря мой (2),
так как ко эф фи ци ен ты при пе ре мен ных x1, x2 про пор цио наль ны:
–2/–1 = 4/2 = 2. Сле до ва тель но, на чаль ная пря мая зай мет по ло же -
ние опор ной пря мой в точ ках В, С и в лю бой точ ке отрез ка ВС, в ко -
то рых F(X) при ни ма ет од но и то же мак си маль ное зна че ние (аль -
тер на тив ный оп ти мум). Для оп ре де ле ния ко ор динат точ ки
В ре шим си с те му двух ли ней ных урав не ний:

�

Мак си маль ное зна че ние це ле вой функ ции в точ ке В

F(X) = –2 · 0 + 4 · 2,5 = 10.

x1 = 0,
x2 = 2,5.

⎧
⎨
⎩

–x1 + 2x2 = 5,
x1 = 0

⎧
⎨
⎩

6x1 – 2x2 = 12,
–x1 + 2x2 = 5.

⎧
⎨
⎩
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Мак си маль ное зна че ние це ле вой функ ции

Fmax(X) = 2xн + 3хв = 2 · 3 + 3 · 1 = 10 (тыс. руб.).

Це ле вая функ ция 2хн + 3хв = 10 пе ре се ка ет ось хв в точ ке хв =

3 , а ось хн — в точ ке хн = 5 .

Та ким об ра зом, су точ ный объ ем про из вод ст ва кра с ки для на -

руж ных ра бот дол жен быть ра вен 3 т, а для вну т рен них ра бот —

1 т. До ход про да жи в этом слу чае бу дет мак си маль ным и со ставит

10 тыс. руб.

Ес ли бы зна че ния це ле вой функ ции на кон цах от рез ка DЕ
сов па да ли, то все его точ ки оп ре де ли ли бы мно же ст во аль -
тер натив ных оп ти маль ных ре ше ний.

Спра вед ли во пред по ло жить, что по лу чен ное ста ти че с кое
реше ние ус та ре ет еще до мо мен та его ре а ли за ции, по это му
сле ду ет пре ду с мо т реть ди на ми че с кий ха рак тер ус ло вий про -
из вод ст ва и про да жи кра сок. На при мер, важ но знать, как по -
вли я ют на оп тималь ное ре ше ние уве ли че ние или умень ше -
ние спро са, из ме нение ры ноч ных цен или за па сов сы рья.
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–
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дан но го не ра вен ст ва на прав ля ем стрел ки в сто ро ну кон троль ной
точ ки, в про тив ном слу чае — на обо рот.

По лу чен ная об ласть ре ше ний есть мно го уголь ник ABCDEF. Уг -
ло вые точ ки мно го уголь ни ка ре ше ний име ют сле ду ю щие ко орди на -

ты: А (0,25; 0,5), В (0,25; 1,75), С (0,5; 2), D (2; 2), E (3 ; 1 ), F (3,75;

0,5).
Для на хож де ния экстремальных значений це ле вой функ ции

стро им на чаль ную пря мую и век тор-гра ди ент
�
N (2; 3) (рис. 2.3).

Ко ор ди на та ми век то ра  
�
N яв ля ют ся ко эф фи ци ен ты ли ней ной

целе вой функ ции при пе ре мен ных хн и хв. Для по ст ро е ния гра фи ка
це ле вой функ ции за да ем про из воль ное зна че ние F(X). Ес ли F(X) =
0, то пря мая про хо дит че рез на ча ло ко ор ди нат. Для ее постро е ния,
по ла гая хн = 1, по лу чим хв = –2/3, а при хв = 1 по лу чим х = –3/2
(рис. 2.3). По ла гая F(X) = 6, та ким же об ра зом по ст роим ли нию це -
ле вой функ ции.

За тем для хн = 0,25 и хв = 0,5 оп ре де ля ем ми ни маль ное зна чение
Fmin(X) = 2 · 0,25 + 3 · 0,5 = 2. Та ким об ра зом по ст ро им на графи ке
ряд па рал лель ных пря мых (см. рис. 2.3), где век тор-гра ди ент  

�
N (2; 3)

по ка зы ва ет на прав ле ние рос та це ле вой функ ции.
Мак си маль ное зна че ние F(X) бу дет в точ ке Е. Так как точ ка Е по -

лу че на в ре зуль та те пе ре се че ния пря мых (1) и (2), то для оп реде ле -
ния ее ко ор ди нат ре шим си с те му урав не ний

� x*
н = 3 ;   x*

в = 1 .⎧
⎨
⎩

0,5xн + xв = 3,
xн + 0,5xв = 4
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–
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–
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F(X) = 3x1 – 1,5x2 � extr. F(X) = 4x1 + 4x2 � extr.

5. Фир ма про из во дит для ав то мо би лей за пас ные ча с ти ти -
па А и В. Фонд ра бо че го вре ме ни со став ля ет 5000 чел.-ч в не де-
лю. Для про из вод ст ва од ной де та ли ти па А тре бу ет ся 1 чел.-ч,
а для произ вод ст ва од ной де та ли ти па В — 2 чел.-ч. Про из -
вод ст вен ная мощ ность поз во ля ет вы пу с кать мак си мум 2500 де-
та лей ти па А и 2000 де та лей ти па В в не де лю. Для про из вод -
ст ва де та лей ти па А ухо дит 2 кг по ли мер но го ма те ри а ла и 5 кг
ли с то во го ма те ри а ла, а для про из вод ст ва од ной де та ли ти -
па В — 4 кг по ли мер но го ма тери а ла и 4 кг ли с то во го ме тал ла.
Еже не дель ные за па сы каж до го ма те ри а ла — со от вет ст вен но
10 и 12 т. Об щее чис ло про из во димых де та лей в те че ние од -
ной не де ли долж но со став лять не ме нее 1500 штук.

Оп ре де ли те, сколь ко де та лей каж до го ви да сле ду ет про -
из водить, что бы обес пе чить мак си маль ный до ход от про да -
жи за не делю, ес ли до ход от про даж од ной де та ли ти па А
и В со став ля ет соот вет ст вен но 110 и 150 pyб.

6. Ту ри с ти че с кая фир ма в лет ний се зон об слу жи ва ет
в среднем 7500 ту ри с тов в ме сяц и рас по ла га ет фло ти ли ей из
двух ти пов су дов, ха рак те ри с ти ки ко то рых пред став ле ны
в таб ли це.

В ме сяц вы де ля ет ся 60 000 т го рю че го. По треб ность в ра -
бо чей си ле не пре вы ша ет 600 че ло век.

Оп ре де ли те ко ли че ст во су дов I и II ти па, что бы обес пе -
чить мак си маль ный до ход, ко то рый со став ля ет от экс плу а та -
ции су дов I ти па 20 млн руб., а II ти па — 10 млн руб. в ме сяц.

7. Фир ма про из во дит и про да ет сто лы и шка фы из дре ве -
си ны хвой ных и ли ст вен ных по род. Рас ход каж до го ви да
в ку бо ме т рах на каж дое из де лие за дан в таб ли це.

Показатели
Судно

I II

Пассажировместимость, чел. 2000 1000

Горючее, т 1200 7000

Экипаж, чел. 125 100

x1 + x2 � 4,
7x1 + x2 
 7,
x1 + 5x2 
 10,
3x1 + x2 � 15,
x1 
 0, x2 
 0.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

4б.

2x1 – x2 
 –4,
3x1 + x2 
 3,
x1 – 2x2 � 5,
6x1 + 5x2 � 30,
x1 
 0, x2 
 0.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

4a.
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По это му не об хо ди мо прове с ти ана лиз мо де ли на чув ст ви -
тель ность, оп ре де лить зо ны устой чи во го функ ци о ни ро ва ния
пред при я тия на рын ке сбы та про дук ции, что и рас смо т ре но
ни же в п. 2.7.

Кон троль ные во про сы
1. Ка кие за да чи ре ша ют ся гра фи че с ким ме то дом?
2. Что по ка зы ва ет на прав ле ние век то ра-гра ди ен та 

�
N и в каких

точ ках об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний на хо дят ся мак си мум и ми ни -
мум це ле вой функ ции?

3. В ка ком слу чае оп ти маль ный план не яв ля ет ся един ст вен -
ным?

Задачи
По ст рой те на пло с ко сти об ласть до пу с ти мых ре ше ний си -

с темы ли ней ных не ра венств и най ди те мак си маль ное и ми -
ни мальное зна че ния ли ней ной функ ции це ли:

F(X) = 6x1 – 4x2 � extr. F(X) = 14x1 + 6x2 � extr.

F(X) = –14x1 + 2x2 � extr. F(X) = –2x1 + 2x2 � extr.

F(X) = –2x1 + 6x2 � extr. F(X) = –3x1 + 6x2 � extr.

4x1 + 3x2 � 24,
x1 – x2 
 –3,
3x1 – 5x2 � 6,
0 � x1 � 3,
x2 
 0.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

3б.

4x1 + x2 
 4,
4x1 – x2 
 –6,
x1 – 4x2 � 8,
3x1 + 4x2 � 24,
x1 
 0, x2 
 0.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

3a.

4x1 + 3x2 � 24,
x1 – x2 
 –3,
3x1 – 5x2 � 6,
0 � x1 � 3,
x2 
 0.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2б.

–x1 + x2 
 –3,
7x1 – x2 
 0,
3x1 + 2x2 
 6,
5x1 + x2 � 15,
x1 
 0, x2 
 0.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2a.

1б.1a.

7x1 + 3x2 � 21,
x1 – x2 � 0,
5x1 + 2x2 
 5,
x1 � 1,
x1 
 0,
x2 
 0.

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

–x1 + 5x2 
 0,
x1 + 2x2 � 14,
6x1 � 36,
2x1 + 2x2 
 4,
–3x1 + 2x2 � 6,
x1 
 0, x2 
 0.

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩
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10. Из да тель ский дом «Ге о центр-Ме диа» из да ет два жур -
на ла: «Ав то ме ха ник» и «Ин ст ру мент», ко то рые пе ча та ют -
ся в трех ти погра фи ях: «Ал маз-Пресс», «Ка ре лия-Принт»
и Hansaprint (Финлян дия), где об щее ко ли че ст во ча сов, от -
ве ден ное для пе ча ти, и про из во ди тель ность пе ча ти од ной ты -
ся чи эк земп ля ров ог ра ниче ны и пред став ле ны в сле ду ю щей
таб ли це.

Спрос на жур нал «Ав то ме ха ник» со став ля ет 12 тыс. эк -
земп ляров, а на жур нал «Ин ст ру мент» — не бо лее 7,5 тыс. эк -
земп ля ров в ме сяц.

Оп ре де ли те оп ти маль ные ко ли че ст ва из да ва е мых жур на -
лов, ко то рые обес пе чат мак си маль ную вы руч ку от про да жи.

11. Фир ма ре ши ла от крыть на ос но ве тех но ло гии про из -
водства чеш ско го стек ла, фар фо ра и хру с та ля ли нию по из го -
тов ле нию ваз и гра фи нов и их де ко ри ро ва нию. За тра ты сы рья
на про из водство этой про дук ции пред став ле ны в таб ли це.

Оп ре де ли те оп ти маль ный объ ем вы пу с ка про дук ции,
обес печи ва ю щий мак си маль ный до ход от про даж, ес ли спрос
на ва зы не пре вы ша ет 800 шт. в не де лю.

12. Фир ма про из во дит одеж ду для охот ни ков, ту ри с тов
и охран ных струк тур. До пол ни тель но фир ма ре ши ла из го -
тав ли вать шап ки и под стеж ки из на ту раль но го ме ха. За тра ты
на про из водство этих из де лий и за па сы сы рья пред став ле ны
в таб ли це. Спрос на шап ки со став ля ет не бо лее 300 шт. в ме -
сяц, а под сте жек — не бо лее 400 шт. в ме сяц.

Сырье
Расход сырья 

на производство
Поставки

сырья
в неделю, кгваза графин

Кобальт 20 15 30

Сусальное 24-каратное золото 20 10 25

Оптовая цена, руб./шт. 700 500

Типография
Время печати 

одной тысячи экземпляров
Ресурс времени,

отведенный 
типографией, ч«Автомеханик» «Инструмент»

Алмаз-Пресс 2 14 112

Карелия-Принт 4 6 70

Hansaprint 6 4 80

Оптовая цена, руб./шт. 16 12
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Оп ре де ли те оп ти маль ное ко ли че ст во сто лов и шка фов,
ко торое сле ду ет по став лять на про да жу для по лу че ния мак -
си маль но го до хо да фир мы.

8. С Кур ско го вок за ла Моск вы еже днев но от прав ля ют ся
скорые и пас са жир ские по ез да. Пас са жи ров ме с ти мость и ко -
ли чество ва го нов же лез но до рож но го де по стан ции от прав ле -
ния ука заны в таб ли це.

Оп ре де ли те оп ти маль ное ко ли че ст во пас са жир ских
и ско рых по ез дов, обес пе чи ва ю щих мак си маль ное ко ли че ст -
во еже днев но от прав ля е мых пас са жи ров с вок за ла.

9. Ма лое пред при я тие арен до ва ло ми ни-пе кар ню для
про извод ст ва че бу ре ков и бе ля шей. Мощ ность пе кар ни поз -
во ля ет выпу с кать в день не бо лее 50 кг про дук ции. Еже днев -
ный спрос на че бу ре ки не пре вы ша ет 260 шт., а на бе ля ши —
240 шт. Су точ ные за па сы те с та и мя са и рас хо ды на про из -
вод ст во каж дой еди ни цы про дук ции при ве де ны в таб ли це.

Оп ре де лить оп ти маль ный план еже днев но го про из вод ст -
ва че бу ре ков и бе ля шей, обес пе чи ва ю щих мак си маль ную вы -
руч ку от про да жи.

Расход на производство, кг/шт. Суточные запасы
сырья, кгчебурека беляша

Мясо 0,035 0,06 21

Тесто 0,065 0,03 22

Цена, руб./шт. 5 4,8

Тип вагона Багаж-
ный

Почто-
вый

Жест-
кий

Купей-
ный

Мяг-
кий

Количество
вагонов в поезде

скорый 1 1 8 4 1

пассажирский 1 0 5 6 3

Пассажировместимость, чел. 58 40 32

Парк вагонов 14 8 90 80 30

Расход древесины, м3
Цена изделия,

тыс. руб.хвойные лиственные

Стол 0,15 0,2 0,8

Шкаф 0,3 0,1 1,5

Запасы древесины, м3 80 40

84



Оп ре де ли те оп ти маль ный объ ем вы пу с ка шо ко ла да, обес -
печи ва ю щий мак си маль ную вы руч ку от про да жи.

2.3.2. Ал ге б ра и че с кий симп лекс ный ме тод

Для ре ше ния за дач ли ней но го про грам ми ро ва ния пред  ло -
жено не ма ло раз лич ных ал го рит мов. На и бо лее эф фек тив ным
сре ди них яв ля ет ся ал го ритм, из ве ст ный под на зва ни ем сим п-
лекс ный ме тод, или ме тод по сле до ва тель но го улуч ше ния пла на.

Впер вые симп лекс ный ме тод был пред ло жен аме ри кан ским
уче ным Дж. Дан цин гом в 1949 г., од на ко еще в 1939 г. идеи ме-
то  да бы ли раз ра бо та ны рос сий ским ма те ма ти ком Л. В. Кан -
то  ро ви чем.

Симп лекс ный ме тод — это ите ра тив ный про цесс на прав -
ленно го ре ше ния си с те мы урав не ний по ша гам, ко то рый на -
чи на ется с опор но го ре ше ния и в по ис ках луч ше го ва ри ан та
дви жет ся по уг ло вым точ кам об ла с ти до пу с ти мо го ре ше ния,
улуч ша ю щим зна че ние це ле вой функ ции до тех пор, по ка це -
ле вая функ ция не до стиг нет оп ти маль но го зна че ния.

До пу с ти мое мно же ст во ба зис ных ре ше ний си с те мы ли -
нейных урав не ний об ра зу ет в объ е ме мно го гран ное те ло, на -
при мер те т ра эдр, вер ши ны ко то ро го — уг ло вые точ ки.

Каж дой уг ло вой точ ке мно го гран ни ка ре ше ний со от вет -
ст ву ет опор ный план (до пу с ти мое ба зис ное ре ше ние).

Ко ли че ст во пе ре би ра е мых до пу с ти мых ба зис ных ре ше -
ний мож но со кра тить и про во дить не бес по ря доч ный пе ре -
бор, а после до ва тель ный по спе ци аль но му ал го рит му, улуч -
шая зна че ние це ле вой функ ции.

В тех слу ча ях, ког да мо дель со дер жит m урав не ний, для
постро е ния опор ных ре ше ний ис поль зу ют ся m пе ре мен ных,
при нима ю щих не ко то рые по ло жи тель ные зна че ния при ну -
ле вых значе ни ях ос таль ных сво бод ных пе ре мен ных. Вы чис -
ли тель ная про це ду ра мо жет быть пред став ле на в ви де сле ду -
ю щей по сле дова тель но с ти.

Номер цеха

Время на производство
1 г шоколада, ч

Время, 
отведенное
цехами под

производство,
ч/мес

«Лунная
начинка»

«Малиновый 
дождик»

I 1 7 56

II 2 3 36

III 3 2 42

Оптовая цена, руб./т 80 60
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Оп ре де ли те объ е мы про из вод ст ва этих из де лий, обес пе -
чи вающие мак си маль ный до ход от про да жи.

13. Ком мер че с кие рас че ты, про ве ден ные сту ден та ми в де -
ревне, при ве ли к бо лее вы год но му ис поль зо ва нию яб лок
и груш путем их за суш ки и по сле ду ю щей про да жи зи мой
в ви де сме си сухо ф рук тов, ва ри ан ты ко то рых пред став ле ны
в таб ли це.

Изу че ние спро са в ма га зи не «Ви шен ка» по ка за ло, что
в неде лю про да ва лось 28 упа ко вок сме си 1 и 56 упа ко вок сме -
си 2. Из 1 кг пло дов по лу ча ет ся 200 г су ше ных яб лок,
а груш — 250 г.

Оп ре де ли те оп ти маль ное ко ли че ст во упа ко вок су хо фрук -
тов по 1 кг сме сей пер во го и вто ро го ви да, ко то рое не об хо ди -
мо за готав ли вать в де рев не еже днев но для обес пе че ния мак -
си маль но го до хо да от про да жи в день.

14. Кон ди тер ская фа б ри ка в По кро ве ос во и ла вы пуск но -
вых ви дов шо ко ла да «Лун ная на чин ка» и «Ма ли но вый дож -
дик», спрос на ко то рые со став ля ет со от вет ст вен но не бо лее
12 и 7 т в ме сяц. По при чи не за ня то с ти трех це хов вы пу с ком
тра ди ци онных ви дов шо ко ла да каж дый цех мо жет вы де лить
толь ко ог ра ничен ный ре сурс вре ме ни в ме сяц. В си лу спе ци -
фи ки тех но ло ги ческо го обо ру до ва ния за тра ты вре ме ни на
про из вод ст во шо ко ла да раз ные, дан ные пред став ле ны в таб -
ли це.

Плоды
Вес 1 кг в составе 

сухофруктов Сбор плодов,
кг/день

смесь 1 смесь 2

Анис (яблоки) 0,25 0,25 15

Штрейфлинг (яблоки) 0,75 0,25 25

Груши 0 0,5 16

Оптовая цена, руб./шт. 40,0 30,0

Сырье
Расход сырья на производство,

дм Средний  запас
в месяц,  дм

шапки подстежки

Мех 22 140 61 600

Ткань 1,5 30 15 000

Оптовая цена, руб./шт. 400 800
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са ми bi > 0 (i = 1, m). Из ве ст ны рас хо ды ре сур сов каж до го 
i-го ви да на реали за цию еди ни цы то ва ра по каж дой груп пе,
пред став лен ной в ви де ма т ри цы А = (aij), и при быль cj, по лу -
ча е мая пред при я ти ем от ре а ли за ции еди ни цы то ва ра j-й
груп пы. Не об хо ди мо оп ре де лить объ ем и струк ту ру то ва ро -
обо ро та xj (j = 1, n), при кото рых при быль ком мер че с ко го
пред при я тия бы ла бы мак си мальной.

Ма те ма ти че с кую мо дель за да чи за пи шем сле ду ю щим об -
разом.

Оп ре де лить век тор X = (х1, x2, ..., xn), ко то рый удов ле тво -
ря ет ог ра ни че ни ям ви да

и обес пе чи ва ет мак си маль ное зна че ние це ле вой функ ции

F(X) = cj xj � max.

Ал го ритм симп лекс но го ме то да вклю ча ет сле ду ю щие эта пы.
1. Со став ле ние пер во го опор но го пла на. Си с те ма ог ра ни че -

ний за да чи, ре ша е мой симп лекс ным ме то дом, за да на в ви де
си с те мы не ра венств смыс ла «�», пра вые ча с ти ко то рых bi 
 0.
Пе рей дем от си с те мы не ра венств к си с те ме урав не ний пу тем
вве де ния не от рица тель ных пе ре мен ных. Век то ры-столб цы
при этих до пол нитель ных ба лан со вых пе ре мен ных пред став -
ля ют со бой еди нич ные век то ры и об ра зу ют ба зис, а со от вет -
ст ву ю щие им пе ре мен ные на зы ва ют ся ба зис ны ми:

aij xj + xn+i = bi,   i = 1, m,

где xn+i — до пол ни тель ные пе ре мен ные, i = 1, m; xj — сво бод -
ные пе ре мен ные,  j = 1, n.

Ре шим эту си с те му от но си тель но до пол ни тель ных пе ре -
мен ных

xn+i = bi – aij xj,   i = 1, m,

а функ цию це ли пе ре пи шем в ви де урав не ния

F(X) = 0 – – cj xj .

Сле ду ет за ме тить, что опор ным ре ше ни ем на зы ва ет ся ба -
зисное не от ри ца тель ное ре ше ние, а сво бод ные рав ны ну лю.

⎧
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Ите ра тив ный пе ре ход от од но го до пу с ти мо го ба зис но го
реше ния про во дит ся на прав лен но от од ной вер ши ны об ла с -
ти до пусти мых ре ше ний к дру гой, за клю ча ет ся в об ме не (за -
ме ще нии) ба зис ных и сво бод ных пе ре мен ных: ба зис ная пе -
ре мен ная прирав ни ва ет ся к ну лю и пе ре хо дит в сво бод ную,
а со от вет ст вен но сво бод ная пе ре мен ная пе ре во дит ся на ме с -
то ба зис ной. Ес ли в столб це сво бод ных чле нов все эле мен ты
по ло жи тель ны, то ре шение яв ля ет ся до пу с ти мым. Ес ли в стро-
ке це ле вой функ ции все эле мен ты не от ри ца тель ные, то ре ше-
ние яв ля ет ся оп ти маль ным при ре ше нии за да чи на мак си мум.

В со от вет ст вии с симп лекс ным ме то дом на пер вом ша ге
на ходят на чаль ное опор ное ре ше ние — до пу с ти мый ва ри ант,
удов летво ря ю щий всем ог ра ни че ни ям. За тем по сле до ва тель -
но за оп реде лен ное чис ло ите ра ций на прав лен но осу ще ств ля-
ет ся пе ре ход от од но го опор но го ре ше ния к дру го му вплоть
до оп ти маль но го. Сле ду ет за ме тить, что на пер вом ша ге в ка -
че ст ве ба зис ных пе ремен ных сле ду ет вы брать та кие m пе ре -
мен ные, каж дая из ко то рых вхо дит толь ко один раз в од но из
т урав не ний си с те мы, при этом нет та ких урав не ний си с те -
мы, в ко то рые не вхо дит ни од на из этих пе ре мен ных. При
этом ес ли вы бран ные пе ре мен ные име ют те же зна ки, что
и со от вет ст ву ю щие им сво бод ные чле ны в правых ча с тях,
то по лу чен ное ба зис ное ре ше ние бу дет до пу с ти мым. В про -
цес се ре ше ния си с те мы ли ней ных урав не ний не об хо ди мо
ори ен ти ро вать ся на со хра не ние не от ри ца тель но с ти всех пе -
ремен ных, по сколь ку это оп ре де ля ет до пу с ти мость ре ше ния.

Для ис поль зо ва ния рас смо т рен но го ал го рит ма симп лекс -
но го ме то да к ми ни ми за ции линей ной фор мы свя зи F(X)
сле ду ет искать мак си мум функ ции F1(X) = –F(X), а за тем по -
лу чен ное ре шение взять с об рат ным зна ком.

Пред ло жен ный ал го ритм при во дит к оп ти маль но му ре -
ше нию для лю бой мо де ли ли ней но го про грам ми ро ва ния за
ко неч ное чис ло ите ра ций, ес ли си с те ма ли ней ных урав не ний
за да чи совме ст на.

Симп лекс ный ме тод ос но ван на по сле до ва тель ном пе ре -
хо де от од но го ба зис но го ре ше ния (опор но го пла на) за да чи
ли ней ного про грам ми ро ва ния к дру го му опор но му пла ну,
при этом зна чение це ле вой функ ции из ме ня ет ся в луч шую
сто ро ну. Рас смо т рим ал го ритм симп лекс но го ме то да на при -
ме ре ре ше ния за да чи плани ро ва ния то ва ро обо ро та пред при -
я тия тор гов ли.

Ком мер че с кое пред при я тие ре а ли зу ет n то вар ных групп,
распо ла гая т огра ни чен ны ми ма те ри аль но-де неж ны ми ре сур -
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ва ем ну ли. Ос таль ные но вые эле мен ты но во го пла на на хо -
дят ся по мне мо ни че с ко му пра ви лу пря мо уголь ни ка:

НЭ = СТЭ – ,

где СТЭ — эле мент ста ро го пла на; РЭ — раз ре ша ю щий эле -
мент; А и В — эле мен ты ста ро го пла на, об ра зу ю щие пря мо -
уголь ник с эле мента ми СТЭ и РЭ.

Да лее воз вра ща ем ся ко вто ро му эта пу ал го рит ма — про -
вер ке пла на на оп ти маль ность.

При ре ше нии за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния на ми  -
нимум це ле вой функ ции при зна ком оп ти маль но с ти пла на
яв ля ются от ри ца тель ные зна че ния всех ко эф фи ци ен тов ин -
декс ной строки симп лекс ной таб ли цы.

Ес ли в ве ду щем столб це все ко эф фи ци ен ты аij � 0, то
функ ция цели F(X) не ог ра ни че на на мно же ст ве до пу с ти мых
пла нов, т.е. F(X) � � и за да ча не име ет ре ше ния.

Ес ли в столб це θi симп лекс ной таб ли цы со дер жат ся два
или не сколь ко оди на ко вых на и мень ших зна че ний, то но вый
опорный план бу дет вы рож ден ным (од на или не сколь ко ба -
зис ных пере мен ных ста нут рав ны ми ну лю). Вы рож ден ные
пла ны мо гут при ве с ти к за цик ли ва нию, т.е. к мно го крат но му
по вто ре нию про цес са вы чис ле ний, не поз во ля ю ще му по лу -
чить оп ти маль ный план. В та ких слу ча ях для вы бо ра ве ду -
щей стро ки ис поль зу ют метод Кре ко, ко то рый за клю ча ет ся
в сле ду ю щем. Эле мен ты строк, име ю щие оди на ко вые на и -
мень шие зна че ния θi, де лят ся на предпо ла га е мые раз ре ша ю -
щие эле мен ты, а ре зуль та ты за но сят ся в допол ни тель ные
стро ки. За ве ду щую стро ку вы би ра ет ся та, в ко торой рань ше
встре тит ся на и мень шее ча ст ное при чте нии таб ли цы сле ва
на пра во по столб цам. На при мер, таб ли ца, со дер жа щая три
рав ных зна че ния θi = 2, име ет сле ду ю щий вид:

До пу с тим, раз ре ша ю щим столб цом яв ля ет ся х7, тог да раз -
реша ю щим эле мен том мо жет быть 2, 4 или 5. Сле дуя ука зан -
но му пра ви лу, по лу чим таб ли цу:

План Базисные
переменные

Значения
базисных

переменных
х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 θi

I х4 4 2 3 6 1 0 0 2 4/2  = 2
х5 8 4 8 1 0 1 0 4 8/4  = 2
х6 10 5 12 –1 1 0 1 5 10/5  = 2

А · В
———
РЭ
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По ла гая, что ос нов ные пе ре мен ные х1 = х2 = х3 = ...  =
= х – n = 0, полу чим до пу с ти мое ба зисное ре ше ние — опор ный
план X1 = (0, 0, ..., 0, b1, b2, ..., bm); F(X1) = 0, ко то рый за но сим
в симп лекс ную таблицу. Она со сто ит из ко эф фи ци ен тов си -
с те мы ог ра ни че ний и сво бод ных чле нов. По след няя стро ка
таб ли цы на зы ва ет ся индекс ной и за пол ня ет ся ко эф фи -
циен та ми функ ции це ли, взя ты ми с про ти во по лож ным
знаком.

2. Про вер ка пла на на оп ти маль ность. Ес ли зна че ния ба зис -
ных пе ре мен ных не от ри ца тель ны, то ре ше ние яв ля ет ся до пу -
с ти мым. Ес ли все ко эф фи ци ен ты ин декс ной стро ки симп лекс-
ной таб лицы при ре ше нии за да чи на мак си мум не от ри ца тель ны
(
 0), то план яв ля ет ся оп ти маль ным. Ес ли най дет ся хо тя бы
один ко эффи ци ент ин декс ной стро ки мень ше ну ля, то план
не оп ти мальный, и его не об хо ди мо улуч шить.

3. Оп ре де ле ние ве ду щих столб ца и стро ки. Из от ри ца тель -
ных ко эф фи ци ен тов ин декс ной стро ки вы би ра ем на и боль -
ший по абсо лют ной ве ли чи не, что и оп ре де ля ет ве ду щий
стол бец, ко то рый по ка зы ва ет, ка кая пе ре мен ная на сле ду ю -
щей ите ра ции пе рей дет из сво бод ных в ба зис ные.

За тем эле мен ты столб ца сво бод ных чле нов симп лекс ной
табли цы де лим на эле мен ты то го же зна ка (+/+; –/–) ве ду ще-
го столбца. Ре зуль та ты за но сим в от дель ный стол бец θi, они
долж ны быть все гда по ло жи тель ны. Стро ка симп лекс ной таб-
ли цы, со ответ ст ву ю щая ми ни маль но му зна че нию θi, яв ля ет ся
ве ду щей. Она и оп ре де ля ет пе ре мен ную хi, ко то рая на сле ду -
ю щей ите ра ции вый дет из ба зи са и ста нет сво бод ной (об мен).

Эле мент симп лекс ной таб ли цы, на хо дя щий ся на пе ре се -
чении ве ду щих столб ца и стро ки, на зы ва ют раз ре ша ю щим
и вы деля ют, на при мер, круж ком.

4. По ст ро е ние но во го опор но го пла на. Пе ре ход к но во му
пла ну осу ще ств ля ет ся в ре зуль та те пе ре сче та симп лекс ной
таб ли цы мето дом Жор да на — Га ус са. Сна ча ла за ме ним пе ре -
мен ные в ба зи се, т.е. вме с то хi в ба зис вой дет пе ре мен ная хj,
со от вет ст ву ю щая ве дуще му столб цу (за ме на).

Раз де лим все эле мен ты ве ду щей стро ки пре ды ду щей
симплекс ной таб ли цы на раз ре ша ю щий эле мент и ре зуль та -
ты де ле ния за не сем в стро ку сле ду ю щей симп лекс ной таб ли -
цы, со от вет ст вующей вве ден ной в ба зис пе ре мен ной хj. В ре -
зуль та те это го на месте раз ре ша ю ще го эле мен та в сле ду ю щей
симп лекс ной таб ли це за пи шем 1, а в ос таль ных клет ках j-го
столб ца, вклю чая клет ку столб ца ин декс ной стро ки, за пи сы -
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Ре ше ние. По ст ро им ма те ма ти че с кую мо дель за да чи.
Оп ре де лим век тор Х = (х1, х2, х3), ко то рый удов ле тво ря ет усло -

ви ям

и обес пе чи ва ет мак си маль ное зна че ние це ле вой функ ции

F(X) = 3x1 + 5х2 + 4х3 � max.
Для по ст ро е ния пер во го опор но го пла на си с те му не ра венств

при ве дем к си с те ме урав не ний пу тем вве де ния до пол ни тель ных пе -
ре мен ных х4, х5, х6:

Ма т ри ца ко эф фи ци ен тов А = (аij) этой си с те мы урав не ний име -
ет сле ду ю щий вид:

.

Век то ры А4, А5, А6 ли ней но не за ви си мы, так как оп ре де литель,
по ст ро ен ный на этих век то рах, от ли чен от ну ля. Сле до ватель но, со -
от вет ст ву ю щие этим век то рам пе ре мен ные х4, х5, х6 явля ют ся ба -
зис ны ми и в этой за да че оп ре де ля ют объ е мы не ис пользо ван ных ре -
сур сов.

Ре шим си с те му урав не ний от но си тель но ба зис ных пе ре менных.

Функ цию це ли за пи шем в ви де урав не ния

F(X) = 0 – (–3x1 – 5х2 – 4х3).
По ла гая, что сво бод ные пе ремен ные х1 = 0, х2 = 0, х3 = 0, полу -

чим пер вый опор ный план X1 = (0, 0, 0, 1100, 120, 8000), F(X1) = 0,
в ко то ром ба зис ные пе ре мен ные х4 = 1100, х5 = 120, х6 = 8000. Сле -
до ва тель но, то ва ры не про да ют ся, до ход ра вен нулю, а ре сур сы не
ис поль зу ют ся. По лу чен ный пер вый опор ный план за пи шем в симп-
лекс ную табл. 2.6.

Пер вый опор ный план не о пти маль ный, так как в ин декс ной
стро ке на хо дят ся от ри ца тель ные ко эф фи ци ен ты: –3, –5, –4.

В ка че ст ве ве ду ще го вы бе рем стол бец, со от вет ст ву ю щий пере мен -
ной х2, так как на и боль ший ко эф фи ци ент по мо ду лю: | 5 | > {| –3 |, | –4 |}.

x4 = 1100 – (0,1x1 + 0,2x2 + 0,4x3),
x5 = 120 – (0,05x1 + 0,02x2 + 0,02x3),
x6 = 8000 – (3x1 + x2 + 3x3).

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

1
0
0

0
1
0

0
0
1

⎞
⎟
⎟
⎠

0,1
0,05

3

0,2
0,02

1

0,4
0,02

2

⎛
⎜
⎜
⎝

0,1x1 + 0,2x2 + 0,4x3 + x4 = 1100,
0,05x1 + 0,02x2 + 0,02x3 + x5 = 120,
3x1 + x2 + 2x3 + x6 = 8000.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0,1x1 + 0,2x2 + 0,4x3 � 1100,
0,05x1 + 0,02x2 + 0,02x3 � 120,
3x1 + x2 + 2x3 � 8000,
x1 
 0, x2 
 0, x3 
 0

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩
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Срав ни ва ем по сле до ва тель но сле ва на пра во по лу чен ные
частные по столб цам. В пер вом и вто ром столб цах все ча ст -
ные одина ко вы, а в тре ть ем столб це на и мень шее ча ст ное 1,5
в пер вой стро ке, сле до ва тель но, эта стро ка и бу дет раз ре ша -
ю щей с раз реша ю щим эле мен том 2.

Ес ли в оп ти маль ный план во шла до пол ни тель ная пе ре -
мен ная хn + 1, то при ре а ли за ции та ко го пла на име ют ся не до -
ис поль зо ванные ре сур сы i-го ви да в ко ли че ст ве, по лу чен ном
в столб це свобод ных чле нов симп лекс ной таб ли цы.

Ес ли в ин декс ной стро ке симп лекс ной таб ли цы оп ти маль -
ного пла на на хо дит ся нуль, при над ле жа щий сво бод ной пе ре -
менной, не во шед шей в ба зис, а в столб це, со дер жа щем этот
нуль, име ет ся хо тя бы один по ло жи тель ный эле мент, то за да -
ча име ет мно же ст во оп ти маль ных пла нов. Сво бод ную пе ре -
мен ную, со ответ ст ву ю щую ука зан но му столб цу, мож но вне -
сти в ба зис, вы полнив со от вет ст ву ю щие эта пы ал го рит ма.
В ре зуль та те бу дет по лучен вто рой оп ти маль ный план с дру -
гим на бо ром ба зис ных пе ремен ных.

При мер 2.5. Ком мер че с кое пред при я тие, рас по ла га ю щее ма те -
ри аль но-де неж ны ми ре сур са ми, ре а ли зу ет три груп пы то ва ров А, В
и С. Пла но вые нор ма ти вы за трат ре сур сов на 1 тыс. руб. то варо о бо -
ро та, до ход от про да жи то ва ров на 1 тыс. руб. то ва ро оборо та, а так -
же объ ем ре сур сов за да ны в табл. 2.5.

Оп ре де ли те пла но вый объ ем про да жи и струк ту ру то ва ро оборо -
та так, что бы до ход тор го во го пред при я тия был мак си мальным.

Значения базисных 
переменных

х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7

2 1 1,5 3 0,5 0 0 1

2 1 2 0,25 0 0,25 0 1

2 1 2,4 –0,2 0,2 0 0,2 1
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Таб ли ца 2.5

Виды материально-денежных
ресурсов

Норма  затрат материально-
денежных  ресурсов 

на 1 тыс. руб. товарооборота
Объем

ресурсов
bi

группа А группа В группа С

Рабочее время продавцов, чел.-ч 0,1 0,2 0,4 1100

Площадь торговых залов, м2 0,05 0,02 0,02 120

Площадь складских поме ще -
ний, м

3 1 2 8000

Доход, тыс. руб. 3 5 4 max



эле мент В = –5 за вер ша ют по ст ро е ние прямо у голь ни ка в не до ста -
ю щих двух вер ши нах и рас по ло же ны по дру гой ди а го на ли. Зна че -
ние но во го эле мен та в пла не II на хо дится из вы ра же ния

НЭ = СТЭ – = 0 – = 27 500.

Эле мен ты стро ки оп ре де ля ют ся ана ло гич но:

120 – = 10;   0,05 – = 0,04;

0,02 – = –0,02;   0 – = –0,1.

Все эле мен ты, рас по ло жен ные на пе ре се че нии строк и столбцов,
со от вет ст ву ю щих од но имен ным ба зис ным эле мен там, равны 1, ос -
таль ные эле мен ты столб ца в ба зи сах век то ров, вклю чая ин декс ную
стро ку, рав ны 0. Ана ло гич но про во дят ся рас че ты по всем стро кам
таб ли цы, вклю чая ин декс ную.

Вы пол няя по сле до ва тель но все эта пы ал го рит ма, фор ми ру ем
план II.

На тре ть ей ите ра ции по лу ча ем план III, ко то рый явля ет ся оп ти -
маль ным, так как все ко эф фи ци ен ты в ин декс ной стро ке 
 0.

Оп ти маль ный план мож но за пи сать так:

X* = (250, 5375, 0, 0, 0, 1875);   F(X*) = 27 625 тыс. руб.
Сле до ва тель но, не об хо ди мо про да вать то ва ров пер вой груп -

пы A — 250 ед., а вто рой груп пы В — 5375 ед. При этом тор го вое
пред при я тие по лу ча ет мак си маль ный до ход в раз ме ре 27 625 тыс. руб.
То ва ры груп пы С не ре а ли зу ют ся.

В оп ти маль ном пла не сре ди ба зис ных пе ре мен ных на хо дит ся
до пол ни тель ная пе ре мен ная х6. Это ука зы ва ет на то, что ре сур сы
тре ть е го ви да (пло щадь склад ских по ме ще ний) не до ис поль зо вана
на 1875 м2, так как пе ре мен ная х6 бы ла вве де на в тре тье ог рани че -
ние за да чи, ха рак те ри зу ю щее со бой ис поль зо ва ние складских по -
ме ще ний это го ре сур са.

В ин декс ной стро ке оп ти маль но го пла на в столб цах пе ре мен -
ных х3, х4, х5, не во шед ших в со став ба зис ных, по лу че ны не ну левые
эле мен ты, по это му оп ти маль ный план за да чи ли ней но го про грам -
ми ро ва ния яв ля ет ся един ст вен ным.

При мер 2.6. Рас смо т рим при ме не ние симп лекс но го ме то да на
при ме ре по став лен ной за да чи ана ли за ком мер че с кой де я тель ности
пред при я тия в п. 2.2.1 и уже по лу чен но го ре ше ния в п. 2.3.1 гра фи -
че с ким ме то дом. Для уп ро ще ния про це ду ры ре ше ния ос та вим ус -
ло вия не от ри ца тель но с ти пе ре мен ных хн 
 0; хв 
 0.

Для по ст ро е ния пер во го опор но го пла на си с те му не ра венств
пре об ра зу ем к си с те ме урав не ний пу тем вве де ния до пол ни тельных

0,02 · 1
————

0,2

0,4 · 0,02
—————

0,2

0,1 · 0,02
—————

0,2

1100 · 0,02
———————

0,2

1100 · (–5)
———————

0,2

А · В
———
РЭ
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Вы чис лим зна че ния di по стро кам как ча ст ное от де ле ния и из
них вы бе рем на и мень шее:

min θi = min = min ; ; = 5500.

Сле до ва тель но, пер вая стро ка яв ля ет ся ве ду щей. Раз ре ша ю щий
эле мент ра вен 0,2 и на хо дит ся на пе ре се че нии ве ду ще го столб ца
и ве ду щей стро ки и вы де лен в табл. 2.6.

Фор ми ру ем сле ду ю щую часть симп лекс ной таб ли цы. Вме с то
пе ре мен ной х4 в план II вой дет пе ре мен ная х2. Стро ка, со от ветству -
ю щая пе ре мен ной х2 в пла не II, по лу че на в ре зуль та те де ле ния всех
эле мен тов стро ки х4 пла на I на раз ре ша ю щий эле мент РЭ = 0,2. На
ме с те раз ре ша ю ще го эле мен та в пла не II по лу ча ем 1. В ос таль ных
клет ках столб ца х2 пла на II за пи сы ва ем ну ли.

Та ким об ра зом, в но вом пла не II за пол не ны стро ка х2 и столбец х2.
Все ос таль ные эле мен ты но во го пла на II, вклю чая элемен ты ин -
декс ной стро ки, оп ре де ля ют ся по мне мо ническо му пра ви лу пря мо -
угольни ка. Для это го вы би ра ем из ста ро го пла на че ты ре чис ла, ко то -
рые рас по ло же ны в вер ши нах пря мо уголь ни ка и все гда вклю ча ют
раз ре ша ю щий эле мент РЭ = 0,2. Во вто рой вер ши не по диаго на ли
на хо дит ся ста рое зна че ние эле мен та, на при мер зна че ние це ле вой
функ ции F(X1) = 0 = СЭ, ко то рое ука зы ва ет на ме с то рас по ло же ния
но во го НЭ в но вом пла не II. Тре тий эле мент А = 1100 и чет вер тый

⎧
⎩

bi——
ai2

⎫
⎭

⎡
⎢
⎣

1100
———
0,2

120
——
0,2

8000
———
0,2

⎤
⎥
⎦
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Таб ли ца 2.6

План

Б
аз

ис
ны

е
пе

ре
м

ен
ны

е

З
на

че
ни

я
ба

зи
сн

ы
х

пе
ре

м
ен

ны
х

Значения коэффициентов при
θi

min
x1 x2 x3 x4 x5 x6

I � x4
x5
x6

1100
120

8000

0,1
0,05

3

0,2
0,02

1

0,4
0,02

2

1
0
0

0
1
0

0
0
1

5500
6000
8000

Индексная
строка

F(X1) 0 –3 –5 –4 0 0 0

II x2
� x5

x6

5500
10

2500

0,5
0,04
2,5

1
0
0

2
–0,02

0

5
–0,1
–5

0
1
0

0
0
1

11 000
250

1000

Индексная
строка

F(X2) 27 500 –0,5 0 6 25 0 0

III x2
x1
x6

5375
250

1875

0
1
0

1
0
0

2,25
– 0,5
1,25

6,25
–2,5
1,25

–12,5
25

–62,5

0
0
1

Индексная
строка

F(X3) 27 625 0 0 5,75 23,75 12,5 0
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ба лан со вых пе ре мен ных х1, х2, х3, х4, оп ре де ля ю щих объ ем не ис поль -
зо ван ных ре сур сов:

а це ле вую функ цию пред ста вим в ви де урав не ния

F(X) = 0 – (–2хн – 3хв).
По ла гая, что ос нов ные пе ре мен ные хн = хв = 0, по лу чим первый

опор ный план:
X1 = (0; 0; 3; 4; 1,5; 2);   F(X1) = 0,

в ко то ром ба зис ные пе ре мен ные рав ны:

Пер вый опор ный план за но сим в симп лекс ную табл. 2.7, он не
яв ля ет ся оп ти маль ным, по сколь ку в ин декс ной стро ке на ходят ся
от ри ца тель ные ко эф фи ци ен ты (–2) и (–3). За тем, дей ст вуя в со от -
вет ст вии с из ло жен ны ми вы ше пра ви ла ми, пе ре хо дим после до ва -
тель но от од но го пла на к дру го му, по ка не по ст ро им оп тималь ный
план V, в ко то ром в ин декс ной стро ке от сут ст ву ют отри ца тель ные
эле мен ты. За пи шем оп ти маль ный план:

X*
5 = (3 ; 1 ; 0; 0; 3 ; );   F(X*

5) = 10 тыс. руб.

Та ким об ра зом, для по лу че ния мак си маль но го до хо да от днев -

ной про да жи кра с ки 10 тыс. руб. пред при я тию не об хо димо вы пу -

с кать в сут ки 3 т кра с ки на руж ных ра бот и 1 т краски для вну т -

рен них ра бот. В оп ти маль ный план во шли до пол нитель ные

пе ре мен ные х3 = 3 и х4 = , что сви де тель ст ву ет о вели чи не не до -

ис поль зо ван ных ре сур сов тре ть е го и чет вер то го ви да. Сле ду ет за -
ме тить, что ос таль ные ре сур сы ис поль зо ва ны пол но стью, по сколь -
ку х1 = 0 и х2 = 0.

По лу чен ный оп ти маль ный план яв ля ет ся не вы рож ден ным, так
как при рас че те столб ца θi от сут ст ву ют оди на ко вые ми нималь ные
зна че ния от но ше ний и все зна че ния ба зис ных пе ре менных в оп ти -
маль ном пла не от лич ны от ну ля. Кро ме то го, по скольку в ин декс -
ной стро ке в столб цах пе ре мен ных х1 и х2, не во шедших в со став
базис ных, по лу че ны не ну ле вые эле мен ты, то оп ти маль ный план
яв ля ет ся един ст вен ным.

1
–
2

2
–
3

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

1
–
3

1
–
3

1
–
2

2
–
3

2
–
3

2
–
3

1
–
3

1
–
3

x1 = 3 – (0,5xн + xв) = 3,
x2 = 4 – (xн + 0,5xв) = 4,
x3 = 1,5 – (xв – xн) = 1,5,
x4 = 2 – xв = 2.

0,5xн + xв + x1 = 3,
xн + 0,5xв + x2 = 4,
–xн + xв + x3 = 1,5,
xв + x4 = 2,

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩
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Таб ли ца 2.7

План Базисные
переменные

Значения
базисных

переменных
хн хв х1 х2 х3 х4

θi
min

I x1 3 0,5 1 1 0 0 0 3

x2 4 1 0,5 0 1 0 0 8

x3 1,5 –1 1 0 0 1 0 1,5

x4 2 0 1 0 0 0 1 2

F(X1) 0 –2 –3 0 0 0 0

II x1 1,5 1,5 0 1 0 –1 0 1

x2 3,25 1,5 0 0 1 –0,5 0 13/6

xв 1,5 –1 1 0 0 1 0

x4 0,5 1 0 0 0 –1 1 0,5

F(X2) 4,5 –5 0 0 0 3 0

III x1 0,75 0 0 1 0 0,5 –1,5 1,5

x2 2,5 0 0 0 1 1 –1,5 2,5

xв 2 0 1 0 0 0 1 —

xн 0,5 1 0 0 0 –1 1 —

F(X3) 7 0 0 0 0 –2 5

IV x3 1,5 0 0 2 0 1 –3 —

x2 1 0 0 –2 1 0 1,5 2/3

xв 2 0 1 0 0 0 1 2

xн 2 1 0 2 0 0 –2 —

F(X4) 10 0 0 4 0 0 –1

V x3 3,5 0 0 –2 2 1 0

x4 2/3 0 0 –4/3 2/3 0 1

xв 1
1
–
3

0 1 4/3 –2/3 0 0

xн 3
1
–
3

1 0 –2/3 4/3 0 0

F(X5) 10
2
–
3

0 0 22/3 2
/3 0 0



По сле не сколь ких ите ра ций, часть ко то рых в таб ли це про пуще -
на, по лу чим оп ти маль ный план

X*
6 = (3 ; 1 ; 0; 0; 3 ; ; 1 ; 2 ).

Ре ше ние за да чи за кон че но и Fmax(X*
6) =10 тыс. руб. Ре ши те за -

да чи № 1—4 п. 2.3.1 симп лекс ным ме то дом.

2.3.3. Ме тод ис кус ст вен но го ба зи са

Симп лекс ный ме тод ре ше ния за дач ба зи ру ет ся на вве де -
нии до пол ни тель ных пе ре мен ных, поз во ля ю щих об ра зо вать
еди ничную ма т ри цу, в ко то рую не до пу с ка ют ся от ри ца тель -
ные и дру гие чис ла, кро ме ну ля и еди ни цы. На ли чие еди нич -
ной ма т ри цы явля ет ся не об хо ди мым ус ло ви ем при ре ше нии
за дач симп лекс ным ме то дом.

Ес ли же ог ра ни че ния за да чи за да ны в ви де не ра венств ви -
да 
 или урав не ний

aij xj 
 bi и (или)   aij xj = bi,

то не воз мож но сра зу по лу чить на чаль ное ба зис ное ре ше ние,
ес ли ма т ри ца, со став лен ная из ко эф фи ци ен тов при не из ве ст -
ных систе мы ог ра ни че ний, не поз во ля ет об ра зо вать еди нич -
ную ма т ри цу. При чем урав не ния от ра жа ют же ст кие ус ло вия
ог ра ни че ний по ре сур сам, не до пу с ка ю щие ни ка ких от кло не -
ний. Для со блю дения ра венств вво дят ся ис кус ст вен ные пе ре -
мен ные уi, рав ные нулю. Век то ры ис кус ст вен ных пе ре мен ных
об ра зу ют не об хо ди мую для ре ше ния еди нич ную ма т ри цу.
Та кой ба зис на зы ва ет ся ис кусствен ным, а ме тод ре ше ния на -
зы ва ет ся ме то дом ис кус ст вен но го ба зи са, или М-ме то дом.
При чем ис кус ст вен ные пе ре мен ные не име ют от но ше ния к со-
дер жа нию по став лен ной за да чи, од на ко они поз во ля ют по ст -
ро ить стар то вую точ ку, а про цесс оп ти ми зации вы нуж да ет
эти пе ре мен ные при ни мать ну ле вые зна че ния и обес пе чить
до пу с ти мость оп ти маль но го ре ше ния. Рас смо т рим при ме ры
по ста нов ки и ре ше ния за дач та ко го ро да.

Пре об ра зо ва ние ог ра ни че ний, за дан ных в ви де урав не ний,
рас смо т рим на при ме ре:

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

7x1 + 2x2 + 3x3 = 25,
6x1 + 3x2 + 5x3 = 29,
4x2 + 2x3 = 31.

n

Σ
j=1

n

Σ
j=1

2
–
3

5
–
6

1
––
12

2
–
3

1
–
2

1
–
3

1
–
3
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При мер 2.7. Рас смо т рим ре ше ние пре ды ду щей за да чи при мера 2
с уче том до пол ни тель ных ог ра ни че ний дру го го ви да 
, тог да по лу -
чим:

F(X) = 2хн + 3хв � max F(X) = 0 – (–2xн – 3хв) � max.

За пол ним симп лекс ную табл. 2.8 и про ве дем со от вет ст вующие
опе ра ции, учи ты вая, что при вы чис ле нии ча ст ных θi не об ходи мо
де ле ние про во дить толь ко с чис ла ми оди на ко во го зна ка.

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

0,5xн + xв � 3,
xн + 0,5xв � 4,
–xн + xв � 1,5,
xв � 2,
xв 
 0,25,
xн 
 0,5

�

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

0,5xн + xв + x1 = 3,
xн + 0,5xв + x2 = 4,
–xн + xв + x3 = 1,5,
xв + x4 = 2,
–xв + x5 = –0,25,
–xн + x6 = –0,5,
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План
Базисные
перемен-

ные

Значения
базисных
перемен-

ных

хн хв х1 х2 х3 х4 х5 х6
θi

min

I x1 3 0,5 1 1 0 0 0 0 0 3

x2 4 1 0,5 0 1 0 0 0 0 8

x3 1,5 –1 1 0 0 1 0 0 0 1,5

x4 2 0 1 0 0 0 1 0 0 2

x5 –1/4 0 –1 0 0 0 0 1 0 1/4

x6 –0,5 –1 0 0 0 0 0 0 1 —

F(X1) 0 –2 –3 0 0 0 0 0 0

VI x3 3,5 0 0 –2 2 1 0 0 0

x4 2/3 0 0 –4/3 2/3 0 1 0 0

x5 1
1

––
12

0 0 4/3 –2/3 0 0 1 0

xн 3
1
–
3

1 0 –2/3 4/3 0 0 0 0

хв 1
1
–
3

0 1 4/3 –2/3 0 0 0 0

х6 2
5
–
6

0 0 –2/3 4/3 0 0 0 1

F(X6) 10
2
–
3

0 0 2
2
–
3

2/3 0 0 0 0

Таб ли ца 2.8



• при ре ше нии за да чи на ми ни мум

F(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + 0х4 + 0x5 + 0x6 + Му1 + My2 + Му3 � min.

Пре об ра зо ва ние раз но род ных ог ра ни че ний, пред став ля ю -
щих со бой смесь урав не ний и не ра венств раз но го ви да, за -
клю ча ет ся в об ра зо ва нии ба зи са ре ше ния пу тем од но вре мен -
но го вве де ния сво бод ных и ис кус ст вен ных пе ре мен ных, что
при да ет симп лексно му ме то ду боль шую гиб кость. На при -
мер, ог ра ни че ния за да ны в ви де си с те мы

Сна ча ла об ра зу ем си с те му урав не ний, для че го вво дим в пер -
вое не ра вен ст во до пол ни тель ную пе ре мен ную х4, а в тре тье
не равен ст во — до пол ни тель ную пе ре мен ную х5:

Для об ра зо ва ния еди нич ной ма т ри цы вво дим не до ста ю -
щие эле мен ты: во вто рое урав не ние ис кус ст вен ную пе ре мен -
ную у1, а в тре тье у2:

Це ле вая функ ция име ет вид:
• при ре ше нии за да чи на мак си мум

F(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + 0х4 + 0х5 – My1 – My2 � max;

• при ре ше нии за да чи на ми ни мум

F(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + 0х4 + 0х5 + My1 + My2 � min.

По став лен ные та ким об ра зом за да чи мож но ре шать симп -
лекс ным ме то дом.

При мер 2.8. Оп ре де лим ми ни маль ное и мак си маль ное зна че -
ния це ле вой функ ции F(X) = х1 + 3х2 при сле ду ю щих сме шан ных
ус ло ви ях-ог ра ни че ни ях:

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2x1 + x2 = 3,
4x1 + 8x2 
 8,
x1 + 2x2 � 5,
x1, x2 
 0.

20x1 + 7x2 + 2x3 – 0x5 + 1x4 + 0y1 + 0y2 = 43,
3x1 + 9x2 + 10x3 – 0x5 + 0x4 + 1y1 + 0y2 = 33,
6x1 + 12x2 + 7x3 – 1x5 + 0x4 + 0y1 + 1y2 = 23.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

20x1 + 7x2 + 2x3 + 1x4 = 43,
3x1 + 9x2 + 10x3 = 33,
6x1 + 12x2 + 7x3 – 1x5 = 23.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

20x1 + 7x2 + 2x3 � 43,
3x1 + 9x2 + 10x3 = 33,
6x1 + 12x2 + 7x3 
 23.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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В си с те му ра венств вво дим ис кус ст вен ные пе ре мен ные y1,
y2, y3 c ко эф фи ци ен та ми, рав ны ми еди ни це, поз во ля ю щи ми
об ра зовать ис кус ст вен ный ба зис ре ше ния:

Це ле вая функ ция име ет вид:
• при ре ше нии за да чи на мак си мум

F(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + (–M)y1 + (–М)у2 + (–М)y3 � max;

• при ре ше нии за да чи на ми ни мум

F(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + My1 + Му2 + Мy3 � min.

За ис поль зо ва ние ис кус ст вен ных пе ре мен ных, вво ди мых
в це ле вую функ цию, на кла ды ва ет ся так на зы ва е мый штраф
ве личи ной М, очень боль шое по ло жи тель ное чис ло, ко то рое
обыч но не за да ет ся (М � �).

Пре об ра зо ва ния ог ра ни че ний в ви де не ра венств ви да 

рас смо т рим на при ме ре:

Для по лу че ния си с те мы урав не ний вво дим до пол ни тель -
ные пе ре мен ные х4, х5, х6.

По сколь ку на глав ной ди а го на ли еди нич ной ма т ри цы не
могут на хо дить ся (–1), то в си с те му вво дим ис кус ст вен ные
пе ремен ные y1, y2, y3 с ко эф фи ци ен та ми (+1), ко то рые об ра -
зу ют искус ст вен ный ба зис ре ше ния:

Це ле вая функ ция име ет вид:
• при ре ше нии за да чи на мак си мум

F(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + 0х4 + 0x5 + 0x6 +
+ (–М)у1 + (–M)y2 + (–М)у3 � max;

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

9x1 + 5x2 + 3x3 – 1x4 – x5 – 0x6 + 1y1 + 0y2 + 0y3 = 30,
0x1 + 4x2 + x3 – 0x4 – 1x5 – 0x6 + 0y1 + 1y2 + 0y3 = 12,
11x1 + 0x2 + 10x3 – 0x4 – 0x5 – 1x6 + 0y1 + 0y2 + 1y3 = 41.

9x1 + 5x2 + 3x3 – x4 = 30,
4x2 + x3 – x5 = 12,
11x1 + 10x3 – x6 = 41.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

9x1 + 5x2 + 3x3 
 30,
4x2 + x3 
 12,
11x1 + 10x3 
 41.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

7x1 + 2x2 + 3x3 + 1y1 + 0y2 + 0y3 = 25,
6x1 + 3x2 + 5x3 + 0y1 + 1y2 + 0y3 = 29,
0x1 + 4x2 + 0y1 + 0y2 + 1y3 = 31.
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Для ре ше ния этой же за да чи на мак си мум це ле вую функ цию сле -
ду ет за пи сать ина че:

F(X) = x1 + 3x2 – My1 – My2 � max.

За тем, под ста вив вы ра же ния для ис кус ст вен ных пе ре мен ных,
по лу чим:

F(X) = (1 + 6M)x1 + (3 + 9M)x2 – Mx3 –11M.

Пре об ра зу ем это вы ра же ние в удоб ную фор му для за пи си
в симп лекс ную таб ли цу:

F(X) = –11М – (–6М – 1)x1 – (–9М – 3)х2 – (+М)х3.

По лу чен ные вы ра же ния вме с те с ус ло ви я ми ог ра ни че ния запи -
сы ва ем для пре об ра зо ва ния в симп лекс ную табл. 2.10.

Пре об ра зо ва ния про во дим до тех пор, по ка все зна че ния в ин -
декс ной стро ке не ста нут нео т ри ца тель ны ми. В пла не IV по лучи ли

x1 = , x2 = 2 , а Fmax(X4) = 7 , что сов па да ет с ре ше ни ем за да чи,

по лу чен ным ге о ме т ри че с ким ме то дом.

1
–
3

1
–
3

1
–
3
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За пи шем си с те му ог ра ни че ний в ви де ра венств, для че го введем
до пол ни тель ные пе ре мен ные x3 и х4, в ре зуль та те по лу чим сле ду -
ющую си с те му:

За тем вве дем ис кус ст вен ные пе ре мен ные у1 и у2 в пер вое и вто -
рое урав не ния

Для по ста нов ки за да чи на ми ни мум це ле вую функ цию за пишем

F(X) = х1 + 3x2 + My1 + My2 � min.

С це лью фор му ли ров ки за да чи для ре ше ния ее в таб лич ной
фор ме вос поль зу ем ся вы ра же ни я ми из си с те мы урав не ний для ис -
кус ст вен ных пе ре мен ных

ко то рые под ста вим в це ле вую функ цию

F(X) = x1 + 3х2 + М(3 – 2x1 – x2) + М(8 – 4x1 – 8х2 + x3) =

= (1 – 6M)x1 + (3 – 9M)x2 + Мх3 + 11М � min.

Та ким об ра зом, стар то вая точ ка ре ше ния оп ре де ля ет ся x1 = x2 =
= x3 = 0, x4 = 5, y1 = 3, y2 = 8, сле до ва тель но, урав не ние це левой
функ ции для симп лекс ной таб ли цы бу дет иметь вид

F(X) = 11М – (6М – 1) – (9М – 3) – (–М)x3.

По сле до ва тель ность ре ше ния за да чи симп лекс ным ме то дом
пред став ле на в табл. 2.9.

По сколь ку за да ча ре ша ет ся на ми ни мум, то ве ду щий стол бец
вы би ра ют по мак си маль но му по ло жи тель но му чис лу в ин декс ной
стро ке в пла не I (9M – 3), а все ос таль ные пре об ра зо ва ния про во дят-
ся по стан дарт ной схе ме до тех пор, по ка не по лу чат ся в ин декс ной
стро ке толь ко не по ло жи тель ные чис ла (� 0), а в оп ти маль ном ре ше -
нии долж ны от сут ст во вать по ло жи тель ные зна че ния ис кусст вен -
ных пе ре мен ных y1 и y2. Оп ти маль но му ре ше нию соответ ст вует точ-

ка с ко ор ди на та ми x1 = 1 и x2 = , где Fmin(X) = 2 , а y1 = 0 и y2 = 0.

Сле ду ет за ме тить, что гра фи че с кий ме тод ре ше ния поз во ля ет по -
лу чить та кой же ре зуль тат.

1
–
3

1
–
3

1
–
3

y1 = 3 – 2x1 – x2,
y2 = 8 – 4x1 – 8x2 + x3,

⎧
⎨
⎩

2x1 + x2 – 0x3 + 1y1 + 0y2 + 0x4 = 3,
4x1 + 8x2 – 1x3 + 0y1 + 1y2 + 0x4 = 8,
x1 + 2x2 – 0x3 + 0y1 + 0y2 + 1x4 = 5.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2x1 + x2 = 3,
4x1 + 8x2 – x3 = 8,
x1 + 2x2 + x4 = 5,
x1, x2, x3, x4 
 0.
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Таб ли ца 2.9

План

Б
аз

ис
ны

е
пе

ре
м

ен
ны

е

З
на

че
ни

я
ба

зи
сн

ы
х

пе
ре

м
ен

ны
х

х1 х2 х3 х4 y1 y2
θi

min

I y1 3 2 1 0 0 1 0 3
y2 8 4 8 –1 0 0 1 1
x4 5 1 2 0 1 0 0 2,5

F(X1) 11M 6M – 1 9M – 3 –M 0 0 0

II y1 2 1,5 0 1/8 0 1 –1/8 1
1
–
3

x2 1 1/2 1 –1/8 0 0 1/8 2
x4 3 0 0 1/4 1 0 –1/4 —

F(X2) 3 + 2M (0,5 +
+ 1,5M) 0

M – 3
———

8
0 0

3 – 9M
––––––

8

III x1 1
1
–
3

1 0 1/12 0 2/3 –1/12

x2 1/3 0 1 –1/6 0 –1/3 1/6
x4 3 0 0 1/4 1 0 –1/4

F(X3) 2
1
–
3

0 0 –5/12 0 (– – M)1
–
3

3 – 9M



ных ма шин в уп рав ляющем ком плек се и др. Ли ней ные за да -
чи, ре ше ние ко то рых долж но быть по лу че но в це лых чис лах,
на зы ва ют за да ча ми це ло чис ленно го про грам ми ро ва ния.

За да ча це ло чис лен но го про грам ми ро ва ния фор му ли ру ет -
ся так же, как и за да ча ли ней но го про грам ми ро ва ния, но
вклю ча ет до пол ни тель ное тре бо ва ние, со сто я щее в том, что
зна че ния пе ремен ных долж ны быть це лы ми не от ри ца тель -
ны ми чис ла ми, напри мер х1 = 30 ав то мо би лей, x2 = 16 са мо -
ле тов, х3 = 7 че ло век.

Ме то ды це ло чис лен ной оп ти ми за ции мож но раз де лить на
три ос нов ные груп пы: а) ме то ды от се че ния; б) ком би ни ро -
ван ные ме то ды; в) при бли жен ные ме то ды. Рас смо т рим один
из ме то дов от се че ния — ме тод Го мо ри.

Сущ ность ме то дов от се че ния со сто ит в том, что сна ча ла
за дача ре ша ет ся без ус ло вия це ло чис лен но с ти. Ес ли по лу -
чен ный план це ло чис лен ный, то за да ча ре ше на. В про тив ном
слу чае к огра ни че ни ям за да чи до бав ля ет ся но вое ог ра ни че -
ние, об ла да ю щее сле ду ю щи ми свой ст ва ми:

а) оно долж но быть ли ней ным;
б) долж но от се кать най ден ный оп ти маль ный не це ло чис -

ленный план;
в) не долж но от се кать ни од но го це ло чис лен но го пла на. 
До пол ни тель ное ог ра ни че ние, об ла да ю щее ука зан ны ми

свой ст ва ми, на зы ва ет ся пра виль ным от се че ни ем.
Ал го ритм Го мо ри, ос но ван ный на симп лекс ном ме то де,

имеет про стой спо соб по ст ро е ния пра виль но го от се че ния
и со держит сле ду ю щие эта пы.

1. За да ча ли ней но го про грам ми ро ва ния ре ша ет ся без уче -
та ус ло вия це ло чис лен но с ти симп лекс ным или двой ст вен -
ным симп лекс ным ме то дом. Ес ли все эле мен ты оп ти маль но -
го пла на це лые чис ла, то ре ше ние за кан чи ва ет ся для за да чи
це ло чис ленно го про грам ми ро ва ния.

2. Ес ли сре ди эле мен тов оп ти маль но го ре ше ния есть не -
це лые чис ла, то не об хо ди мо вы брать эле мент с на и боль шей
дроб ной частью и со ста вить до пол ни тель ное ог ра ни че ние (се-
че ние), ко торое от се ка ет не це ло чис лен ные ре ше ния.

До пол ни тель ное ог ра ни че ние да ет ся в том слу чае, ес ли
зна чение ба зис ной пе ре мен ной в оп ти маль ном пла не хi = bi —
дроб ное чис ло. Тог да не ко то рые эле мен ты аij в i-й стро ке
симп лекс ной таб ли цы так же дроб ные чис ла. Обо зна чим [bi]
и [аij] це лые ча с ти чи сел bi и аij, т.е. на и боль шие це лые чис ла,
не пре вы ша ю щие bi и аij. Ве ли чи ны дроб ных ча с тей qi и qij оп -
ре де ля ют ся как раз но сти сле ду ю щим об ра зом:
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2.3.4. Ме тод Го мо ри. Це ло чис лен ное ре ше ние

Зна чи тель ная часть за дач ком мер че с кой де я тель но с ти тре-
бует це ло чис лен но го ре ше ния. К ним от но сят ся за да чи, у ко то -
рых пе ре мен ные ве ли чи ны оз на ча ют ко ли че ст во еди ниц не -
де ли мой про дук ции, на при мер рас пре де ле ние то ва ров меж ду
ком мер чески ми пред при я ти я ми, рас крой ма те ри а лов, чис ло
стан ков при за груз ке обо ру до ва ния, рас пре де ле ние транс порт-
ных средств по рей сам, рас пре де ле ние ком мер че с ких за ка зов
меж ду оп то вы ми пред при я ти я ми, про да жа ав то мо би лей, рас-
пре де ле ние са мо ле тов по авиа ли ни ям, ко ли че ст во вы чис ли тель-
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Таб ли ца 2.10
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м
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х

х1 х2 х3 х4 y1 y2
θi

min

I y1 3 2 1 0 0 1 0 3
y2 8 4 8 –1 0 0 1 1
x4 5 1 2 0 1 0 0 2,5

F(X1) –11M –6M –
– 1

–9M –
– 3 М 0 0 0 II

II y1 2 1
1
–
2

0 1/8 0 1 –1/8 1

x2 1 1/2 1 –1/8 0 0 1/8 2
x4 3 0 0 1/4 1 0 –1/4 —

F(X2) 3 – 2M 0,5 –
– 1,5М 0

–M – 3
————

8
0 0

3 + 9M
————

8

III x1 1
1
–
3

1 0 1/12 0 2/3 –1/12 16

x2 1/3 0 1 –1/6 0 –1/3 1/6 —
x4 3 0 0 1/4 1 0 –1/4 12

F(X3) 2
1
–
3

0 0 –5/12 0 – + M
1
–
3

+ M
5

––
12

IV x1 1/3 1 0 0 –1/3 2/3 0

x2 2
1
–
3

0 1 0 2/3 –1/3 0

x3 12 0 0 1 4 0 –1

F(X4) 7
1
–
3

0 0 0 1
2
–
3

М – 
1
–
3

M



В табл. 2.11 на тре ть ей ите ра ции по лу чен оп ти маль ный план
х* = (8/3, 10/3), в ко то ром х1 = 8/3 и х2 = 10/3 — дроб ные чис ла.

По пер во му урав не нию с пе ре мен ной х1, по лу чив шей не це ло -
чис лен ное зна че ние в оп ти маль ном пла не с на и боль шей дроб ной
ча с тью (2/3), со став ля ем до пол ни тель ное ог ра ни че ние:

q1 – q11x1 – q12x2 – q13x2 – q14x4 � 0;
q1 = b1 – [b1] = 8/3 – 2 = 2/3;
q11 = a11 – [a11] = 1 – 1 = 0;
q12 = a12 – [a12] = 0 – 0 = 0;
q13 = a13 – [a13] = 1/3 — 0 = 1/3;
q14 = a14 – [a14] = –2/3 + 1 = 1/3.

До пол ни тель ное ог ра ни че ние име ет вид

– x3 – x4 � 0.

Пре об ра зу ем по лу чен ное не ра вен ст во в урав не ние

– x3 – x4 + x5 = 0,

ко эф фи ци ен ты ко то ро го вве дем до пол ни тель ной стро кой в опти -
маль ную симп лекс ную табл. 2.11; тог да по лу чим про дол жение
(табл. 2.12).

При ме няя ал го ритм двой ст вен но го симп лекс но го ме то да, про -
во дим од ну ите ра цию, в ре зуль та те ко то рой по лу ча ем оп ти маль ное
це ло чис лен ное ре ше ние: X = (2, 4, 2); Fmax(X*) = 36 млн руб.

Та ким об ра зом, пред при я тию не об хо ди мо ус та но вить два ком п -
лек та обо ру до ва ния пер во го ви да и че ты ре ком плек та второ го ви да.
Это поз во лит мак си маль но уве ли чить до ход предпри ятия.

2
–
3

1
–
3

1
–
3

2
–
3

1
–
3

1
–
3
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qi = bi – [bi];   qij = aij – [aij]

и яв ля ют ся по ло жи тель ны ми чис ла ми.
Тог да не ра вен ст во qi – qi1x1 – qi2x2 – ... – qimxn � 0, сформи -

ро ван ное по i-й стро ке симп лекс ной таб ли цы, об ла да ет все -
ми свой ст ва ми пра виль но го от се че ния.

3. Не ра вен ст во пре об ра зу ет ся в урав не ние пу тем вве де -
ния допол ни тель ной не от ри ца тель ной пе ре мен ной и вклю -
ча ет ся в опти маль ную симп лекс ную таб ли цу.

4. По лу чен ная рас ши рен ная за да ча ре ша ет ся двой ным
симплекс ным ме то дом. Ес ли но вый оп ти маль ный план бу дет
це лочис лен ным, то за да ча ре ше на. В про тив ном слу чае не об -
хо ди мо вер нуть ся к п. 2 ал го рит ма.

Ес ли в про цес се ре ше ния в симп лекс ной таб ли це по явит -
ся урав не ние с не це лым сво бод ным чле ном bi и це лы ми ко -
эф фи циен та ми аij, то дан ная за да ча не име ет це ло чис лен но го
оп ти мально го ре ше ния.

При мер 2.9. Мар ке тин го вые ис сле до ва ния ука за ли на не об хо -
ди мость ос во е ния вы пу с ка но вой про дук ции. По это му на пред -
при ятии ре ше но ус та но вить но вое тех но ло ги че с кое обо ру до ва ние
на ос во бо див шей ся пло ща ди 10 м2. На при об ре те ние обо ру до ва -
ния двух ви дов вы де ле но 6 млн руб. Ком плект пер во го ви да обо -
ру дова ния сто и мо с тью 1 млн руб. ус та нав ли ва ет ся на пло ща ди
5 м2 и поз во ля ет уве ли чить до ход пред при я тия на 8 млн руб. Ком -
плект вто ро го ви да обо ру до ва ния за ни ма ет пло щадь 2 м2, сто ит
1 млн руб. и обес пе чи ва ет уве ли че ние до хо да пред при я тия на
5 млн руб. Оп ре де ли те, ка кое ко ли че ст во тех но ло ги че с ко го обо ру -
до ва ния каж до го ви да сле ду ет за ку пить, что бы обес пе чить мак си -
маль ное уве ли че ние до хо да пред при я тия от про да жи вы пу с ка е мой
продук ции.

Ре ше ние. Обо зна чим че рез x1, х2 ко ли че ст во ком плек тов техно -
ло ги че с ко го обо ру до ва ния со от вет ст вен но пер во го и вто ро го ви -
дов, че рез F(x) — до ход пред при я тия от про да жи про дук ции.

Тог да ма те ма ти че с кая мо дель за да чи име ет вид

F(x) = 8x1 + 5x2 � mах

при ог ра ни че ни ях

где х1, х2 — це лые чис ла, xi ∈ N.
При ве дем за да чу к ка но ни че с ко му ви ду, для че го вве дем допол -

ни тель ные не от ри ца тель ные пе ре мен ные х3, х4 и ре шим ее симп -
лекс ным ме то дом, а ре зуль та ты за пи шем в табл. 2.11.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

5x1 + 2x2 � 20,
x1 + x2 � 6,
x1 
 0, x2 
 0,
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Таб ли ца 2.11

Базисные
переменные

Значения
базисных

переменных
x1 x2 x3 x4 θ

 x3
x4

F(x)

20
6
0

5  
1

–8

2
1

–5

1
0
0

0
1
0

4
6

max

x1
 x4
F(x)

4
2

32

1
0
0

2/5
3/5�
–9/5

1/5
–1/5
8/5

0
1
0

10
10/3
max

x1
x2

F(x)

8/3
10/3

114/3

1
0
0

0
1
0

1/3
–1/3

1

–2/3
5/3

3



ре сур са тре ть е го ви да — в ко ли че ст ве a31 еди ниц. Для про да -
жи вто рой и тре ть ей групп то варов на 1 тыс. руб. то ва ро обо ро-
та рас хо ду ет ся со от вет ст вен но ресур са пер во го ви да в ко ли -
че ст ве а12, а13 еди ниц, ре сур сов вто ро го ви да — в ко ли че ст ве
а22, a23 еди ниц, ре сур сов тре ть е го ви да — в ко ли че ст ве a32, a33
еди ниц. До ход от про да жи трех групп то ва ров на 1 тыс. руб.
то ва ро обо ро та со став ля ет со от вет ст вен но c1, c2, c3 (тыс. руб.).

Оп ре де ли те пла но вый объ ем и струк ту ру то ва ро обо ро та
так, что бы до ход тор го во го пред при я тия был мак си маль ным.

1. a11 = 3, a12 = 6, a13 = 4, a21 = 2, a22 = 1, a23 = 2, a31 = 2, a32 = 3,
a33 = 1, b1 = 180, b2 = 50, b3 = 40, с1 = 6, с1 = 5, с3 = 5.

2. a11 = 3, a12 = 2, a13 = 1, a21 = 2, a22 = 1, a23 = 3, a31 = 4, a32 = 2,
a33 = 1, b1 = 420, b2 = 600, b3 = 900, c1 = 3, c2 = 3, c3 = 4.

3. a11 = 16, a12 = 18, a13 = 9, a12 = 7, a22 = 7, a23 = 2, a31 = 9,
a32 = 2, a33 = 3, b1 = 520, b2 = 140, b3 = 810, c1 = 8, c2 = 6, c3 = 4.

4. a11 = 4, a12 = 8, a13 = 2, a21 = 3, a22 = 8, a23 = 4, a31 = 12,
a32 = 4, a33 = 6, b1 = 116, b2 = 240, b3 = 432, c1 = 83, c2 = 6, c3 = 6.

5. a11 = 8, a12 = 10, a13 = 20, a21 = 4, a22 = 13, a23 = 8, a31 = 2,
a32 = 18, a33 = 12, b1 = 800, b2 = 520, b3 = 940, c1 = 3, c2 = 6, c3 = 7.

6. a11 = 1, a12 = 4, a13 = 0, a21 = 0, a22 = 3, a23 = 1, a31 = 2, a32 = 0,
a33 = 5, b1 = 36, b2 = 50, b3 = 80, c1 = 6, c2 = 16, c3 = 25.

7. a11 = 17, a12 = 5, a13 = 5, a21 = 8, a22 = 6, a23 = 6, a31 = 4,
a32 = 2, a33 = 4, b1 = 850, b2 = 1120, b3 = 1060, c1 = 8, c2 = 7, c3 = 4.

8. На кон ди тер скую фа б ри ку г. По кров пе ред Но вым го -
дом по сту пи ли за ка зы на по да роч ные на бо ры кон фет из ма -
га зи нов. Воз мож ные ва ри ан ты на бо ров, их сто и мость и то -
вар ные за па сы пред став ле ны в таб ли це.

Оп ре де ли те оп ти маль ное ко ли че ст во по да роч ных на бо -
ров, обес пе чи ва ю щее мак си маль ный до ход от про да жи.

9. Нор мы за трат на про из вод ст во раз ных ви дов пиц цы,
объемы ре сур сов и сто и мость при ве де ны в таб ли це. Оп ре де -

Наименова-
ние конфет

Вес конфет в наборе, кг Запасы
конфет, кгА В С

«Сникерс» 0,3 0,2 0,4 600

«Марс» 0,2 0,3 0,2 700

«Баунти» 0,2 0,1 0,1 500

Цена, руб. 72 62 76
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Най дите оп ти маль ные ре ше ния ме то дом Го мо ри.

x1, x2 — це лые чис ла, x1, x2 — це лые чис ла,
F(x) = x1 + 2x2 � max. F(x) = x1 + 2x2 � max.

Кон троль ные во про сы
1. Ка кие за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния мож но ре шать

симп лекс ным ме то дом?
2. Ка ков при знак оп ти маль но с ти в симп лекс ном ме то де?
3. Как стро ит ся опор ный план?
4. Как оп ре де ля ют ся ве ду щий стол бец и ве ду щая стро ка симп -

лекс ной таб ли цы?
5. Как осу ще ств ля ет ся пе ре рас чет эле мен тов симп лекс ной таб -

ли цы?
6. Ка ко вы ос нов ные слу чаи при ре а ли за ции симп лекс но го ме то да?
7. В ка ких ва ри ан тах по ста нов ки за дач сле ду ет поль зо вать ся

для их ре ше ния ме то дом ис кус ст вен но го ба зи са?
8. Ка кие за да чи сле ду ет ре шать ме то дом Го мо ри?

Задачи
Для ре а ли за ции трех групп то ва ров ком мер че с кое пред -

при ятие рас по ла га ет тре мя ви да ми ог ра ни чен ных ма те ри -
аль но-де неж ных ре сур сов в ко ли че ст ве b1, b2, b3 еди ниц. При
этом для про да жи пер вой груп пы то ва ров на 1 тыс. руб. то ва -
ро обо ро та расхо ду ет ся ре сур са пер во го ви да в ко ли че ст ве
a11 еди ниц, ре сур са вто ро го ви да — в ко ли че ст ве а21 еди ниц,

–3x1 + 4x2 � 12,
3x1 + 4x2 � 30,
x1 
 0, x2 
 0,

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

б)а) 4x1+ 3x2 � 24,
–x1 + x2 � 3,
x1 
 0, x2 
 0,

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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Таб ли ца 2.12

Базисные
переменные

Значения
базисных

переменных
x1 x2 x3 x4 x5

x1
x2

 x5
F(x)

8/3
10/3
–2/3
114/3

1
0
0
0

0
1
0
0

1/3
–1/3

–1/3 �
1

–2/3
5/3

–1/3
3

0
0
1
0

θ max — — 3 9 —

x1
x2
x3

F(x)

2
4
2

36

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

–1
2
1
2

1
–1
–3
3



13. По пред пи са нию вра ча па ци ен ту не об хо ди мо пе рей ти
на ди е ту и за се зон упо тре бить пи та тель ных ве ществ, со дер -
жа щих ся во фрук тах, в ко ли че ст вах, ука зан ных в таб ли це.

Оп ре де ли те, ка кое ко ли че ст во фрук тов каж до го ви да не -
об ходи мо ку пить, что бы вы пол нить пред пи са ние вра ча с ми -
ни мальны ми рас хо да ми.

14. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель оп ре -
де ления струк ту ры вы пу с ка пер вых и вто рых блюд на пред -
при я тии об ще ст вен но го пи та ния при за дан ном квар таль ном
пла не то варо о бо ро та 300 000 руб. и по лу че нии мак си маль но го
до хо да от реали за ции на ос но ве дан ных, при ве ден ных в сле -
ду ю щей таб ли це.

Ресурсы
Плановый

фонд
ресурсов

Нормы затрат ресурсов на 100 блюд

1-е
блюда

2-е 
мясные

2-е 
рыбные

2-е мо -
лочные

Затраты труда на произ-
водство, чел.-ч

80 000 3,6 6,0 37,0 2,5

Затраты труда на обслу-
живание, чел.-ч

140 000 2,2 5,3 5,2 2,7

Издержки производства
и обращения, руб.

17 000 4,4 6,7 6,8 25

Доход, руб. 1,4 2,1 1,6 0,31
Товарооборот, руб. 300 000 30 38 24 23

Вещества
Содержание питательных веществ 

в 1 кг фруктов
Нормы

потребления,
гклубника яблоки смородина

p1 3 2 1 30
p2 1 3 4 70
p3 0 0 5 40
p4 1 0 1 50
Цена, руб. за 1 кг 50 40 30

Питательные вещества Требования,
% от веса

Содержание питательных веществ, %

люцерно-
вая мука

сухая
барда

рыбная
мука

соевый
шрот

Белок Не менее 35 17 25 60 45
Жиры Не менее 1,5 2 5 7 0,5
Клетчатка Не более 8 25 3 1 6,5
Вес 1 т 1 1 1 1
Стоимость, руб. за 1 т ? 700 900 1500 1000
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ли те оп тималь ное ко ли че ст во пиц цы, обес пе чи ва ю щее мак -
си маль ный доход от про даж.

10. По ст рой те эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель оп ре -
де ления струк ту ры блюд на пред при я тии об ще ст вен но го пи -
та ния, обес пе чи ва ю щую мак си маль ный до ход, на ос но ве за -
дан ных норма ти вов за трат про дук тов на пер вые и вто рые
блю да, пред ставлен ных в сле ду ю щей таб ли це.

11. Пред при ни ма тель арен до вал тех но ло ги че с кую ли нию
дере во об ра ба ты ва ю щих стан ков для из го тов ле ния ва гон ки.
Ма газин «Строй ма те ри а лы» за ка зал ком плек ты из трех эле -
мен тов: две ва гон ки дли ной 2 м и од ной ва гон ки дли ной 1,25 м.
По став щик за во зит на гру зо вом ав то мо би ле до с ки тол щи ной
20 мм, ши риной 100 мм, дли ной по 6,5 м — 200 шт. и дли ной
по 4 м — 50 шт.

Рас счи тай те, как рас пи лить до с ки, что бы про дать мак си -
мальное ко ли че ст во ком плек тов.

12. Со ставь те са мый де ше вый ва ри ант 1 т кор мо вой сме си
в со от вет ст вии с тре бо ва ни я ми, пред став лен ны ми в сле ду ю -
щей таб ли це.

Ресурсы

Плано-
вый

фонд
ресурсов

Нормативные затраты ресурсов,
кг на 100 блюд

1-е
блюда

2-е
мясные

2-е
рыбные

2-е
молоч-

ные

2-е
прочие

Мясо 40 4,0 8,0 — — 3,8

Рыба, т 25 2,5 — 10 — —

Овощи, т 27 3,2 2,0 3,0 — 4,6

Мука, крупа, мака-
ронные изделия, т

20 2,1 2,6 2,3 — 2,8

Молоко, л 50 000 6,5 — — 21 —

Доход, руб. 1,3 2,0 1,5 0,3 1,7

Продукты
Нормы затрат на изготовление

100 шт. пиццы, кг Запасы
продуктов, кг

ассорти грибная салями

Грибы 6 7 2 20

Колбаса 5 2 8 18

Тесто 10 8 6 25

Цена за 100 шт., тыс. руб. 9 6 5

110



Са мо ле ты ис поль зу ют ся для пе ре воз ки пас са жи ров на пя -
ти авиа ли ни ях, по каж дой из них за дан объ ем еже ме сяч ных
пе ре возок. По ст рой те оп ти маль ный план пе ре воз ки пас са -
жи ров.

Ре шить за да чи ме то дом ис кус ст вен но го ба зи са.

F(X) = 2x1 + 2x2 + x3 + x4 � min. F(X) = x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 � min.

F(X) = 90x1 + 10x2 + 120x3 � min. F(X) = x1 + 2x2 + 3x3 � max.

F(X) = 192x1 + 210x2 + 234x3�min. F(X) = 6x1 + 12x2 + 3x3 � max.

F(X) = x1 – 24x2 + 12x3 � max. F(X) = 3x1 + 5x2 + x3 + 5x4 � max.

24. ⎧
⎨
⎩

–x1 – 3x2 + 2x3 � 1,
–x1 + 4x2 – x3 
 2

25. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

x1 + 2x2 – 3x3 + x4 
 11,
x2 + x3 – 4x4 � 8,
3x1 + 2x2 + 2x4 = 46,
xk 
 0, k = 1, 4

22. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

4x1 + 3x2 + x3 � 24,
5x1 + 4x2 – x3 
 10,
2x1 + 3x2 + x3 = 18,
xk 
 0, k = 1, 3

23. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

4x1 + 2x2 + 3x3 = 16,
6x1 – 4x2 + x3 � 24,
x1 + x2 + x3 � 11,
xk 
 0, k = 1, 3

20. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2x1 + 3x2 + 4x3 
 24,
3x1 + 2x2 + 3x3 � 46,
4x1 + 4x2 + 5x3 
 20,
xk 
 0, k = 1, 3

21. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

x1 + 2x2 + 3x3 = 18,
2x1 + x2 + 5x3 � 20,
x1 + 2x2 – x3 
 10,
xk 
 0, k = 1, 3

18. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

x1 + x2 + 2x3 – x4 
 2,
2x1 + x2 – 3x3 + x4 = 6,
x1 + x2 + x3 + x4 � 7.
xk 
 0, k = 1, 4

19. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

x1 – x2 + 2x4 � 1,
x1 + x3 + x4 
 1,
x2 + x3 – x4 
 1.
xk 
 0, k = 1, 4

Рейс Протяженность
линий,  ч

Количество
промежуточных 

посадок

Объем
пассажирских
перевозок, чел.

I. Египет —Хургада 5,5 0 4000

II. Испания —Малага 4,5 0 3500

III. Япония — Токио 11 2 35 000

IV. Франция — Париж 3,5 1 7000

V. США — Нью-Йорк 9 2 6000
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15. Бро ке ру бир жи кли ент по ру чил раз ме с тить 100 000 долл.
США на фон до вом рын ке. Не об хо ди мо сфор ми ро вать та кой
порт фель с цен ны ми бу ма га ми, что бы по лу чить мак си маль -
ные про цен ты с вло жен но го ка пи та ла. Вы бор ог ра ни чен че -
тырь мя воз мож ны ми объ ек та ми ин ве с ти ций — ак ци я ми А, В,
С, D, ко торые поз во ля ют по лу чить до ход в раз ме рах со от вет -
ст вен но 6, 8, 10 и 9% го до вых от вло жен ной сум мы. При этом
кли ент по ру чил не ме нее по ло ви ны ин ве с ти ций вло жить
в ак ции А и В. С це лью обес пе че ния лик вид но с ти не ме нее
25% об щей сум мы ка пи та ла нуж но по ме с тить в ак ции D.
Учи ты вая про гноз на из ме не ние ситу а ции в бу ду щем, в ак -
ции С мож но вло жить не бо лее 20% ка пита ла. Спе ци фи ка на -
ло го об ло же ния ука зы ва ет на не об хо ди мость вло же ния в ак -
ции А не ме нее 30% ка пи та ла.

Оп ре де ли те рас пре де ле ние ин ве с ти ций ка пи та ла, обес пе -
чива ю щее мак си маль ный го до вой до ход.

16. Сфор ми руй те оп ти маль ный ас сор ти мент ный на бор
торго во го пред при я тия, вклю ча ю щий 60 на и ме но ва ний то -
ва ров, если из ве ст ны еже днев ный то ва ро обо рот в це лом и по
то вар ным по зи ци ям ко ли че ст вен но-сум мо во го уче та, ста ти с -
ти че с кие данные ко ли че ст вен но го уче та не удов ле тво рен но го
спро са по всем на и ме но ва ни ям то ва ров, ос тат ки то вар ных за -
па сов, тор го вая пло щадь, рас сто я ние до по став щи ков, транс -
порт ные рас хо ды, вид транс пор та и гра фи ки за во за то ва ров.

Оп ре де ли те по те ри то ва ро обо ро та за счет не удов ле тво -
рен ного спро са и за трат на до пол ни тель ные рас хо ды по его
удов лет воре нию. Вве ди те ус лов ные обо зна че ния по ка за те -
лей хо зяй ст венной де я тель но с ти и по ст рой те эко но ми ко-ма -
те ма ти че с кую модель фор ми ро ва ния оп ти маль но го ас сор ти -
мент но го на бо ра.

17. Авиа ком па ния «Аэ ро флот» рас по ла га ет пар ком из са -
мо летов се ми ти пов.

Тип самолета
Загрузка пассажирами Время полета

без посадки, ч
Парк 

самолетов, шт.минимальная максимальная

1. SSj 60 100 4 10
2. ИЛ-62 132 162 12 10
3. ИЛ-86 316 350 5 12
4. ИЛ-96 235 — 10 4
5. В-737 137 — 12 3
6. В-777 231 — 22 2
7. А-310 179 191 12 4
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я тель но с ти не мо жет быть ка те го ри че с ких от ка зов, все де ло
в це не. На чи на ет ся торг во круг це ны на ре сур сы (оце нок ре -
сур сов yi). Тог да по ку па тель бу дет ори ен ти ро вать ся на це ле -
вую функ цию ви да

(y1b1 + y2b2 + y3b3 + ... + ymbm) � min.

Од на ко у вла дель ца-про дав ца свой ин те рес. За еди ни цу 
j-й про дук ции мож но по лу чить при быль cj, а за тра ты на ее
про из вод ст во — (a1j, a2j, a3j, ..., amj) еди ниц ре сур сов, по это му
вы год нее так оце нить ре сур сы, что бы в це лом для всех ви дов
про дук ции j бы ло со блю де но ус ло вие:

y1a1j + y2a2j + y3a3j + ... + ymamj 
 cj.

Ар гу мен ты про дав ца и по ку па те ля поз во ля ют сфор ми ро -
вать двой ст вен ную за да чу ли ней но го про грам ми ро ва ния.

2.4.1. По ст ро е ние двой ст вен ной за да чи

Двой ст вен ная об рат ная за да ча — за да ча ли ней но го про -
грам миро ва ния, фор му ли ру е мая с по мо щью оп ре де лен ных
пра вил не посред ст вен но из ус ло вий ис ход ной, или пря мой,
за да чи. В ли те ра туре по ли ней но му про грам ми ро ва нию в боль-
шин ст ве слу ча ев рассма т ри ва ют ся фор му ли ров ки двой ст вен-
ной за да чи, со от вет ст вующие раз лич ным фор мам за пи си пря-
мой за да чи, ко то рые, в свою оче редь, оп ре де ля ют ся ти пом
ог ра ни че ний, зна ка ми пе ре мен ных и на прав ле ни ем оп ти ми -
за ции (мак си ми за ция или ми ни ми за ция).

Рас смо т рим обоб щен ную фор му ли ров ку двой ст вен ной
за дачи ли ней но го про грам ми ро ва ния, ко то рая при ме ни ма
к лю бой фор ме пред став ле ния пря мой за да чи. В ос но ву та -
кой фор му лиров ки по ло жен тот факт, что ис поль зо ва ние
симп лекс-ме то да тре бу ет при ве де ния лю бой за да чи ли ней -
но го про грам ми ро ва ния к стан дарт ной фор ме. Так как все
ме то ды вы чис ле ний, ос но ванные на со от но ше ни ях двой ст -
вен но с ти, пред по ла га ют не по средствен ное ис поль зо ва ние
симп лекс-таб лиц, фор му ли ров ка двойствен ной за да чи в со -
от вет ст вии со стан дарт ной фор мой пря мой за да чи пред став -
ля ет ся до ста точ но ло гич ной. Сле ду ет, од на ко, помнить, что
при во ди мая ни же фор му ли ров ка двой ст вен ной за дачи яв ля -
ет ся обоб щен ной в том смыс ле, что она при ме ни ма ко всем
фор мам пря мой за да чи.

Пря мая за да ча ли ней но го про грам ми ро ва ния в стан дарт -
ной фор ме за пи сы ва ет ся сле ду ю щим об ра зом:
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За да чи це ло чис лен но го про грам ми ро ва ния.

F(x) = 2x1 + 4x2 � max. F(x) = x1 + 3x2 � max.

F(x) = 2x1 + 15x2 � max. F(x) = x1 + x2 � max.

F(x) = x1 + x2 � max. F(x) = 10x1 + 9x2 � max.

F(x) = 2x1 + 4x2 � max. F(x) = 7x1 + 3x2 � max.

2.4. Двой ст вен ные за да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния
В этой гла ве вво дит ся но вое по ня тие те о рии ли ней но го

програм ми ро ва ния — по ня тие двой ст вен но с ти. Бу ду чи ис -
клю читель но важ ным в те о ре ти че с ком от но ше нии, оно име -
ет бо га тое эко но ми че с кое со дер жа ние. На ос но ве те о рии
двой ст вен но с ти раз ра бо тан ал го ритм ре ше ния за дач ли ней -
но го про грам ми ро вания — двой ст вен ный симп лекс ный ме -
тод и эф фек тив ные ме то ды ана ли за мо де лей на чув ст ви тель -
ность. Лю бой за да че ли ней но го про грам ми ро ва ния мож но
по ста вить в со от вет ст вие дру гую за дачу, сфор му ли ро ван ную
по стан дарт ным пра ви лам та ким об ра зом, что ре ше ние лю -
бой из них яв ля ет ся и ре ше ни ем дру гой за да чи. Та кие за да чи
на зы ва ют ся вза и мо двой ст вен ны ми, они вме с те об ра зу ют за -
да чу тор га.

Вла дель цу пред при я тия по ку па тель пред ло жил про дать
ему все или часть име ю щих ся ре сур сов. В ком мер че с кой де -

32. ⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

2x1 + 13x2 � 19/3,
x1 + 3x2 
 10,
x1 
 0, x2 
 0

33. ⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

5x1 + 2x2 � 20,
8x1 + 4x2 
 38,
x1 
 0, x2 
 0

30. ⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

5x1 + 2x2 � 10,
2x1 + 5x2 
 10,
x1 
 0, x2 
 0

31. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

3x1 + 2x2 � 24,
7x1 + 20x2 
 140,
2x2 
 11,
x1 
 0, x2 
 0

28. ⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

7x1 + 12x2 � 66,
4x1 + x2 � 18,
x1 
 0, x2 
 0

29. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

8x1 + 13x2 � 104,
x1 
 10,8,
x2 
 3,
x1 
 0, x2 
 0

26. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

2x1 + 3,2x2 � 64,
x1 � 20,
x2 � 11,
x1 
 0, x2 
 0

27. ⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

10x1 + 15x2 � 300,
x1 
 10,8,
x2 
 7,2,
x1 
 0, x2 
 0
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должна быть не мень ше до хо да, по лу ча е мо го при ре а ли за ции
еди ни цы j-й груп пы то ва ров, а об щая сто и мость всех ре сур -
сов долж на быть ми ни ми зи ро ва на.

В це лом двой ст вен ная за да ча по от но ше нию к ис ход ной
состав ля ет ся со глас но сле ду ю щим пра ви лам.

1. Чис ло пе ре мен ных в двой ст вен ной за да че рав но чис лу
огра ни че ний в пря мой за да че.

2. Ма т ри ца ко эф фи ци ен тов си с те мы ог ра ни че ний двой ст -
венной за да чи по лу ча ет ся из ма т ри цы ко эф фи ци ен тов си с -
те мы огра ни че ний пря мой за да чи пу тем транс по ни ро ва ния.

3. Си с те ма ог ра ни че ний двой ст вен ной за да чи за пи сы ва -
ет ся в ви де не ра венств про ти во по лож но го смыс ла не ра вен ст -
вам си с темы ог ра ни че ний пря мой за да чи.

4. Сво бод ны ми чле на ми си с те мы ог ра ни че ний двой ст вен ной
за да чи яв ля ют ся ко эф фи ци ен ты функ ции це ли пря мой за да чи.

5. Двой ст вен ная за да ча ре ша ет ся на ми ни мум, ес ли це ле -
вая функ ция пря мой за да чи за да ет ся на мак си мум, и на обо рот.

6. Ко эф фи ци ен та ми функ ции це ли двой ст вен ной за да чи
служат сво бод ные чле ны си с те мы ог ра ни че ний пря мой за да чи.

7. Ес ли пе ре мен ная пря мой за да чи хj 
 0, то j-e ус ло вие си -
с темы ог ра ни че ний двой ст вен ной за да чи яв ля ет ся не ра вен -
ст вом, ес ли xj — лю бое чис ло, то j-e ус ло вие двой ст вен ной за -
да чи представ ля ет со бой урав не ние.

8. Ес ли i-е со от но ше ние пря мой за да чи яв ля ет ся не ра -
венством, то со от вет ст ву ю щая оцен ка i-го ре сур са — пе ре -
мен ная yi 
 0, ес ли i-е со от но ше ние пред став ля ет со бой урав -
не ние, то пе ре менная двой ст вен ной за да чи уi — лю бое чис ло.

Ре ше ние пря мой за да чи да ет оп ти маль ные объ е мы в струк-
туре то ва ро обо ро та тор го во го пред при я тия, а ре ше ние двой -
ст венной — оп ти маль ную си с те му оце нок ре сур сов, ис поль -
зу е мых для ре а ли за ции то ва ров.

2.4.2. Те о ре мы двой ст вен но с ти

Каж дая из па ры двой ст вен ных за дач мо жет быть ре ше на
само сто я тель но. Од на ко при оп ре де ле нии оп ти маль но го пла -
на пря мой зада чи на хо дит ся их ре ше ние двой ст вен но.

Если Х* = (х1
*, х2

*, ..., хn
*) — оп ти маль ный план пря мой за -

дачи, а Y * = (y1
*, y2

*, ..., y*
m) — си с те ма оп ти маль ных оце нок ре -

сурсов, то

max F(X) = min F(Y), (2.11)

т.е. мак си маль но воз мож ный до ход от про да жи то ва ров (или
произ вод ст ва про дук ции), ко то рый мо жет быть по лу чен при

117

мак си ми зи ро вать

F(X) = cj xj (2.5)

при ог ра ни че ни ях

Что бы сфор му ли ро вать ус ло вия двой ст вен ной за да чи, про  -
ведем сим ме т рич ное струк тур ное пре об ра зо ва ние ус ло вий
пря мой за да чи в со от вет ст вии со сле ду ю щи ми пра ви ла ми:

1) каж до му ог ра ни че нию пря мой за да чи со от вет ст ву ет
пе ремен ная двой ст вен ной за да чи;

2) каж дой пе ре мен ной пря мой за да чи со от вет ст ву ет ог ра -
ниче ние двой ст вен ной за да чи;

3) ко эф фи ци ен ты при не ко то рой пе ре мен ной, фи гу ри ру -
ю щие в ог ра ни че ни ях пря мой за да чи, ста но вят ся ко эф фи ци -
ен та ми левой ча с ти со от вет ст ву ю ще го ог ра ни че ния двой ст -
вен ной за да чи, а ко эф фи ци ент, фи гу ри ру ю щий при той же
пе ре мен ной в вы ра жении для це ле вой функ ции пря мой за да -
чи, ста но вит ся по сто ян ной пра вой ча с ти это го же ог ра ни че -
ния двой ст вен ной за да чи.

На при ме ре за да чи пла ни ро ва ния то ва ро обо ро та двой ст -
венная за да ча фор му ли ру ет ся сле ду ю щим об ра зом: оп ре де -
лить оценку (не яв ную сто и мость) еди ни цы каж до го ви да ре -
сур сов yj (i = 1, m), что бы при за дан ных объ е мах ре сур сов bi,
при бы ли cj, нор мах рас хо да ре сур сов аij ми ни ми зи ро вать
оценку всех ре сур сов тор го во го пред при я тия, за тра чен ных
на ор га низа цию тор го во го про цес са.

За пи шем ма те ма тичес кую мо дель двой ст вен ной за да чи.
Оп ре де лить век тор Y = (y1, y2, ..., ym), ко то рый удов ле тво -

ря ет ог ра ни че ни ям

и обес пе чи ва ет ми ни маль ное зна че ние це ле вой функ ции

Z(Y) = bi yi � min. (2.10)

Ог ра ни че ния (2.5) по ка зы ва ют, что сто и мость всех ре сур -
сов, за тра чен ных на про да жу еди ни цы j-й груп пы то ва ров,
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Для оп ти маль ных пла нов Х* и Y * па ры двой ст вен ных за -
дач не об хо ди мо и до ста точ но, что бы они удов ле тво ря ли си с -
те ме урав не ний

Вто рая те о ре ма двой ст вен но с ти, ма те ма ти че с ки за пи сан-
ная си с те мой урав не ний (2.14), мо жет быть ин тер пре ти ро ва на
следу ю щим об ра зом. Ес ли в оп ти маль ном пла не не ко то рый

i-й ресурс ис поль зо ван не пол но стью, т.е. ес ли aij xj
* < bi, то

со ответ ст ву ю щая оцен ка i-го ре сур са yi
* = 0.

Та ким об ра зом, по ло жи тель ную двой ст вен ную оцен ку yi
*

име ют лишь те ви ды ре сур сов, ко то рые пол но стью ис поль зу -

ют ся в оп ти маль ном пла не, т.e. ког да aij xj
* = bj.

Вто рая часть урав не ний си с те мы (2.14) сви де тель ст ву ет
о том, что про да же в оп ти маль ном пла не под ле жат толь ко те
ви ды то ва ров xj

* > 0, для ко то рых оцен ка за тра чен ных на их
ре а ли зацию ре сур сов рав на до хо ду от их про да жи, т.е. ес ли

aij yi
* = cj. Не це ле со об раз но про да вать те ви ды то ва ров, для

ко то рых aij yi
* > cj. В этом слу чае в оп ти маль ном пла не объ -

ем ре а ли зации дан но го то ва ра xj
* = 0.

При мер 2.10. Со ста вим двой ст вен ную за да чу к пря мой за да че
пла ни ро ва ния то ва ро обо ро та, ко то рая ре ше на симп лекс ным мето -
дом в п. 2.3.2.
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имеющих ся за па сах ре сур сов, ра вен оцен ке этих ре сур сов.
Сфор му лиро ван ное ут верж де ние из ве ст но под на зва ни ем
пер вой те о ре мы двой ст вен но с ти.

Оп ти маль ный план мож но за пи сать в ма т рич ном ви де

X * = A–1B, (2.12)

где А–1 — об рат ная ма т ри ца к ма т ри це, со став лен ной из ком -
по нент-век торов, во шед ших в оп ти маль ный план.

Под ста вим вы ра же ние оп ти маль но го пла на в урав не -
ние (2.11)

Cδ A
–1B = Y *B, (2.13)

где Cδ — ма т ри ца ко эф фи ци ен тов ба зис ных пе ре мен ных, во -
шед ших в оп тималь ный план.

Тог да оп ти маль ный план двой ст вен ной за да чи ра вен

Y * = Cδ A
–1. (2.14)

Та ким об ра зом, ес ли най ти оп ти маль ный план пря мой за -
дачи, ис поль зуя вы ра же ние (2.13), мож но по лу чить оп ти -
маль ный план двой ст вен ной за да чи. Пос кольку в си с те ме
урав не ний прямой за да чи сре ди век то ров Аj ( j = 1, n + m)
име ют ся т еди нич ных, то ма т ри ца А–1 рас по ло же на в пер вых
т стро ках оп ти маль ной симп лекс ной таб ли цы в столб цах
еди нич ных век то ров. Тог да нет не об хо ди мо с ти оп ре де лять
оп ти маль ный план двой ст вен ной зада чи ум но же ни ем Cδ на
А–1, по сколь ку ком по нен ты это го пла на сов па да ют с со от вет -
ст ву ю щи ми эле мен та ми ин декс ной (m – 1)-й стро ки столб -
цов еди нич ных век то ров.

Ус та но вим со от вет ст вие меж ду пе ре мен ны ми пря мой
и двойствен ной за дач в симп лекс ной таб ли це.
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Пе ре мен ные пря мой за да -
чи (заго ло вок симп лекс -
ной таб ли цы)

x1 x2 ...  xn

ос нов ные

⎧ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎩

xn+1 xn+2 ...  xn+m

до пол ни тель ные

⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩

Пе ре мен ные двой ст вен -
ной за дачи (их зна че ния
рас по ло же ны в ин декс -
ной стро ке оп ти маль ной
симп лекс ной таб ли цы)

ym+1 ym+2 ...  ym+n

до пол ни тель ные

⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩

y1 y2 ...  ym

ос нов ные

⎧ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎩

Со глас но со пря жен ным па рам пе ре мен ных из ре ше ния
прямой за да чи мож но по лу чить ре ше ние двой ст вен ной, не
ре шая ее, и на обо рот, из ре ше ния двой ст вен ной за да чи — ре -
ше ние пря мой.

Пря мая за да ча
X = (x1, x2, x3)

F(X) = 3x1 + 5x2 + 4x3 � max

0,1x1 + 0,2x2 + 0,4x3 � 1100,
0,05x1 + 0,02x2 + 0,02x3 � 120,
3x1 + x2 + 2x3 � 8000,
x1 
 0, x2 
 0, x3 
 0,

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

Двойственная за да ча
Y = (y1, y2, y3)

F(Y) = 1100t1 + 120y2 +
+ 8000y3 � min

0,1y1 + 0,05y2 + 3y3 
 3,
0,2y1 + 0,02y2 + y3 
 5,
0,4y1 + 0,02y2 + 2y3 
 4,
y1 
 0, y2 
 0, y3 
 0,

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩



тре ть е го ви да не яв ля ет ся де фи цит ным, и его оцен ка в оп ти маль -
ном пла не y3

* = 0.
Та ким об ра зом, по ло жи тель ную двой ст вен ную оцен ку име ют

лишь те ви ды ре сур сов, ко то рые пол но стью ис поль зу ют ся в опти -
маль ном пла не. По это му двой ст вен ные оцен ки оп ре де ля ют дефи -
цит ность ре сур сов.

При под ста нов ке оп ти маль ных двой ст вен ных оце нок в си с тему
ог ра ни че ний двой ст вен ной за да чи по лу чим

Пер вое и вто рое ог ра ни че ния двой ст вен ной за да чи вы пол няют  -
ся как ра вен ст ва. Это оз на ча ет, что двой ст вен ные оцен ки ресур сов,
ис поль зу е мых для ре а ли за ции еди ни цы то ва ров пер вой и вто рой
групп, рав ны в точ но с ти до хо дам. По это му про да вать эти ви ды то ва-
ров эко но ми че с ки це ле со об раз но, а их ре а ли за ция преду с мо т ре на
оп ти маль ным пла ном пря мой за да чи (х1

* > 0, х2
* > 0). Тре тье ог ра ни-

че ние двой ст вен ной за да чи вы пол ня ет ся как строгое не ра вен ст во.
Это оз на ча ет, что двой ст вен ная оцен ка, ис пользу е мая при ре а ли за -
ции еди ни цы то ва ра тре ть ей груп пы, вы ше дохо да от его про да жи.
Сле до ва тель но, про да вать то ва ры тре ть ей груп пы нeвыгoднo,
и дей ст ви тель но в oптимaльном пла не прямой за да чи x3

* = 0.
Ве ли чи на двой ст вен ной оцен ки по ка зы ва ет, на сколь ко возрас -

та ет зна че ние це ле вой функ ции при уве ли че нии де фи цит но го ре -
сур са на еди ни цу. На при мер, уве ли че ние ра бо че го вре ме ни на
1 чел.-ч при ве дет к по лу че нию но во го оп ти маль но го пла на, в кото -
ром при быль воз ра с та ет на 23,75 и ста нет рав ной

F(X *) = 27625 + y1
* = 27625 + 23,75 = 27648,75 тыс. руб.

При этом ко эф фи ци ен ты оп ти маль ной симп лекс ной табл. 2.6
столб ца х4, ко эф фи ци ен ты струк тур ных сдви гов kc пока зы ва ют, что
ука зан ное уве ли че ние при бы ли до сти га ет ся за счет уве ли че ния ре -
а ли за ции вто рой груп пы то ва ра на ве ли чи ну 6,25 еди ни цы, умень -
ше ния объ е ма про да жи пер вой груп пы то ва ра на ве ли чи ну 2,5 еди -
ни цы и умень ше ния ос тат ка ре сур са тре ть е го вида на 62,5 м2.

В то же вре мя ввод в про да жу не вы год ной груп пы то ва ров
умень ша ет раз мер до хо да. Ес ли x3

* = 1, то

F(X *) = 27625 – 5,75 = 27619,25 тыс. руб.

При этом ко эф фи ци ен ты струк тур ных сдви гов оп ти маль ной
симп лекс ной табл. 2.6 столб ца x3 по ка зы ва ют, что ука зан ное умень -
ше ние до хо да про ис хо дит за счет умень ше ния объ е ма прода жи вы -
год но го то ва ра вто рой груп пы на ве ли чи ну 2,25 еди ни цы, уве ли че -
ния про да жи пер вой груп пы то ва ра на 0,5 еди ни цы и умень ше ния
ос тат ка ре сур сов тре ть е го ви да на 1,25 м2.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0,1 · 23,75 + 0,05 · 12,5 + 3 · 0 = 3,
0,2 · 23,75 + 0,02 · 12,5 + 1 · 0 = 5,
0,4 · 23,75 + 0,02 · 12,5 + 2 · 0 > 4.
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За да чи об ра зу ют сим ме т ри че с кую па ру двой ст вен ных за дач.
Ре ше ние пря мой за да чи да ет оп ти маль ный план то ва ро обо ро та по
ре а ли за ции трех групп то ва ров, а ре ше ние двой ст вен ной — опти -
маль ную си с те му оце нок ре сур сов, ис поль зу е мых в про цес се ре а ли -
за ции.

Ре ше ние пря мой за да чи по лу че но симп лекс ным ме то дом. Оп ти -
маль ный план то ва ро обо ро та

X * = (250; 5375; 0; 0; 0; 1875);   F(X *) = 27 625 тыс. руб.

Ис поль зуя по след нюю ите ра цию пря мой за да чи (план III симп -
лекс ной табл. 2.6), най дем оп ти маль ный план двой ст венной за да чи. 

Из те о ре мы двой ст вен но с ти сле ду ет, что Y * = Cδ A
–1.

Со ста вим ма т ри цу А из ком по нен тов век то ров, вхо дя щих в оп -
ти маль ный ба зис.

A = (A2, A1, A6) = .

Оп ре де лив об рат ную ма т ри цу А–1 ка ким-ли бо ме то дом, напри -
мер че рез ал ге б ра и че с кие до пол не ния, по лу чим:

A–1 = .

Как вид но из пла на III симп лекс ной табл. 2.6, об рат ная матри ца
А–1 рас по ло же на в столб цах до пол ни тель ных пе ре мен ных x4, x5, x6.

Тог да

Y * = Cδ A
–1 = (5, 3, 0) = (23,75; 12,5; 0).

Оп ти маль ный план двой ст вен ной за да чи ра вен:

Y * = (23,75; 12,5; 0; 0; 0; 5,75);   Z(Y *) = 27625.

Под ста вим оп ти маль ный план пря мой за да чи в си с те му ог ра ни -
чен ной ма те ма ти че с кой мо де ли пла ни ро ва ния то ва рообо ро та

Пер вое и вто рое ог ра ни че ния пря мой за да чи вы пол ня ют ся как
ра вен ст ва. Это оз на ча ет, что ре сур сы пер во го и вто ро го ви дов пол -
но стью ис поль зу ют ся в оп ти маль ном пла не, яв ля ют ся де фицит ны -
ми и их оцен ки со глас но вто рой те о ре ме двой ст вен но с ти от лич ны
от ну ля (y1

* > 0, у2
* > 0). Тре тье ог ра ни че ние вы пол ня ется как стро -

гое не ра вен ст во, т.е. ре сурс тре ть е го ви да из рас хо дован не пол но -
стью, ос та ток его в оп ти маль ном пла не x6

* = 1875. Зна чит, ре сурс

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0,1 · 250 + 0,2 · 5375 +  0,4 · 0 = 1100,
0,05 · 250 + 0,02 · 5375 + 0,02 · 0 = 120,
3 · 250 + 1 · 5375 + 2 · 0 < 8000.

⎛
⎜
⎝

6,25
–2,5
1,25

–12,5
25

–62,5

0
0
1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

6,25
–2,5
1,25

–12,5
25

–62,5

0
0
1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

0,2
0,02

1

0,1
0,05

3

0
0
1

⎞
⎟
⎠

120



пла на от но ситель но из ме не ний сво бод ных чле нов си с те мы
ли ней ных урав нений, оце нить сте пень вли я ния из ме не ния bi
на зна че ние це ле вой функ ции и оп ре де лить на и бо лее це ле со -
об раз ный ва ри ант из мене ний bi.

Сле до ва тель но, ин те рес пред став ля ет оп ре де ле ние ин тер -
валов ус той чи во с ти (не из мен но с ти) двой ст вен ных оце нок
по от ноше нию к воз мож ным из ме не ни ям за па сов ре сур сов
каж до го ви да (bi + Δbi). При этом ус ло вие ус той чи во с ти двой-
ст вен ных оце нок за да чи ис хо дит из вы ра же ния

X� = X* + ΔX = A–1(B + ΔB) = A–1B + A–1ΔB,

в ко то ром ком по нен ты век то ра X� долж ны быть не от ри ца -
тель ны, хi 
 0. На этом ос но ва нии для за да чи, ре ше ние ко то -
рой при ве дено в табл. 2.7, мож но за пи сать та кое вы ра же ние

От ку да по лу ча ем ус ло вие ус той чи во с ти:

За тем по сле до ва тель но на хо дим ин тер ва лы ус той чи во с -
ти, оп ре де ля ю щие без ри с ко вую зо ну:

Δb1 � 0, Δb2 = Δb3 = Δb4 = 0, –1 � Δb1 � 0,5, 2 � b1 + Δb1 � 3,5, 
Δb2 � 0, Δb1 = Δb3 = Δb4 = 0, –1 � Δb2 � 2, 3 � b2 + Δb2 � 6,

Δb3 � 0, Δb1 = Δb2 = Δb4 = 0, Δb3 
 –3,5, b3 + Δb3 
 –2,

Δb4 � 0, Δb1 = Δb2 = Δb3 = 0, Δb4 
 –2/3, b4 + Δb4 
 1 ,

за пре де ла ми ко то рых на хо дит ся зо на кри ти че с ко го ри с ка.
Для кор рект но го ре ше ния за да чи не об хо ди мо вве с ти еще

допол ни тель ные ог ра ни че ния, вы те ка ю щие из эко но ми че с -
ко го содер жа ния ре ша е мой за да чи.

Пре дель ные зна че ния (ни жняя и верх няя гра ни цы) из ме -
нения каж до го из ре сур сов, для ко то рых двой ст вен ные оцен -
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Та ким об ра зом, двой ст вен ные оцен ки свя за ны с оп ти маль -
ным пла ном пря мой за да чи. Вся кое из ме не ние ис ход ных
дан ных пря мой за да чи ока зы ва ет вли я ние на ее оп ти маль -
ный план и си с те му двой ст вен ных оце нок. В свою оче редь
двой ст вен ные оцен ки слу жат ин ст ру мен том ана ли за и при -
ня тия пра виль ных ре ше ний в ус ло ви ях ме ня ю щих ся ком -
мер че с ких си ту а ций.

2.4.3. Ана лиз ус той чи во с ти двой ст вен ных оце нок

В оп ти маль ном ре ше нии двой ст вен ной за да чи зна че ния
пере мен ной yi

* рав ны ча ст ным про из вод ным ли ней ной функ-
ции Fmax(b1, b2, ..., bm) по со от вет ст ву ю щим ар гу мен там, т.е.

= yi
*,   i = 1, m. (2.15)

Те о ре ма о двой ст вен ных оцен ках поз во ля ет оп ре де лить
прира ще ние це ле вой функ ции при ма лых из ме не ни ях сво -
бод ных чле нов Δbi си с те мы ог ра ни че ний:

ΔF i
* � Y *Δbi = yi

*Δbi, (2.16)

где Y * — оп ти маль ное ре ше ние двой ст вен ной за да чи; Y * =
= (y1

*, ..., y*
m).

Из со от но ше ния (2.16) сле ду ет, что двой ст вен ные оцен ки
ре сур сов по ка зы ва ют, на сколь ко де неж ных еди ниц из ме ня -
ет ся до ход от ре а ли за ции про дук ции при из ме не нии за па са
со от ветству ю ще го ре сур са на од ну еди ни цу. Та ким об ра зом,
те о рия двойствен но с ти поз во ля ет про ве с ти эко но ми че с кий
ана лиз па ры двойствен ных за дач, в ча ст но с ти оп ре де лить де -
фи цит ность ре сур сов, сы рья, про дук ции и ус та но вить зо ны
ком мер че с ко го ри с ка: безри с ко вая зо на; зо на до пу с ти мо го
ри с ка; зо на кри ти че с ко го риска; зо на ка та ст ро фи че с ко го ри -
с ка. Боль шей ус лов ной оцен ке со от вет ст ву ет на и бо лее де фи -
цит ный ре сурс. Для i-го не де фи цитно го ре сур са двой ст вен -
ная оцен ка y1

* = 0.
С по мо щью двой ст вен ной оцен ки мож но оп ре де лить сте -

пень вли я ния из ме не ния ог ра ни че ний на зна че ние це ле вой
функ ции.

Та ким об ра зом, ес ли по лу че но оп ти маль ное ре ше ние за -
да чи ли ней но го про грам ми ро ва ния, то мож но про ве с ти ана -
лиз ус тойчи во с ти двой ст вен ных оце нок от но си тель но из ме -
не ний bi, т.е. про ана ли зи ро вать ус той чи вость оп ти маль но го

m

Σ
i =1

∂Fmax–––––
∂bi
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ос тат ка. При этом струк тур ных из ме не ний в оп ти маль ном
пла не не бу дет, так как двой ст вен ная оцен ка y3

* = 0.
В оп ти маль ный план не во шла ос нов ная пе ре мен ная x3,

т.е. тре тья груп па то ва ра не вы год на к про да же. Оп ре де лим
мак сималь но воз мож ный объ ем про да жи тре ть ей груп пы то ва -
ра в рамках ус той чи во с ти по лу чен ных двой ст вен ных оце нок:

– � x3 � ; ;

–500 � x3 � 1500.

Та ким об ра зом, в про да жу мож но вво дить тре тью груп пу
то вара в ко ли че ст ве до по лу то ра ты сяч еди ниц. Со ста вим
суб оп тималь ные ва ри ан ты пла на с уче том из ме не ний ис ход -
ных дан ных мо де ли табл. 2.6.

1. Пусть тор го вое пред при я тие на ня ло до пол ни тель ных
продав цов и ра бо чее вре мя уве ли чи лось на 50 чел.-ч.

В ре зуль та те объ ем про даж вто рой груп пы то ва ров уве ли -
чился, а пер вой груп пы — умень шил ся, не до ис поль зо ва ние
складских по ме ще ний воз рос ло, до ход уве ли чил ся.

2. Пусть вто рой вид ре сур са (пло щадь тор го вых за лов)
уменьшил ся на 5 м2.

В ре зуль та те умень ше ния де фи цит но го ре сур са со кра тил -
ся объ ем про да жи пер вой груп пы то ва ра, уве ли чил ся объ ем
про дажи вто рой груп пы то ва ра, ос та ток тре ть е го ре сур са уве -
ли чил ся, до ход от ре а ли за ции то ва ра со кра тил ся.

Базисные
переменные

Значения 
базисных

переменных

Коэффициент
структурных

сдвигов
(kc) по b2(x4)

Произведение
kc на Δb2 = –5

Расчет
варианта

плана

x2
x1
x6

5375
250

1875

–12,5
25

–62,5

62,5
–125
312,5

5437,5
125

2187,5

F(X3) 27 625 12,5 –62,5 27 562,5

Базисные
переменные

Значения 
базисных

переменных

Коэффициент
структурных

сдвигов
(kc) по b1(x4)

Произведение
kc на Δb1 = 50

Расчет
варианта

плана

x2
x1
x6

5375
250

1875

6,25
–2,5
1,25

312,5
–125
62,5

5687,5
125

1937,5

F(X3) 27 625 23,75 1187,5 28 812,5

max
d3k < 0

⎧
⎨
⎩

250
———
–0,5

⎫
⎬
⎭

min
d3k > 0

⎧
⎨
⎩

5375
————
2,25

1875
———
12,5

⎫
⎬
⎭
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ки оста ют ся не из мен ны ми, оп ре де ля ют ся еще и та ким об ра -
зом:

Δbi
– = – � Δbi � – = Δbi

+,

где Δbi — ве ли чи на из ме не ния i-го ре сур са; Δbi
+ — ве ли чи на

уве ли че ния i-го ре сур са; Δbi
– — ве ли чи на умень ше ния i-го ре -

сур са; xj
* — ком по нен ты оп ти маль но го пла на; dij — ко эф фи -

ци ен ты столб цов сво бод ных пе ре мен ных в оп ти маль ном
пла не (ко эф фи ци ен ты струк тур ных сдви гов, эле мен ты об -
рат ной ма т ри цы к ба зи су оп ти маль но го пла на).

Ес ли в план вклю ча ет ся ре а ли за ция не вы год но го с точ ки
зрения до хо да то ва ра, то объ ем воз мож ной про да жи в рам ках
ус тойчи во с ти оп ти маль но го пла на оп ре де ля ет ся сле ду ю щим
ин тер валом:

– � xk � – .

Про ве дем ана лиз ус той чи во с ти двой ст вен ных оце нок за -
да чи пла ни ро ва ния то ва ро обо ро та (при мер 2.2, табл. 2.6).

Пер вый вид ре сур са — вре мя ра бо ты про дав цов — мо жет
из менять ся в пре де лах:

– ; – � Δb1 � – ;

–860 � Δb1 � 100.

Та ким об ра зом, пер вый вид ре сур са мо жет быть умень -
шен на 860 чел.-ч или уве ли чен на 100 чел.-ч. Ин тер вал из ме -
не ния ра вен

[b1 + Δb1
–; b1 + ΔΔb1

–] = [1100 – 860; 1100 + 100] = [240; 1200].

Вто рой ре сурс (пло щадь тор го вых за лов) мо жет ме нять ся
в пре де лах:

– � Δb2 � – ; – ;

–10 � Δb2 � 30.

Ин тер вал из ме не ния вто ро го ре сур са

[120 – 10; 120 + 30] = [110;150].

Тре тий вид ре сур са — пло ща ди склад ских по ме ще ний —
в опти маль ном пла не не до ис поль зо ван, яв ля ет ся не де фи цит -
ным. Уве ли че ние дан но го ре сур са при ве дет лишь к рос ту его

max
d5k > 0

⎧
⎨
⎩

250
——
25

⎫
⎬
⎭

min
d5k < 0

⎧
⎨
⎩

5375
————
–12,5

1875
————
–62,5

⎫
⎬
⎭

max
d4k > 0

⎧
⎨
⎩

5375
———
6,25

1875
———
1,25

⎫
⎬
⎭

min
d4k < 0

⎧
⎨
⎩

250
———
–2,5

⎫
⎬
⎭

max
djk < 0

⎧
⎨
⎩

xj
*

——
djk

⎫
⎬
⎭

min
djk > 0

⎧
⎨
⎩

xj
*

——
djk

⎫
⎬
⎭

max
dij > 0

⎧
⎨
⎩

xj
*

——
dij

⎫
⎬
⎭

min
dij > 0

⎧
⎨
⎩

xj
*

——
dij

⎫
⎬
⎭
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• ус та но вить со пря жен ные па ры пря мой и двой ст вен ной
за дач;

• со глас но со пря жен ным па рам пе ре мен ных из ре ше ния
прямой за да чи по лу чить ре ше ние двой ст вен ной за да чи;

• рас счи тать ин тер ва лы ус той чи во с ти двой ст вен ных оце -
нок и, ис поль зуя ко эф фи ци ен ты струк тур ных сдви гов в оп ти-
маль ной симп лекс ной таб ли це, вы пол нить рас че ты ва ри ан тов
для из менив шей ся хо зяй ст вен ной си ту а ции в со от вет ст вии
с таб ли цей.

2.5. Ме тод по тен ци а лов
В п. 2.2.5 сфор му ли ро ва на за да ча по пе ре воз ке гру зов, ко то -

рая на зы ва ет ся транс порт ной за да чей и за клю ча ет ся в оп ре -
де лении оп ти маль но го пла на пе ре во зок не ко то ро го од но род -
но го груза из т пунк тов от прав ле ния А1, А2, ..., Аm в n пунк тов
по треб ления B1, B2, ..., Bn.

Рас смо т рим транс порт ную за да чу, где кри те ри ем оп ти -
мально с ти яв ля ет ся сто и мость пе ре во зок всех гру зов, ко то -
рая долж на быть ми ни маль ной.

Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая мо дель транс порт ной за да чи
(п. 2.2.5) со дер жит си с те мы ли ней ных урав не ний (2.1) и (2.2),
ус ло вие не от ри ца тель но с ти пе ре мен ных xij (2.3) и це ле вую
функ цию (2.4).

Сле ду ет иметь в ви ду следующее.
1. Вся кое не от ри ца тель ное ре ше ние системы линейных

уравне ний, оп ре де ля е мое ма т ри цей Х = (xij), i = 1, m; j = 1, n,
на зы вает ся до пу с ти мым пла ном транс порт ной за да чи.

2. Ранг ма т ри цы, со став лен ный из ко эф фи ци ен тов при
не из вестных си с те мы ли ней ных урав не ний транс порт ной за -
да чи, на едини цу мень ше чис ла урав не ний, т.е. ра вен (m + n – 1).

Номер
задачи

Коммерческая ситуация

ввести в продажу 
k-ю товарную группу

увеличить объем
i-го ресурса

сократить объем
i-го ресурса

1 x2 = 5 Δb2 = 20 Δb3 = 10

2 x1 = 90 Δb1 = 200 Δb2 = 300

3 x2 = 50 Δb1 = 100 Δb2 = 10

4 x1 = 20 Δb1 = 2 Δb1 = 50

5 x1 = 60 Δb1 = 300 Δb2 = 100

6 x1 = 30 Δb1 = 6 Δb3 = 1

7 x3 = 20 Δb1 = 40 Δb2 = 100
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3. В про да жу не об хо ди мо вклю чить тре тью груп пу то ва ра
в ко ли че ст ве x3 = 100.

Сле до ва тель но, вклю че ние в ре а ли за цию то ва ра тре ть ей
группы x3 = 100 при ве дет к умень ше нию про да жи вто рой
груп пы то вара, уве ли че нию пер вой груп пы, со кра ще нию ос -
тат ка тре ть е го вида ре сур са. До ход от ре а ли за ции то ва ров
умень шил ся, так как про да жа дан ной груп пы не вы год на
пред при я тию. Та ким об разом, ана лиз ус той чи во с ти двой ст -
вен ных оце нок поз во ля ет постро ить мно же ст во ва ри ан тов
оп ти маль ных ре ше ний с уче том из мене ний ис ход ных ус ло -
вий мо де ли. Ес ли эти из ме не ния вы хо дят за рам ки пре дель -
ных зна че ний и, сле до ва тель но, по па да ют в зо ну ком мер че с ко-
го ри с ка, то на ру ша ет ся по лу чен ная си с те ма двойствен ных
оце нок и воз ни ка ет не об хо ди мость по втор но го ре ше ния за -
да чи в но вых ус ло ви ях. В этом слу чае пред став ля ет ин те рес
исполь зо ва ние ме то дов па ра ме т ри че с ко го про грам ми ро ва ния.

Кон троль ные во про сы
1. Как со ста вить двой ст вен ную за да чу?
2. Ка ко вы те о ре мы двой ст вен но с ти?
3. Как ин тер пре ти ро вать эко но ми че с кий смысл двой ст венной

за да чи?
4. Как оп ре де лить ре ше ние двой ст вен ной за да чи из ре ше ния

пря мой?
5. Ка ко ва эко но ми че с кая ин тер пре та ция двой ст вен ных оценок?
6. Как оп ре де ля ют ся ин тер ва лы ус той чи во с ти двой ст вен ных

оце нок и зо ны ком мер че с ко го ри с ка?

Задачи
1. Ис поль зуя за да чи пре ды ду ще го п. 2.3 (№ 1—7),  не об хо -

ди мо:
• к пря мой за да че пла ни ро ва ния то ва ро обо ро та, ре ша е -

мой симп лекс ным ме то дом, со ста вить двой ст вен ную за да чу
ли ней ного про грам ми ро ва ния;

Базисные
переменные

Значения 
базисных

переменных

Коэффициент
структурных

сдвигов
(kc) по x3

Произведение
kc на x3 = 100

Расчет
варианта

плана

x2
x1
x6

5375
250

1875

2,25
–0,5
1,25

225
–50
125

5150
300

1750

F(X3) 27 625 5,75 575 27 050
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а) сре ди та ри фов на хо дит ся на и мень ший;
б) клет ка с вы бран ным та ри фом за пол ня ет ся ве ли чи ной,

равной мак си маль но воз мож но му объ е му гру за с уче том ог -
ра ни чений по стро ке и столб цу. При этом ли бо весь груз вы -
во зит ся от со от вет ст ву ю ще го по став щи ка, ли бо пол но стью
удов ле тво ря ет ся за яв ка по тре би те ля. Стро ка или стол бец
таб ли цы вы чер ки ва ют ся и в даль ней шем рас пре де ле нии не
уча ст ву ют;

в) из ос тав ших ся та ри фов вновь на хо дит ся на и луч ший
(наимень ший), и про цесс про дол жа ет ся до тех пор, по ка не
бу дет распре де лен весь груз.

Ес ли мо дель транс порт ной за да чи от кры тая и вве де ны
фиктив ный по став щик или по тре би тель, то рас пре де ле ние
осу ществля ет ся сна ча ла для дей ст ви тель ных по став щи ков
и по тре би те лей и в по след нюю оче редь не рас пре де лен ный
груз на прав ля ет ся от фик тив но го по став щи ка или к фик тив -
но му по тре би те лю.

9. Даль ней шее улуч ше ние пер во го опор но го пла на и по лу-
чение оп ти маль но го пла на про из во дим ме то дом по тен ци а -
лов, ко торый ос но ван на те о рии двой ст вен но с ти.

План X = (xij) транс порт ной за да чи бу дет яв лять ся оп ти -
мальным, ес ли су ще ст ву ет си с те ма m + n чи сел αi, βj, на зы ва -
е мых потен ци алами, удов ле тво ря ю щая ус ло ви ям:

I. F(X) � min

(2.18)

II. F(X) � max

(2.19)

По тен ци а лы αi и βj яв ля ют ся пе ре мен ны ми двой ст вен ной
транс порт ной за да чи и обо зна ча ют оп ла ту за пе ре воз ку еди ни-
цы гру за в пунк тах от прав ле ния (по став щи ка ми) и на зна че -
ния (потре би те ля ми) со от вет ст вен но, по это му их сум ма рав -
на транспорт но му та ри фу αi + βj = cij, а ус ло вия (2.18), (2.19)
по лу че ны на ос но ва нии вто рой те о ре мы двой ст вен но с ти.

Вве дем обо зна че ние оцен ки сво бод ной клет ки таб ли цы

Δij = αi + βj – cij.

Ес ли сре ди оце нок Δij нет по ло жи тель ных (за да ча по став -
ле на на ми ни мум), то опор ный план яв ля ет ся оп ти маль ным.

⎧
⎨
⎩

αi + βj = cij для за ня тых кле ток, где xij > 0,
αi + βj 
 cij для не за ня тых кле ток, где xij =0.

⎧
⎨
⎩

αi + βj = cij для за ня тых кле ток, где xij > 0,
αi + βj � cij для не за ня тых кле ток, где xij = 0.
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Сле до ва тельно, чис ло ли ней но не за ви си мых урав не ний рав -
но (m + n – 1), они об ра зу ют ба зис, а со от вет ст ву ю щие им
(m + n – 1) пе ре мен ные бу дут яв лять ся ба зис ны ми.

3. До пу с ти мый план транс порт ной за да чи, име ю щий не
бо лее (m + n – 1) от лич ных от ну ля ве ли чин xij, на зы ва ет ся
опор ным.

4. Ес ли в опор ном пла не чис ло от лич ных от ну ля ком по -
нент рав но в точ но с ти (m + n – 1), то план яв ля ет ся не вы рож -
ден ным, ес ли мень ше, то план на зывает ся вырожден ным.

5. План X = (xij) (i = 1, m; j = 1, n), при ко то ром функ ция
(2.4) при ни ма ет свое ми ни маль ное зна че ние, на зы ва ет ся оп -
тималь ным пла ном транс порт ной за да чи.

6. Для ре ше ния транс порт ной за да чи не об хо ди мо и до ста -
точно, что бы сум мар ные за па сы гру за в пунк тах от прав ле ния
бы ли рав ны сум ме за явок пунк тов на зна че ния:

ai =  bj. (2.17)

7. Мо дель транс порт ной за да чи, удов ле тво ря ю щая ус ло -
вию (2.17), на зы ва ет ся за кры той. Ес ли же ука зан ное ус ло вие
не выпол ня ет ся, то мо дель на зы ва ет ся от кры той. Так, на -
при мер, в случае пре вы ше ния за па са над за яв ка ми

ai >  bj

вво дит ся фик тив ный (n + 1) пункт на зна че ния с по треб но с -

тью bn+1 = ai –  bj, со от вет ст ву ю щие та ри фы счи та ют ся

рав ны ми ну лю: ci, n+1 = 0, i = 1, m.

При ai <  bj вво дит ся фик тив ный (m + 1) пункт от -

прав ления с за па сом гру за am+1 = bj –  ai и со от вет ст ву -

ю щие та ри фы при ни ма ют ся рав ны ми ну лю: cm+1, j = 0, j = 1, n.
8. На и луч шим эле мен том ма т ри цы та ри фов С на зы ва ет ся

наимень ший та риф, ес ли за да ча по став ле на на ми ни мум, на и-
больший та риф — ес ли за да ча по став ле на на мак си мум це ле -
вой функ ции.

Рас смо т рим один из ме то дов по ст ро е ния пер во го опор но -
го пла на — ме тод на и мень ших та ри фов (сто и мо с ти).

Ал го ритм по ст ро е ния пер во го опор но го пла на ме то дом
на имень шей сто и мо с ти вклю ча ет сле ду ю щие эта пы:
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оцен ка, сле ду ет запол нить, т.е. на пра вить груз. За пол няя вы -
бран ную клет ку, не обхо ди мо из ме нить объ е мы по ста вок, за -
пи сан ных в ря де дру гих заня тых и свя зан ных с за пол ня е мой
так на зы ва е мым цик лом.

Цик лом, или пря мо уголь ным кон ту ром, в таб ли це ус ло вий
транс порт ной за да чи на зы ва ет ся ло ма ная ли ния, вер ши ны
ко торой рас по ло же ны в за ня тых клет ках таб ли цы, а зве нья —
вдоль строк и столб цов, при чем в каж дой вер ши не цик ла
встре ча ют ся ров но два зве на, од но из ко то рых на хо дит ся
в стро ке, дру гое — в столб це. Ес ли ло ма ная ли ния, об ра зу ю -
щая цикл, пе ре се ка ет ся, то точ ки пе ре се че ния не яв ля ют ся
вер ши на ми. Для каж дой свобод ной клет ки таб ли цы мож но
по ст ро ить един ст вен ный цикл.

Вер ши нам цик ла, на чи ная от вер ши ны, на хо дя щей ся
в свобод ной клет ке, при сва и ва ем по оче ред но зна ки «+» и «–».

Из объ е мов гру за, сто я щих в ми ну со вых клет ках, вы би ра -
ем на и мень шее и обо зна чим его γ. Пе ре рас пре де ля ем ве ли чи -
ну γ по цик лу, при бав ляя γ к со от вет ст ву ю щим объ е мам гру -
за, сто я щим в плю со вых клет ках, и вы чи тая γ из объ е мов
гру за, на хо дя щих ся в ми ну со вых клет ках таб ли цы. В ре зуль -
та те клет ка, ко то рая ра нее бы ла сво бод ной, ста но вит ся за ня -
той, а од на из за ня тых кле ток цик ла ста но вит ся сво бод ной.

По лу чен ный но вый опор ный план про ве ря ет ся на оп ти -
мальность, т.е. воз вра ща ем ся к чет вер то му эта пу ал го рит ма.

При ме ча ния.
1. Ес ли в ми ну со вых клет ках по ст ро ен но го цик ла на хо дят ся

два (или не сколь ко) оди на ко вых ми ни маль ных зна че ния xij, то
при пе ре рас пре де ле нии объ е мов гру за ос во бож да ют ся две (или
не сколь ко) кле ток и план ста но вит ся вы рож ден ным. Для про -
долже ния ре ше ния не об хо ди мо од ну или не сколь ко ос во бож -
дающих ся кле ток таб ли цы за нять ну лем, при чем пред по чте ние
от дает ся клет ке с на и мень шим та ри фом. Ну лей вво дит ся столь -
ко, что бы во вновь по лу чен ном опор ном пла не чис ло за ня тых
кле ток бы ло рав но (m + n – 1).

2. Ес ли в оп ти маль ном пла не транс порт ной за да чи оцен ка
сво бод ной клет ки рав на ну лю (Δij = 0), то за да ча име ет мно жест -
во оп ти маль ных пла нов. Для клет ки с ну ле вой оцен кой мож но
по ст ро ить цикл и пе ре рас пре де лить груз. В ре зуль та те по лу чен -
ный оп ти маль ный план бу дет иметь та кое же зна че ние це ле вой
функ ции.

3. Зна че ние це ле вой функ ции на каж дой ите ра ции мож но
рас счи тать сле ду ю щим об ра зом:

F(Xk) = F(Xk–1) – γΔij (за да ча по став ле на на ми ни мум);

F(Xk) = F(Xk–1) + γΔij (за да ча по став ле на на ми ни мум),
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Ал го ритм оцен ки оп ти маль но с ти пла на ме то дом по тен -
ци а лов вклю ча ет сле ду ю щие эта пы.

1. По ст ро е ние пер во го опор но го пла на.
2. Про вер ка вы рож ден но с ти пла на. По тен ци а лы αi и βj мо -

гут быть рас счи та ны толь ко для не вы рож ден но го пла на.
Если чис ло за ня тых кле ток в опор ном пла не мень ше, чем
(m + n – 1), то не хва тит ко ли че ст ва урав не ний для оп ре де ле -
ния по тен ци а лов, поэто му вно сим нуль в од ну из сво бод ных
кле ток таб ли цы так, чтобы об щее чис ло за ня тых кле ток ста -
ло рав ным (m + n – 1). Нуль вво дят в клет ку с на и мень шим
та ри фом, на при мер в клет ку од новре мен но вы чер ки ва е мых
стро ки и столб ца таб ли цы при со ставле нии но во го пла на. При
этом фик тив но за ня тая ну лем клет ка не долж на об ра зо вы -
вать за мк ну то го пря мо уголь но го кон ту ра с други ми клет ка -
ми таб ли цы.

3. Оп ре де ле ние зна че ния функ ции це ли пу тем сум ми ро -
ва ния про из ве де ний та ри фов (удель ных за трат) на объ ем пе -
ре во зи мо го гру за по всем за ня тым клет кам таб ли цы.

4. Про вер ка ус ло вия оп ти маль но с ти. Оп ре де ля ем по тен -
ци а лы αi и βj. Для каж дой занятой клетки таб ли цы за пи сы ва -
ем урав нение αi + βj = cij (i = 1, m; j = 1, n). По лу чим си с те му
(m + n – 1) урав не ний с (m + n) пе ре мен ны ми.

Так как чис ло пе ре мен ных боль ше чис ла урав не ний
(m + n > m + n – 1), то си с те ма яв ля ет ся не о пре де лен ной
и име ет бес конеч ное мно же ст во ре ше ний. По это му од но му
из не из ве ст ных потен ци а лов αi, βj за да ют про из воль ное зна -
че ние, на при мер, для про сто ты вы чис ле ний по ла га ем α1 = 0.
Тог да ос таль ные по тен циалы оп ре де ля ют ся из при ве ден ных
со от но ше ний. В транс портную таб ли цу до бав ля ют ся до пол -
ни тель ная стро ка и стол бец, куда за но сят ся по тен ци а лы.

Оп ре де ля ем оцен ки сво бод ных кле ток Δij.
Ес ли все Δij � 0 (за да ча ре ша ет ся на ми ни мум це ле вой

функции) ли бо все Δij 
 0 (за да ча ре ша ет ся на мак си мум це -
ле вой функции), то оп ти маль ный план най ден. Ес ли хо тя бы
од на оцен ка свобод ной клет ки Δij > 0 (за да ча по став ле на на
ми ни мум) или Δij < 0 (за да ча по став ле на на мак си мум), план
не яв ля ет ся оп ти мальным, его мож но улуч шить, осу ще ст вив
пе ре рас пре де ле ние гру за.

5. По ст ро е ние но во го опор но го пла на. Из всех по ло жи тель -
ных оце нок сво бод ных кле ток вы би ра ем на и боль шую (ес ли
за дача по став ле на на ми ни мум), из от ри ца тель ных — на  и -
боль шую по аб со лют ной ве ли чи не (ес ли за да ча по став ле на
на мак си мум). Клет ку, ко то рой со от вет ст ву ет на и боль шая
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В клет ку А3B4 на прав ля ем груз, рав ный min {10, 8} = 8. При этом по -
треб ность чет вер то го ма га зи на удов лет воре на, а из тре ть ей ба зы не
вы ве зе ны 2 ед. Этот не рас пре де лен ный груз на прав ля ем в клет ку
А3В3, x33 = 2. По треб ность тре ть е го мага зи на не удов ле тво ре на на 2 ед.
На пра вим от фик тив но го постав щи ка — ба зы А4 — 2 ед. в клет ку
А4В3, т.е. х43 = 2.

В ре зуль та те по лу чен пер вый опор ный план, ко то рый яв ля ется
до пу с ти мым, так как все гру зы из баз вы ве зе ны, по треб ность ма га -
зи нов удов ле тво ре на, а план со от вет ст ву ет си с те ме ог ра ниче ний
транс порт ной за да чи.

2. Под счи та ем чис ло за ня тых кле ток таб ли цы, их 7, а долж но
быть m + n – 1 = 4 + 4 – 1 = 7. Сле до ва тель но, опор ный план явля -
ет ся не вы рож ден ным.

3. Оп ре де ля ем зна че ние це ле вой функ ции пер во го опор но го
пла на.

F(X1) = 4 · 1 + 2 · 2 + 4 · 3 + 4 · 8 + 2 · 6 + 8 · 3 + 2 · 0 = 88 тыс. руб.
4. Про ве рим оп ти маль ность опор но го пла на. Най дем по тенци а -

лы αi, βj по за ня тым клет кам таб ли цы, в ко то рых αi + βj = cij, по ла -
гая, что α1 = 0, ре шим си с те му урав не ний:

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
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α1 = 0,
α1 + β1 = 1,
α1 + β2 = 2,
α2 + β2 = 3,
α2 + β3 = 8,
α3 + β3 = 6,
α3 + β4 = 3,
α4 + β3 = 0
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⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
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α1 = 0,
0 + β1 = 1,
0 + β2 = 2,
α2 + 2 = 3,
1 + β3 = 8,
α3 + 7 = 6,
–1 + β4 = 3,
α4 + 7 = 0

�

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
β1 = 1,
β2 = 2,
α2 = 1,
β3 = 7,
α3 = –1,
β4 = 4,
α4 = –7.
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где γ — ве ли чи на пе ре ме ща е мо го по цик лу объ е ма гру за; γij —
оцен ка сво бод ной клет ки, в ко то рую на прав ля ет ся груз при пе -
рехо де к но во му пла ну; F(Xk) — зна че ние це ле вой функ ции на 
k-й ите ра ции; F(Xk–1) — зна че ние це ле вой функ ции на пре ды ду -
щей ите ра ции.

При мер 2.11. На три ба зы А1, A2, А3 по сту пил од но род ный груз
в ко ли че ст вах, со от вет ст вен но рав ных 6, 8, 10 ед. Этот груз тре бует -
ся пе ре вез ти в че ты ре ма га зи на В1, B2, B3, В4 со от вет ст вен но в ко ли -
че ст вах 4, 6, 8, 8 ед. Сто и мость до став ки еди ни цы гру за из каж до го
пунк та от прав ле ния в со от вет ст ву ю щие пунк ты на зна чения за да на
ма т ри цей та ри фов (тыс. руб. за еди ни цу гру за)

C = ,   i = 1, 2, 3;   j = 1, 2, 3, 4.

На до со ста вить план пе ре во зок од но род но го гру за с ми ни маль -
ны ми транс порт ны ми из держ ка ми.

Про ве рим не об хо ди мое и до ста точ ное ус ло вие раз ре ши мо с ти
за да чи

ai = 6 + 8 + 10 = 24;

ai = 4 + 6 + 8 + 8 = 26.

Как вид но, сум мар ная по треб ность гру за в пунк тах на зна чения
пре вы ша ет за па сы гру за на трех ба зах. Сле до ва тель но, модель ис -
ход ной транс порт ной за да чи яв ля ет ся от кры той.

Что бы по лу чить за кры тую мо дель, вве дем до пол ни тель ную,
фик тив ную ба зу А4 с за па сом гру за, рав ным 2 ед. (26 – 24). Та ри фы
пе ре воз ки еди ни цы гру за из этой ба зы А4 во все ма га зи ны по ла га ем
рав ны ну лю.

За не сем ис ход ные дан ные в рас пре де ли тель ную табл. 2.14.
1. Ис поль зуя ме тод на и мень шей сто и мо с ти, по ст ро им первый

опор ный план транс порт ной за да чи.
Сре ди та ри фов из всей таб ли цы на и мень шим яв ля ет ся c11 = 1,

по это му в клет ку А1В1 на прав ля ем мак си маль но воз мож ный груз.
Он ра вен min {6, 4} = 4. Тог да x11 = 4 и из ба зы A1 не вы ве зен груз
в раз ме ре 2 ед., а по треб ность ма га зи на B1 удов ле тво ре на  пол но -
стью. Стол бец таб ли цы В1 вы хо дит из рас смо т ре ния. Из ос тавших -
ся та ри фов стро ки на и мень ший c12 = 2. В клет ку A1B2 на правля ем
мак си маль но воз мож ный груз, рав ный min {2, 6} = 2. Тог да стро ка
А1 вы хо дит из рас смо т ре ния, по сколь ку из ба зы A1 вы везен весь
груз, а по треб ность вто ро го ма га зи на не удов ле тво ре на на 4 ед. Из
ос тав ших ся та ри фов на и луч ший c22 = 3 и c34 = 3. В клет ку А2В2 на -
прав ля ем груз, рав ный min {8, 4} = 4. При этом вычер ки ва ет ся стол -
бец B2 из рас смо т ре ния. Из ос тав ших ся та ри фов на и мень ший c34 = 3.
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Таб ли ца 2.14

Bj
Ai

B1 B2 B3 B4 Запасы
αiβj

αj
β1 = 1 β2 = 2 β3 = 7 β4 = 4

A1 α1 = 0 1
4

2
–

2
4

+
3

6

A2 α2 = 1 4 3
+

4
8

–
4

5
8

A3 α3 = –1
2 7 6

2
3

8
10

A4 α4 = –7
0 0 0

2
0

2

Потребности bj 4 6 8 8
Σ = 26

Σ = 26



За тем рас счи ты ва ем оцен ки сво бод ных кле ток

Δ12 = 0 + (–1) – 2 = –3;  Δ14 = 0 + 1 – 3 = –2;  Δ21 = 4 + 1 – 4 = 1;

Δ24 = 4 + 1 – 5 = 0;   Δ31 = 2 + 1 – 2 = 1;   Δ32 = 2 – 1 – 7 = –6;

Δ41 = –4 + 1 – 0 = –3;  Δ42 = –4 – 1 – 0 = –5;  Δ44 = –4 + 1 – 0 = –3.

План, по лу чен ный в табл. 2.15, не оп ти маль ный, так как Δ21 > 0
и Δ31 >0.

9. Про во дим улуч ше ние пла на II пу тем пе ре рас пре де ле ния гру -
зов. В ка че ст ве пер спек тив ной клет ки для за груз ки вы би ра ем А3B1,
в ко то рую за пи сы ва ем «+», за тем стро им цикл пе ре рас преде ле ния,
при ве ден ный в табл. 2.15.

В по ст ро ен ном цик ле оп ре де ля ем ве ли чи ну γ = min (4, 2) = 2.
Пе ре рас пре де лив груз, по лу ча ем но вый план III, при ве денный
в табл. 2.16.

10. Ко ли че ст во за ня тых кле ток 7 и долж но быть m + n – 1 = 7,
сле до ва тель но, план III не вы рож ден ный.

11. Вы чис лим зна че ние це ле вой функ ции:

F(X3) = F(X2) – γ · Δ31 = 82 – 2 · 1 = 80 тыс. руб.
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⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
0 + β1 = 1,
0 + β3 = 4,
α2 + 4 = 8,
4 + β2 = 3,
α3 + 4 = 6,
2 + β4 = 3,
α4 + 4 = 0

�

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
β1 = 1,
β3 = 4,
α2 = 4,
β2 = –1,
α3 = 2,
β4 = 1,
α4 = –4.
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За не сем най ден ные зна че ния по тен ци а лов в табл. 2.14 и вычис -
лим оцен ки сво бод ных кле ток Δij = (βj + αi) – cij, при чем для оп ти -
маль но го пла на Δij � 0

Δ13 = 7 + 0 – 4 = 3;   Δ14 = 4 + 0 – 3 = 1;
Δ21 = 1 + 1 – 4 = –2;   Δ24 = 4 + 1 – 5 = 0;

Δ31 = 1 + (–1) – 2 = –2;   Δ32 = 2 + (–1) – 7 = –6;
Δ41 = 1 + (–7) – 0 = –6;   Δ42 = 2 + (–7) – 0 = –5;

Δ44 = 4 + (–7) – 0 = –3.

Пер вый опор ный план не яв ля ет ся оп ти маль ным, так как Δ13 > 0
и Δ14 > 0, по это му пе ре хо дим к его улуч ше нию.

5. Вы би ра ем мак си маль ную оцен ку сво бод ной клет ки — Δ13 = 3.
Для клет ки А1В3 по ст ро им цикл пе ре рас пре де ле ния гру за. Для это -
го в пер спек тив ную клет ку А1В3 по ста вим знак «+», а в осталь ных
вер ши нах мно го уголь ни ка че ре ду ю щи е ся зна ки «–», «+», «—».
Цикл при ве ден в табл. 2.14.

Из гру зов xij, сто я щих в ми ну со вых клет ках, вы би ра ем наимень -
шее, т.е. γ = min {2, 4} = 2. При бав ля ем 2 к объ е мам гру зов, сто я щих
в плю со вых клет ках, и вы чи та ем 2 из хij, сто я щих в мину со вых
клет ках. В ре зуль та те по лу чим но вый опор ный план II, при ве ден -
ный в табл. 2.15.

6. Оп ре де ля ем зна че ние це ле вой функ ции:
F(X1) = F(X1) – γ · Δ13 = 88 – 2 · 3 = 82 тыс. руб.

7. Ко ли че ст во за ня тых кле ток в пла не II — 7, сле до ва тель но,
план не вы рож ден ный.

8. Про ве ря ем оп ти маль ность пла на ме то дом по тен ци а лов, для
это го на хо дим по тен ци а лы αi, βj по за ня тым клет кам, где α1 + β1 = cij,
по ла гая, что α1 = 0
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Таб ли ца 2.15

Bj
Ai

B1 B2 B3 B4 Запасы
αiβj

αj
β1 = 1 β2 = –1 β3 = 4 β4 = 1

A1 α1 = 0
1

–
4

2 4
+2

3
6

A2 α2 = 4 4 3
6

8
2

5
8

A3 α3 = 2
2

+
7 6

–2
3

8
10

A4 α4 = –4
0 0 0

2
0

2

Потребности bj 4 6 8 8
Σ = 26

Σ = 26

Таб ли ца 2.16

Bj
Ai

B1 B2 B3 B4 Запасы
αiβj

αj
β1 = 1 β2 = –1 β3 = 4 β4 = 2

A1 α1 = 0
1

–
2

2 4
+

4
3

6

A2 α2 = 4
4

+
3

6
8

–
2

5
8

A3 α3 = 2
2

2
7 6 3

8
10

A4 α4 = –4
0 0 0

2
0

2

Потребности bj 4 6 8 8
Σ = 26

Σ = 26



ока за лись сво бод ны ми, по это му чис ло за ня тых кле ток бу дет мень -
ше, чем m + n – 1 = 7. Для про дол же ния ре ше ния в од ну из ос во бо -
див ших ся кле ток — в клет ку А1В1, так как та риф c11 меньше c23, за -
пи сы ва ем нуль, т.е. за гру жа ем ее.

15. Вы чис ля ем зна че ние це ле вой функ ции:
F(X4) = F(X3) – γ · Δ21 = 80 – 2 · 1 = 78 тыс. руб.

16. Про ве ря ем оп ти маль ность пла на IV ме то дом по тен циалов.
На хо дим по тен ци а лы по за ня тым клет кам:

Рас счи та ем оцен ки сво бод ных кле ток

Δ12 = 0 + 0 – 2 = –2;  Δ14 = 2 + 0 – 3 = –1;  Δ23 = 4 + 3 – 8 = –1;
Δ24 = 2 + 3 – 5 = 0;   Δ32 = 0 + 1 – 7 = –6;   Δ33 = 4 + 1 – 6 = –1;

Δ41 = 1 + (–4) – 0 = –3;   Δ42 = 0 + (–4) – 0 = –4;
Δ44 = 2 + (–4) – 0= –2.

По сколь ку все оцен ки не пре вы ша ют 0, то план IV яв ля ет ся оп -
ти маль ным, тог да ре ше ние за да чи мож но пред ста вить сле дующим
об ра зом:

X4
* = ,   F(X4

*) = 78 тыс. руб.

Та ким об ра зом, с пер вой ба зы не об хо ди мо весь груз на править
в тре тий ма га зин, со вто рой ба зы на пра вить в пер вый и вто рой ма -
га зи ны в ко ли че ст ве 2 ед. и 6 ед., а груз с тре ть ей ба зы сле ду ет вы -
во зить в пер вый и чет вер тый ма га зи ны в ко ли че ст ве 2 и 8 ед. со от -
вет ст вен но. При этом по треб ность тре ть е го ма га зи на В3 ос та ет ся
не удов ле тво рен ной в объ е ме 2 ед. Об щая сто и мость до став ки гру за
по тре би те лям бу дет ми ни маль ной и со став ля ет 78 тыс. руб., эко но -
мия со ста ви ла 10 тыс руб. Так как оцен ка свобод ной клет ки Δ24 = 0,
то за да ча име ет мно же ст во оп ти маль ных пла нов.

Кон троль ные во про сы
1. Как фор му ли ру ет ся транс порт ная за да ча?
2. Как со став ля ет ся пер вый опор ный план в транс порт ной за да че?
3. В чем сущ ность ме то да по тен ци а лов? Как с его по мо щью про -

ве ря ет ся опор ный план транс порт ной за да чи на оп ти мальность?

⎛
⎜
⎝

0
2
2

0
6
0

6
0
0

0
0
8

⎞
⎟
⎠

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
α1 + β1 = 1,
α1 + β3 = 4,
α2 + β1 = 4,
α2 + β2 = 3,
α3 + β1 = 2,
α3 + β4 = 3,
α4 + β3 = 0

�

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
0 + β1 = 1,
0 + β3 = 4,
α2 + 1 = 4,
3 + β2 = 3,
α3 + 1 = 2,
1 + β4 = 3,
α4 + 4 = 0

�

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
β1 = 1,
β3 = 4,
α2 = 3,
β2 = 0,
α3 = 1,
β4 = 2,
α4 = –4.
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12. Про ве ря ем оп ти маль ность пла на III ме то дом по тен циалов.
На хо дим по тен ци а лы по за ня тым клет кам:

Рас счи ты ва ем оцен ки сво бод ных кле ток

Δ12 = –1 + 0 – 2 = –3;   Δ14 = 2 + 0 – 3 = –1;   Δ21 = 1 + 4 – 4 = 1; 
Δ24 = 2 + 4 – 5 = 1;   Δ32 = –1 + 2 – 7 = –6;   Δ33 = 4 + 2 – 6 = 0

Δ41 = 1 + (–4) – 0 = –3;   Δ42 = –1 + (–4) – 0 = –5;
Δ44 = 2 + (–4) – 0 = –2.

План не оп ти маль ный, так как Δ21 > 0 и Δ24 > 0.
13. Про во дим улуч ше ние пла на III пе ре рас пре де ле ния гру за.
В ка че ст ве пер спек тив ной клет ки для за груз ки вы би ра ем А2В1,

в ко то рую за пи сы ва ем «+», за тем стро им цикл пе ре рас пре де ле ния
в табл. 2.16.

Оп ре де ля ем ве ли чи ну γ = min (2; 2) = 2. По сле про ве де ния опе -
ра ции пе ре рас пре де ле ния по лу ча ем план IV, при ве ден ный
в табл. 2.17.

14. План по лу ча ет ся вы рож ден ным, по сколь ку в ми ну со вых
клет ках цик ла на хо дят ся два оди на ко вых ми ни маль ных объ е ма
гру за, рав ные 2, и при пе ре рас пре де ле нии две клет ки A1B1 и А2B2

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
α1 + β1 = 1,
α1 + β3 = 4,
α2 + β3 = 8,
α2 + β2 = 3,
α3 + β1 = 2,
α3 + β4 = 3,
α4 + β3 = 0

�

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
0 + β1 = 1,
0 + β3 = 4,
α2 + 4 = 8,
4 + β2 = 3,
α3 + 1 = 2,
1 + β4 = 3,
α4 + 4 = 0

�

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

α1 = 0,
β1 = 1,
β3 = 4,
α2 = 4,
β2 = –1,
α3 = 1,
β4 = 2,
α4 = –4.
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Таб ли ца 2.17

Bj
Ai

B1 B2 B3 B4 Запасы
αiβj

αj
β1 = 1 β2 = 0 β3 = 4 β4 = 2

A1 α1 = 0
1

0
2 4

6
3

6

A2 α2 = 3
4

2
3

6
8 5

8

A3 α3 = 1
2

2
7 6 3

8
10

A4 α4 = –4
0 0 0

2
0

2

Потребности bj 4 6 8 8
Σ = 26

Σ = 26



4. Мос ков ский фи ли ал фир мы The Coca-Cola Company,
вы пуска ю щей га зи ро ван ные на пит ки Sprite, Coca-Cola,
Fanta, скла диру е мые в раз ных ме с тах, дол жен по ста вить про -
дук цию в че ты ре круп ных мос ков ских су пер мар ке та: «Ра м -
стор-1», «Ра м стор-2», «Седь мой Кон ти нент», «Ар бат ский».

Каж дая упа ков ка со дер жит 6 ем ко с тей по 2 ли т ра. Та ри -
фы на до став ку то ва ра, объ е мы за па сов и за ка зы на про дук -
цию при веде ны в таб ли це.

Оп ре де ли те оп ти маль ный план по ста вок га зи ро ван ных
напит ков в су пер мар ке ты го ро да, а так же вид транс порт но го
средства для до став ки про дук ции и за тра ты на пе ре воз ку.

5. Ав то транс порт ная ком па ния «Ас т ра да» обес пе чи ва ет
достав ку шин Bridgestone с трех оп то вых скла дов, рас по ло -
жен ных в Моск ве, Ни жнем Нов го ро де и По кро ве в пять ма -
га зи нов в Чебок са рах, Ни жнем Нов го ро де, Вяз ни ках, На бе -
реж ных Чел нах и Ка за ни. Объ е мы за па сов шин на скла дах,
объ е мы за явок ма га зинов и та ри фы на пе ре воз ку при ве де ны
в транс порт ной таб ли це.

Со ставь те оп ти маль ный план, обес пе чи ва ю щий ми ни маль -
ные транс порт ные рас хо ды пе ре во зок.

6. Фир ма «Мос ко вия» за клю чи ла кон тракт с ком па ни ей
АЛРО СА («Ал ма зы Рос сии — Са ха») на по куп ку про мы ш -
лен но го золо та для его ре а ли за ции в пя ти го ро дах в объ е мах:

Склады
в городах

Магазины

ЗапасыЧебок-
сары

Нижний
Новгород Вязники

Набе-
режные
Челны

Казань

Москва 14 8 6 20 16 350

Нижний
Новгород

6 1 2 12 8 400

Покров 12 6 4 18 14 400

Заявки 200 280 240 220 210

Склады
Супермаркеты

Запасы«Рам-
стор-1»

«Рам-
стор-2»

«Седьмой
Континент»

«Арбат-
ский»

Coca-Cola 6 4 9 5 400

Sprite 5 7 8 6 300

Fanta 9 4 6 7 200

Заказы, уп. 150 250 150 350
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4. Как ре ша ют ся транс порт ные за да чи с на ру шен ным ба лансом
меж ду спро сом и пред ло же ни ем?

5. Как раз ре ша ет ся про бле ма вы рож де ния в транс порт ной за да че?

Задачи
По став щи ки то ва ра — оп то вые ком мер че с кие пред прия -

тия А1, A2, ..., Аm име ют то ва ров со от вет ст вен но в ко ли че ст ве
а1, а2, ..., аm (i = 1, m). Роз нич ные тор го вые пред при я тия В1,
B2, ..., Вn по да ли заявку на за куп ку то ва ров в объ е мах со от вет -
ст вен но b1, b2, ..., bn (j = 1, n). Та ри фы пе ре во зок еди ни цы гру -
за с каж до го из пунк тов по став ки в со от вет ст вующие пункты
по  треб ле ния зада ны в ви де ма т ри цы С = ||cij || (i = 1, m; j = 1, n).

Най ди те та кой план пе ре воз ки гру за от по став щи ков к по -
треби те лям, что бы со во куп ные за тра ты на пе ре воз ку бы ли
ми  нималь ны ми.

3. Фир ма «Со юз» обес пе чи ва ет до став ку ви део- и ау ди о -
кассет с че ты рех скла дов, рас по ло жен ных в раз ных точ ках
го ро да, в че ты ре ма га зи на.

За пас кас сет, име ю щих ся на скла дах, а так же объ е мы за -
ка зов ма га зи нов и та ри фы на до став ку пред став ле ны в транс -
порт ной таб ли це.

Оп ре де ли те объ е мы пе ре во зок, обес пе чи ва ю щих их ми -
нималь ные за тра ты.

Склады
Магазины Запасы,

тыс. шт.№ 1 № 2 № 3 № 4

Склад № 1 2 6 4 3 120

Склад № 2 5 1 9 2 240

Склад № 3 3 2 2 6 80

Склад № 4 4 5 10 3 60

Заказы, шт. 190 170 110 30

2. a1 = 190
a2 = 310
a3 = 260
a4 = 140

b1 = 500
b2 = 120
b3 = 180
b4 = 200

C =
⎛
⎜
⎜
⎝

8
28

7
6

23
16
15

4

21
5
4

21

19
7
5
3

⎞
⎟
⎟
⎠

.

1. a1 = 222
a2 = 188
a3 = 210
a4 = 380

b1 = 125
b2 = 75
b3 = 200
b4 = 380
b5 = 220

C =
⎛
⎜
⎜
⎝

23
7
2
3

21
17
16

9

11
5
8

21

8
2
4
8

3
4
3
4

⎞
⎟
⎟
⎠

.
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до бы вающих со от вет ст вен но 26, 32 и 17 тыс. т. По ку па те ли
уг ля рас по ложе ны в раз ных го ро дах А, В, С и D, за яв ки ко то -
рых со став ля ют 28, 19, 12 и 16 тыс. т со от вет ст вен но. Та ри фы,
оп ре де ля ю щие стоимость пе ре воз ки 1 тыс. т меж ду по став щи-
ка ми и по тре би те лями, пред став ле ны в транс порт ной таб ли це.

10. Со ставь те оп ти маль ный план за во за хле бо бу лоч ной
продук ции с ми ни маль ны ми транс порт ны ми рас хо да ми из
трех пека рен фир мы «Ко лос» в че ты ре бу лоч ные го ро да: А, В,
С, D. Зака зы на по став ку хле бо бу лоч ных из де лий, про из во -
ди тель ность пе ка рен и транс порт ные та ри фы пред став ле ны
в транс порт ной таб ли це.

11. Сель ско хо зяй ст вен ный ко о пе ра тив «Ла с точ ка» в об ла -
с ти име ет три фи ли а ла — Ф1, Ф2 и Ф3, ко то рые обес пе чи ва ют
по ставка ми под сол неч ных се мян в со от вет ст вии с за яв ка ми
пять за водов — про из во ди те лей под сол неч но го мас ла — А, В,
С, D и Е. Объ е мы за па сов се мян, объ е мы за ка зов на по став ку
и та ри фы на пе ре воз ку при ве де ны в транс порт ной таб ли це.

По ст рой те оп ти маль ный план пе ре воз ки под сол неч ных се -
мян с ми ни маль ны ми транс порт ны ми рас хо да ми.

Филиалы
Заводы

Запасы, т
А В С D Е

Ф1 7 9 15 4 18 630

Ф2 13 12 8 15 5 710
Ф3 5 14 6 20 12 820

Заявки, т 400 520 480 560 540

Мини-пекарни
Булочные Производительность

пекарен, кг/суткиА В С D

№ 1 4 7 6 10 830
№ 2 9 6 7 5 670
№ 3 6 7 5 8 770
Заказы, кг/сутки 520 610 380 760

Шахты
Потребители Добыча угля,

тыс. т в неделюА В С D

Западная 70 76 72 68 32
Варгашорская 80 84 82 77 26
Комсомольская 80 83 82 76 17
Заявки, тыс. т 28 19 12 16
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Са ма ра — 80 кг, Моск ва — 260 кг, Рос тов-на-До ну — 100 кг,
Санкт-Пе тер бург — 140 кг, Ни жний Нов го род — 120 кг.

Ком па ния рас по ла га ет тре мя ме с то рож де ни я ми — «Мир -
ное», «Удач ный» и «По ле вое», ко то рые пла ни ру ют за год вы -
ра бо тать со от вет ст вен но 200, 250 и 250 кг зо ло та.

Оп ре де ли те ми ни маль ную сто и мость фрах та спе ци а ли зи -
рован но го транс пор та, обес пе чи ва ю щую пол ное удов ле тво -
ре ние за явок по ку па те лей, при за дан ной ма т ри це та ри фов.

C = .

7. Со ставь те оп ти маль ный план пе ре воз ки ав то мо би лей
из горо дов Ижевск, Ка зань, То ль ят ти в го ро да Моск ву, Са -
ранск и Ульяновск. Сто и мость пе ре воз ки од но го ав то мо би ля
со став ля ет 10 руб. за км. Рас сто я ние меж ду го ро да ми и объ е -
мы за явок представ ле ны в таб ли це.

Со ставь те оп ти маль ный план пе ре во зок, обес пе чи ва ю щий
ми ни маль ные за тра ты на пе ре воз ку.

8. Со ставь те оп ти маль ный план пе ре воз ки ле карств с ми -
нималь ны ми за тра та ми из ап теч ных скла дов в пять ап тек го -
ро да: боль ни цу № 15, го род ские кли ни че с кие боль ни цы № 7,
23 и 50 и гос пи таль им. Н. Н. Бур ден ко. За па сы ле карств на
скла дах, заяв ки по тре би те лей и та ри фы пе ре во зок пред став -
ле ны в таб ли це.

9. Со ставь те оп ти маль ный план пе ре воз ки уг ля с ми ни маль -
ны ми транс порт ны ми рас хо да ми из шахт «Вар га шор ская»
(В), «За пад ная» (З) и «Ком со моль ская» (К), еже не дель но

Склады
Аптеки больниц

Запасы
№ 15 № 7 № 23 № 50 Бурденко

АС № 1 10 11 6 7 8 100
Фарма К. 10 11 8 9 12 150
ПРОТЕК 12 12 10 12 14 200
Заказы 50 200 60 100 40

Города
Города Запасы,

тыс. шт.Москва Саранск Ульяновск

Ижевск 10 500 6000 4500 20

Казань 7500 3900 2100 65

Тольятти 9000 3600 1500 80

Заказы, шт. 100 50 15

⎛
⎜
⎝

7
13

5

9
25
11

15
8
6

4
15
20

18
5

12

⎞
⎟
⎠
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Ана лиз чув ст ви тель но с ти за клю ча ет ся в ко ли че ст вен ной
оцен ке сте пе ни вли я ния из ме не ния на 1% или на 1 ед. каж до -
го из по ка за те лей ни жне го уров ня на по ка за те ли верх не го
уров ня. Таким об ра зом, мож но оп ре де лить чув ст ви тель ность
из ме не ния вы руч ки от ре а ли за ции в за ви си мо с ти от из ме не -
ния дру гих вклю чен ных в мо дель по ка за те лей. Кро ме то го,
мож но оп ре делить зо ны ус той чи во с ти ра бо ты пред при я тия,
вы явить ди а па зоны воз мож но го из ме не ния каж до го по ка за -
те ля ком мер че с кой деятель но с ти.

Вос поль зу ем ся ре зуль та та ми, по лу чен ны ми в п. 2.3, и за -
пи  шем эко но ми ко-ма те ма ти че с кую мо дель за да чи:

F(X) = (2хн + 3хв) � max

Гра фи че с кий ме тод поз во лил по лу чить ста ти че с кую об -
ласть до пу с ти мых ре ше ний, пред став лен ную на рис. 2.5.

1. Рас смо т рим, как вли я ет на оп ти маль ное ре ше ние из ме -
не ние за па сов ре сур сов А и В. Воз мож ны два ва ри ан та по ста -
нов ки этой за да чи:

а) на сколь ко мож но уве ли чить за пас ре сур са А или В для
улуч ше ния по лу чен но го оп ти маль но го зна че ния до хо да от
прода жи кра с ки;

б) на сколь ко мож но умень шить за пас ре сур са А или В
при со хра не нии по лу чен но го оп ти маль но го зна че ния до хо да
от прода жи?

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

0,5xн + xв � 3, (1)
xн + 0,5xв � 4, (2)
xв – xн � 1,5, (3)
xв � 2, (4)
xн 
 0,25, (5)
xв 
 0,5. (6)
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2.6. Ана лиз ус той чи во с ти ком мер че с кой де я тель но с ти
Ана лиз ус той чи во с ти ком мер че с кой де я тель но с ти пред -

приятия свя зан с изу че ни ем сте пе ни вли я ния ди на ми ки из -
ме не ния по ка за те лей ус ло вий сре ды на ре зуль та ты ком мер -
че с кой деятель но с ти.

Так, по сле то го как по лу че но оп ти маль ное ре ше ние в п. 2.3.2,
по ис ход ным ста ти че с ким ус ло ви ям за да чи п. 2.2.1 про во дит ся
ана лиз мо де лей на чув ст ви тель ность из ме не ния оп ти маль но -
го ре ше ния к воз мож ным из ме не ни ям внеш них ус ло вий, т.е.
ди нами ке ре аль ной жиз ни. Бе зус лов ный ин те рес пред став -
ля ют вопро сы оцен ки вли я ния из ме не ния спро са, за па сов
сы рья, а так же оп то вых или роз нич ных цен на оп ти маль ное
ре ше ние. В та ком слу чае рас сма т ри ва ет ся по ча с тям не ко то -
рый ком плекс ли нейных оп ти ми за ци он ных мо де лей, что
и при да ет мо де ли ди на мичность, поз во ля ю щую про ана ли зи -
ро вать в со во куп но с ти вли я ние воз мож ных из ме не ний ис -
ход ных ус ло вий на по лу чен ное ра нее оп ти маль ное ре ше ние.
Та ким об ра зом, про во дит ся ис следо ва ние ком мер че с кой де я -
тель но с ти на мо де лях, ди на ми че с кие ха рак те ри с ти ки ко то рых
ото б ра жа ют при ро ду ре аль ных про цессов жиз ни, по сколь ку
вна ча ле по лу чен ное ста ти че с кое ре ше ние мо жет ус та реть
и быть не при год ным для ре а ли за ции.

Вза и мо связь эко но ми че с ких по ка за те лей рас сма т ри ва е мой
за да чи мож но пред ста вить в ви де сле ду ю ще го вы ра же ния:

До ход = f(ре сур сы, спрос, це ны, ин ве с ти ции).

Пе рей дем к по сле до ва тель но му ана ли зу вли я ния фак то -
ров на кри те рий це ле вой функ ции до хо да от про да жи кра сок
для на ружных и вну т рен них ра бот. В об щем ви де эко но ми ко-
ма те ма ти ческая мо дель по став лен ной в п. 2.2.1 за да чи име ет
сле ду ю щий вид:

F(X4) = (снхн + свхв) � max

Вза и мо связь по ка за те лей этой за да чи мож но пред ста вить
в ви де гра фа дре во вид ной струк ту ры (рис. 2.4), со сто я ще го
из пока за те лей ком мер че с кой де я тель но с ти (эле мен тов),
уров ней и свя зей меж ду ни ми.

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

a1
нxн + a1

вxв � b1,
a2

нxн + a2
вxв � b2,

xн � Dн,
xв � Dв,
xн 
 0,
xв 
 0.
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Рис. 2.4



со кра ще ние объ е ма дефи цит но го ре сур са ни ког да не улуч -
ша ет зна че ния це ле вой функции и, сле до ва тель но, при ве дет
к умень ше нию до хо да от ре а ли зации, т.е. ухуд ше нию по ка за -
те лей ком мер че с кой де я тель но с ти пред при я тия.

В рас сма т ри ва е мой за да че ис поль зу е мые за па сы сы рья
А и В яв ля ют ся де фи цит ны ми ре сур са ми, по это му по сле до -
ва тель но рас смо т рим сна ча ла уве ли че ние за па сов сы рья (ре -
сур са) А.

На рис. 2.6 вид но, что при уве ли че нии за па са это го ре сур са
пря мая (1) пе ре ме ща ет ся вверх па рал лель но са мой се бе, при
этом тре у голь ник DKE по сте пен но стя ги ва ет ся в точ ку K (3, 2).
В этом слу чае об ла с тью до пу с ти мых ре ше ний ста но вит ся
мно го угольник ABCKF, а оп ти маль но му ре ше нию со от вет ст -
ву ет точ ка K, а ог ра ни че ния (2) и (4) ста но вят ся свя зы ва ю -
щи ми. В точ ке K ог рани че ние (1) ста но вит ся из бы точ ным,
по сколь ку лю бое даль нейшее уве ли че ние за па са ре сур са А не
вли я ет ни на об ласть до пусти мых ре ше ний, ни на оп ти маль -
ное ре ше ние. Имен но в этом и со сто ит от ли чие не де фи цит -
но с ти ре сур са от его из бы точ но с ти: ис клю че ние из бы точ но го
ог ра ни че ния не из ме ня ет ни об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний,
ни са мо го оп ти маль но го ре ше ния, в то вре мя как ис клю че ние
ис ход но го ог ра ни че ния, со от вет ст ву ю щего де фи цит но му ре -
сур су, все гда из ме ня ет об ласть до пу с ти мых реше ний, но не
все гда — оп ти маль ное ре ше ние. Та ким об ра зом, нет не об хо -
ди мо с ти уве ли чи вать объ ем сы рья А сверх то го пре дель ного
зна че ния, при ко то ром со от вет ст ву ю щее ему ог ра ни че ние (1)
ста нет из бы точ ным, где пря мая (1) прой дет че рез точ ку K,
что и ука зы ва ет на но вое оп ти маль ное ре ше ние.

Этот пре дель ный уро вень мож но най ти сле ду ю щим об ра -
зом. Сна ча ла оп ре де ля ют ся ко ор ди на ты точ ки K, яв ля ю щей -
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Эти за да чи на зы ва ют ана ли зом мо де ли на ус той чи вость
(чувстви тель ность) к пра вой ча с ти (ог ра ни че ний), так как ве-
ли чи на за па са каж до го ре сур са за пи сы ва ет ся имен но в пра -
вой ча с ти усло вий-ог ра ни че ний. Ог ра ни че ния ли ней ной мо -
де ли де лят ся на свя зы ва ю щие (ак тив ные) и не свя зы ва ю щие
(не ак тив ные).

Ре сурс, со от вет ст ву ю щий свя зы ва ю ще му ог ра ни че нию,
яв ляет ся де фи цит ным ре сур сом, так как он ис поль зу ет ся
пол но стью. Ре сурс же, со от вет ст ву ю щий не свя зы ва ю ще му
ог ра ни че нию, явля ет ся не де фи цит ным ре сур сом, так как он
име ет ся в из быт ке. По это му при ана ли зе мо де ли на чув ст ви -
тель ность к пра вым частям ог ра ни че ний оп ре де ля ют:

• пре дель но до пу с ти мое уве ли че ние за па са де фи цит но го
ре сурса, поз во ля ю щее улуч шить най ден ное оп ти маль ное ре -
ше ние;

• пре дель но до пу с ти мое умень ше ние за па са не де фи цит -
но го ресур са, не из ме ня ю щее най ден ное ра нее оп ти маль ное
ре ше ние. Это осо бен но важ но, ес ли ос тат ки не де фи цит но го
ре сур са можно ис поль зо вать для дру гих це лей.

Сле ду ет за ме тить, что ана ли зи ро вать вли я ние на оп ти мум
уве ли че ния не де фи цит ных ре сур сов или умень ше ния объ е -
ма дефи цит ных ре сур сов не име ет смыс ла, по сколь ку в пер -
вом слу чае и без то го из бы точ ный ре сурс ста но вит ся еще бо -
лее из бы точ ным, что ни как не ска жет ся на по лу чен ном ра нее
ре ше нии. Вто рая же часть за да чи осо бен но важ на, по сколь ку
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Рис. 2.5

Рис. 2.6



Е (3 ; 1 ), не из ме няя оп ти маль но го ре ше ния. Та ким об ра -

зом, при уменьше нии спро са на кра с ку для вну т рен них ра бот

до ве ли чи ны хв = 1 , т.е. на (2 – 1 ) = , оп ти маль ность по -

лу чен но го ра нее ре ше ния со хра ня ет ся.
Ог ра ни че ние (3) хн + хв � 1,5 пред став ля ет со от но ше ние

между су точ ным спро сом на кра с ку для вну т рен них ра бот
и су точ ным спро сом на кра с ку для на руж ных ра бот. В этом
слу чае пра вую часть ог ра ни че ния так же мож но умень шать
до тех пор, по ка прямая ВС (3) (рис. 2.9) не до стиг нет точ ки Е.

1
–
3

1
–
3

2
–
3

1
–
3

1
–
3
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ся точ кой пе ре се че ния пря мых (2) и (4), ко то рая на хо дит ся
из ре ше ния систе мы урав не ний

За тем пу тем под ста нов ки ко ор ди нат точ ки K (3; 2) в ле -
вую часть ог ра ни че ния (1) оп ре де ля ет ся мак си маль но до пу -
с ти мый запас ре сур са А:

0,5хн + хв = 0,5 · 3 + 2 = 3,5 т.

Сле до ва тель но, ра зум но уве ли чить за пас сы рья А на 0,5 т,
при этом но вое оп ти маль ное зна че ние це ле вой функ ции бу дет

Fmax(K) = 2 · 3 + 3 · 2 = 12 тыс. руб.

2. Ана ло гич но ре ша ет ся за да ча о це ле со об раз но с ти уве ли -
чения за па сов де фи цит но го ре сур са (сы рья) В в со от вет ст ву -
ю щем ог ра ни че нии (2) (рис. 2.7).

Но вым оп ти маль ным ре ше ни ем ста но вит ся точ ка L, где
пе ресе ка ют ся пря мые (1) и (6), т.е. 0,5хн + хв = 3 и хв = 0,5.
Оче вид но, ее ко ор ди на ты хн = 5 и хв = 0,5, при чем за пас
сырья В мож но увели чить до зна че ния, рав но го хн + 0,5хв =
= 5 + 0,5 · 0,5 = 5,25 т, т.е. на 1,25 т, тог да но вое оп ти маль ное
зна че ние це ле вой функ ции будет рав но:

Fmax(L) = 2 · 5 + 3 · 0,5 = 11,5 тыс. руб.

3. Рас смо т рим те перь ре ше ние за да чи о воз мож но с ти сни -
жения за па сов не де фи цит ных ре сур сов (т.е. об умень ше нии
пра вой ча с ти не свя зы ва ю щих ог ра ни че ний).

Ог ра ни че ние (4) хв � 2 за да ет уро вень спро са на кра с ку
для вну т рен них ра бот. На рис. 2.8 вид но, что пря мую CD (4)
мож но опу с кать па рал лель но вниз до пе ре се че ния с точ кой

⎧
⎨
⎩

xн + 0,5xв = 4,
xв = 2.
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Рис. 2.7

Рис. 2.8

Рис. 2.9



Ана ло гич но мож но оп ре де лить цен ность еди ни цы каж до -
го из ос таль ных ис поль зу е мых ре сур сов, что и пред став ле но
в по следнем столб це табл. 2.18.

На ос но ве по лу чен ных дан ных мож но сде лать вы вод
о том, что до пол ни тель ные вло же ния (ин ве с ти ции) сле ду ет
на пра вить преж де все го на уве ли че ние ре сур са b1 (сы рье А)

p1 = 2 , а за тем уже — на уве ли че ние ре сур са b2 (сы рье В) p2 = .

Как и пред пола га лось ра нее, уве ли чи вать объ ем не де фи цит -
ных ре сур сов не сле ду ет (p3 = p4 = 0).

5. Рас смо т рим те перь, в ка ких пре де лах воз мож но из ме не -
ние цен на кра с ки, при ко то рых не про ис хо дит из ме не ние оп ти-
мально го ре ше ния. Це ны на кра с ки сн и св оп ре де ля ют на клон
ли нии це ле вой функ ции F(X) = (снхн + свхв). Умень ше ние сн
или уве личе ние св при во дит к вра ще нию ли нии це ле вой функ-
ции про тив ча со вой стрел ки от но си тель но точ ки Е вплоть до
сов па де ния с ли ни ей DE гра фи ка (1) (рис. 2.10). В этом слу -
чае до ход от про дажи из ме ня ет ся, а мно же ст во ва ри ан тов
пла на по лу чим на пря мой DE. Та кое же яв ле ние на блю да ет -
ся при вра ще нии ли нии це ле вой функ ции по ча со вой стрел -
ке от но си тель но точ ки Е при из ме нении ко эф фи ци ен тов це -
ле вой функ ции в про ти во по лож ную сторо ну, что и ука за но
на рис. 2.10. В этом слу чае по лу чим на ли нии EF мно же ст во
аль тер на тив ных ре ше ний хн и хв, край ние из ко торых точ ки Е
и F ука зы ва ют на по лу че ние оп ти маль ной ве ли чи ны до хо да.

Даль ней ший ана лиз за клю ча ет ся в оп ре де ле нии до пу с ти -
мо го ин тер ва ла из ме не ния це ны сн при по сто ян ной це не св = 3,
при ко то ром ре ше ние ос та ет ся оп ти маль ным. На хо дим мак -
си мальное зна че ние сн, уве ли чи вая его до тех пор, по ка на -
клон пря мой це ле вой функ ции не сов па да ет с пря мой ЕF(2),
тог да это зна чение на хо дит ся из ра вен ст ва тан ген сов уг лов
на кло на ли ний снхв + 3хв = F(X) и хн + 0,5хв = 4:

tg α = = ;   = � max cн = 6 � 6xн + 3xв = F(X).

При этом до ход от ре а ли за ции уве ли чит ся и мо жет со ста -

вить 6 · 3 + 3 · 1 = 24 тыс. руб. Ана ло гич но ми ни маль ное зна-

че ние сн на хо дим, умень шая его до тех пор, по ка на клон пря мой,
со ответ ст ву ю щей це ле вой функ ции, не сов па дет с пря мой
DE (1), тогда это зна че ние на хо дит ся из ра вен ст ва тан ген сов
уг лов на кло на ли ний снхн + 3хв = F(X) и 0,5хн + хв = 3:

1
–
3

1
–
3

cн––
cв

aн
2

––
aв

2

cн––
3

1
——
0,5

2
–
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При этом пра вая часть ог ра ни че ния (3) ста нет рав ной

–xн + хв = –3 + 1 = –2 т, а са мо ре ше ние (3) мо жет быть за -

пи са но в ви де
–xн + хв � –2   или   хн – хв 
 2.

По лу чен ный ре зуль тат по ка зы ва ет, что ес ли су точ ный спрос
на кра с ку для на руж ных ра бот бу дет пре вы шать су точ ный
спрос на кра с ку для вну т рен них ра бот не ме нее чем на 2 т, то
ра нее полу чен ное оп ти маль ное ре ше ние так же не из ме нит ся.

По лу чен ные ре зуль та ты мож но обоб щить и пред ста вить
в виде табл. 2.18.

1
–
3

1
–
3
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Таб ли ца 2.18

Ресурс Тип
ресурса

Предельно допус -
тимое изменение

запаса ресурса Δbi, т

Предельное приращение 
оптимального значения

ΔFi, тыс. руб.

Значение pi,
тыс. руб./ т

b1 Дефи-
цитный

Δb1 = 3,5 – 3 =
= 0,5

ΔF1 = 12 – 10 = 1 1–
3

2–
3

p1 = 2 1–
3

b2 Дефи-
цитный

Δb2 = 5,25 – 4 =
= 1,25

ΔF2 = 11,5 – 10 = 5–
6

2–
3

p2 = 2–
3

b3 Недефи-
цитный

Δb3 = –2 – 1,5 =
= –3,5

ΔF3 = 10 – 10 = 02–
3

2–
3

p3 = 0

b4 Недефи-
цитный Δb4 = 1 – 2 = – 1–

3
1–
3

ΔF4 = 10 – 10 = 02–
3

2–
3

p4 = 0

4. При ре ше нии за дач ана ли за мо де ли на чув ст ви тель -
ность в ус ло ви ях ог ра ни че ния на за тра ты, свя зан ные с до -
пол ни тель ным при вле че ни ем ре сур сов или с ин ве с ти ци я ми,
что ха рак тер но для боль шин ст ва эко но ми че с ких за дач, воз -
ни ка ет за да ча вы бо ра пред по чте ния ре сур сов при вло же нии
до пол ни тель ных средств. Для это го вво дит ся по ка за тель
цен но с ти pi до пол ни тель ной едини цы ре сур са i-го ви да, ко то -
рую мож но най ти по фор му ле

pi = ,

где Δbi — пре дель но до пу с ти мое из ме не ние за па са ре сур са;
ΔFi — со от вет ст ву ю щее пре дель ное при ра ще ние оп ти маль но -
го зна че ния це ле вой функ ции.

Ис поль зуя дан ные табл. 2.18, на при мер, для ог ра ни че ния
(1), вы чис лим цен ность со от вет ст ву ю ще го ре сур са А

p1(x) = = = 2 тыс. руб./т.
ΔFi——
Δbi

11–
3——

0,5
2
–
3

ΔFi——
Δbi



Ана ло гич но при сн = 6 оп ти маль ное зна че ние це ле вой
функции до сти га ет ся в лю бой точ ке от рез ка EF, вклю чая точ -
ки Е и F. Ес ли же сн > 6, то в этом слу чае оп ти мум сме ща ет ся
в точ ку F.

Сле ду ет за ме тить, что при сн < 1,5 ре сурс b4 ста но вит ся
де фицит ным, а ре сурс b2 — не де фи цит ным, т.е. ес ли вы руч ка
от про дажи 1 т кра с ки для на руж ных ра бот ста нет мень ше
1,5 тыс. руб., то для фа б ри ки на и бо лее вы год но вы пу с кать
мак си маль но до пу с тимое ко ли че ст во кра с ки для вну т рен них
ра бот, хв = 2 т в сут ки. При этом об щее по треб ле ние сы рья В
сни зит ся, что обус ло вит не де фи цит ность это го ре сур са в ог -
ра ни че нии (2).

Со от вет ст ву ю щие вы во ды мож но сде лать и для слу чая
сн > 6, ког да ре сурс b2 ста но вит ся де фи цит ным, а ре сурс b1 —
не де фицит ным. В этом слу чае до ход от про да жи 1 т кра с ки
для на руж ных ра бот бу дет боль ше 6 тыс. руб. и на и бо лее вы -
год ным ста но вит ся вы пуск толь ко кра с ки это го ви да (точ ка F)
в объ е ме xн = 4 т в сут ки. При этом об щее по треб ле ние не де -
фи цит но го сырья А сни жа ет ся, b1 — в ог ра ни че нии (1).

Ана ло гич ные вы чис ле ния мож но сде лать и для це ны на
краску для вну т рен них ра бот св:

tg α = = ;   = � min cв = 1 � 2xн + xв = F(X);

F(X) = 8 тыс. руб.;

tg β = = ;   = � max cв = 4 � 2xн + 4xв = F(X);

F(X) = 12 тыс. руб.

Та ким об ра зом, до пу с ти мый ин тер вал из ме не ния це ны
для нее со ста вит 1,0 � сн � 4, при этом един ст вен ным оп ти -

маль ным ре ше ни ем ос та ет ся точ ка Е(3 ; 1 ). Ес ли це на св =

= 1 тыс. руб., то оп ти маль ной яв ля ет ся лю бая точ ка от рез ка EF.
При даль нейшем умень ше нии це ны св кра с ки для вну т рен -
них ра бот оп ти мум сме ща ет ся в точ ку F, сле до ва тель но, вы -
пуск фа б ри кой кра с ки это го ви да ста но вит ся не вы год ным.
Ес ли же це на св = 4 тыс. руб., то оп ти маль ное зна че ние це ле -
вой функ ции до сти га ет ся в лю бой точ ке от рез ка DE, а даль -
ней шее уве ли че ние це ны св сме ща ет опти мум в точ ку D.

6. С це лью рас ши ре ния ис поль зо ва ния воз мож но с тей ме -
тодов и мо де лей ли ней но го про грам ми ро ва ния вос поль зу ем -
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–
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tg β = = ;   = � max cн = 1,5 � 1,5xн + 3xв = F(X).

При этом до ход от ре а ли за ции умень шит ся и ста нет рав -

ным 1,5 · 3 + 3 · 1 = 9 тыс. руб. Та ким об ра зом, до пу с ти мый ин  -

тервал из ме не ния це ны сн, в ко то ром точ ка Е ос та ет ся един ст-
вен ной оп ти маль ной, оп ре де ля ет ся не ра вен ст вом 1,5 � сн � 6.
При сн = 1,5 оп ти маль ным ре ше ни ем яв ля ет ся весь от ре зок
DE, его лю бая точ ка, вклю чая точ ки Е и D. Ес ли сн < 1,5, то
оп ти мум смеща ет ся в точ ку D.
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Рис. 2.10



y1
* = 2 ; y2

* = . Ре сур сы этих ви дов в оп ти маль ном пла не

пря мой за дачи ис поль зу ют ся пол но стью, по сколь ку до пол -
ни тель ные пе ремен ные x1

* = 0; x2
* = 0.

Двой ст вен ные оцен ки рав ны ну лю: y3
* = 0; y4

* = 0, что сви -
детель ст ву ет о не о бе с пе чен но с ти спро са, а до пол ни тель ные

пе ремен ные x3 = 3,5; x4 = во шли в оп ти маль ный план про -

из водства кра сок.
Двой ст вен ные оцен ки в оп ти маль ном пла не боль ше ну ля

у тех ви дов ре сур сов, ко то рые пол но стью ис поль зу ют ся при
про извод ст ве кра с ки. Эти оцен ки оп ре де ля ют де фи цит ность

ре сур сов А и В, а их ве ли чи ны y1
* = 2 ; y2

* = по ка зы ва ют,

на сколь ко воз ра с та ет мак си маль ное зна че ние до хо да от про -
да жи кра с ки в пря мой за да че при уве ли че нии ко ли че ст ва со -
от вет ст ву ю ще го вида ре сур са на еди ни цу. На при мер, уве ли -
че ние ре сур са А на 1 т при ве дет к та ко му пла ну, при ко то ром

до ход от про да жи кра с ки воз ра с тет на 2 тыс. руб. и ста нет

рав ным 10 + 2 = 13 тыс. руб. Уве ли че ние же ре сур са В на

1 т при ве дет к дру го му оп ти мально му пла ну, при ко то ром до -

ход от про да жи кра с ки воз ра с тет на тыс. руб. и ста нет рав -

ным 10 + = 11 тыс. руб. Сле ду ет за ме тить, что ко эф фи -

ци ен ты симп лекс ной таб ли цы, рас по ложен ные в столб це
пе ре мен ной x1, по ка зы ва ют, что ука зан ное увели че ние до хо -
да по ре сур су А до сти га ет ся за счет уве ли че ния произ вод ст -
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ся еще со став ле ни ем двой ст вен ной за да чи по от но ше нию
к ис ход ной или пря мой. Обо зна чим y1, y2, y3, y4 двой ст вен -
ные оцен ки (те невые сто и мо с ти) еди ни цы каж до го ре сур са
за да чи. Тог да двойствен ная за да ча фор му ли ру ет ся сле ду ю -
щим об ра зом: оп ре де лить оцен ку еди ни цы каж до го ви да ре -
сур са, что бы при за дан ных объемах ре сур сов, нор мах их рас -
хо да и по ка за те лях до хо да об щая сто и мость за тра чен ных
ре сур сов бы ла бы ми ни маль ной.

За пи шем ма те ма ти че с кую мо дель двой ст вен ной за да чи
к сфор му ли ро ван ной вы ше в п. 2.3.2 при ме ра 2.3 пря мой за -
да че линей но го про грам ми ро ва ния:
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Пря мая зада ча
Оп ре де лить Х* = (х*

н; х*
в),

ко то рый при ог ра ни чени ях

обес пе чи ва ет мак си мум

F(X) = (2хн + 3хв) � max.

0,5xн + xв � 3,
xн + 0,5xв � 4,
–xв + xн � 1,5,
xв � 2,
xн 
 0, xв 
 0

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

Двой ст вен ная за да ча
Оп ре де лить Y* = (y1

*; y*
2; y*

3; y*
1), ко то -

рый при ог ра ни чени ях

обес пе чи ва ет ми ни мум

F(Y) = (3y1 + 4y2 + 1,5y3 + 2y4) � min.

0,5y1 + y2 – y3 
 2,
y1 + 0,5y2 + y3 + y4 
 3,
y1 
 0, y2 
 0,
y3 
 0, y4 
 0

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

Ре ше ние двой ст вен ной за да чи оп ре де ля ет оп ти маль ную
систе му оце нок ре сур сов, ис поль зу е мых для про из вод ст ва
кра сок. Ус та но вим со пря жен ные па ры пря мой и двой ст вен -
ной за дач:

Поль зу ясь ре ше ни ем пря мой за да чи (табл. 2.7), по лу чим
(табл. 2.19) ре ше ние двой ст вен ной за да чи, для че го пе ре пи -
шем симп лекс ную таб ли цу оп ти маль но го ре ше ния.

Та ким об ра зом, оп ти маль ный план двой ст вен ной за да чи
к зада че пла ни ро ва ния про из вод ст ва кра с ки име ет сле ду ю -
щий вид:

Y* = (2 ; ; 0; 0; 0; 0);   F(Y*) = 10 .

Про ве дем ана лиз оп ти маль но го пла на двой ст вен ной за да -
чи. В оп ти маль ном пла не ус лов ные двой ст вен ные оцен ки
еди ни цы ре сур сов пер во го и вто ро го ви дов от лич ны от ну ля
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–
3

2
–
3

y5 y6

⎧ ⎪ ⎨ ⎪ ⎩

y1 y2 y3 y4

⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩

xн xв

⎧ ⎪ ⎨ ⎪ ⎩

x1 x2 x3 x4

⎧ ⎪ ⎪ ⎪ ⎨ ⎪ ⎪ ⎪ ⎩

Таб ли ца 2.19

План Базисные
переменные

Значения
базисных

переменных
хн xв х1 х2 х3 х4

V x3 3,5 0 0 –2 2 1 0

x4 2/3 0 0 –4/3 2/3 0 1

хв 1 1–
3

0 1 4/3 –2/3 0 0

хн 3 1–
3

1 0 –2/3 4/3 0 0

F(X) 10 2–
3

0 0 2 2–
3

2/3 0 0



двой ст венных оце нок от но си тель но из ме не ний ре сур сов
А и В (см. п. 2.4.3).

Пер вый вид ре сур са А (стол бец х1) мо жет из ме нять ся
в преде лах

–1 � ΔbA � min ; ; 5 ;   –1 � ΔbA � .

Сле до ва тель но, ин тер вал из ме не ния ре сур са А бу дет ра вен

3 – 1; 3 + = 2; .

Вто рой ре сурс В (стол бец х2) мо жет из ме нять ся в пре де лах

max – ; –1; – � ΔbB � 2;   –1 � ΔbB � 2.

Сле до ва тель но, ин тер вал из ме не ния ре сур са В ра вен:
[4 – 1; 4 + 2] = [3; 6].

Со ста вим суб оп ти маль ные ва ри ан ты пла на с уче том из -
ме нений ис ход ных дан ных мо де ли.

1. Пусть су точ ный за пас сы рья А умень шил ся на 1 т.
В ре зуль та те про из вод ст во кра с ки для на руж ных ра бот

возрос ло до 4 т, a для вну т рен них ра бот сни зи лось до ну ля,
до ход от ре а ли за ции со кра тил ся до 8 тыс. руб. (табл. 2.20).
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ва кра с ки вну т рен них ра бот на т и умень ше ния про извод -

ст ва кра с ки для на руж ных ра бот на т в сут ки. Зна че ние це -

ле вой функ ции при этом со ста вит

F(X) = 2 3 – + 3 1 + = 13 тыс. руб.

Ана ло гич ные рас суж де ния мож но про ве с ти по пе ре мен -
ной симп лекс ной таб ли цы x2, где со от вет ст вен но рас по ло -
жен ные коэф фи ци ен ты ука зы ва ют на уве ли че ние до хо да от
ре а ли за ции кра с ки при из ме не нии ре сур са В за счет умень -

ше ния про из водства кра с ки для вну т рен них ра бот на т

и од но вре мен но го уве личе ния про из вод ст ва кра с ки для на -

руж ных ра бот на т в сут ки. Зна че ние це ле вой функ ции при

этом со ста вит

F(X) = 2 xн
0 + + 3 xв

0 – = 2 3 + + 3 1 – =

= 11 тыс. руб.

При под ста нов ке оп ти маль ных зна че ний двой ст вен ных оце -
нок в си с те му ог ра ни че ний двой ст вен ной за да чи по лу чим:

Пер вое и вто рое ог ра ни че ния двой ст вен ной за да чи яв ля -
ют ся ра вен ст ва ми, сле до ва тель но, двой ст вен ные оцен ки ре сур-
сов, исполь зу е мые для про из вод ст ва кра сок для на руж ных
и вну т рен них ра бот, рав ны в точ но с ти до хо ду, по лу ча е мо му
от их про да жи. Поэто му про да жа ука зан ных ви дов кра с ки
эко но ми че с ки це ле со образ на в со от вет ст вии с оп ти маль ным
пла ном пря мой за да чи.

Пред став ля ют ин те рес в ре ше нии за да чи толь ко две

двойствен ные оцен ки: y1
* = 2 ; y2

* = . Они ха рак те ри зу ют

«стоимость» ре сур сов А и В. Про ве дем ана лиз ус той чи во с ти
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Таб ли ца 2.20

Базисные
переменные

Значения 
базисных

переменных

Коэффициент
структурных
сдвигов (kc)

по bA(x1)

Произведение
kc на ΔbA = –1

Расчет 
варианта плана
x3 = x3 + kcΔbA

x3 3,5 –2 +2 5,5
x4 2/3 –4/3 +4/3 2
xв 4/3 4/3 –4/3 0
xн 10/3 –2/3 +2/3 4

F(X5) 32/3 8/3 –8/3 8



4. Мар ке тин го вый от дел про гно зи ру ет на зим ний се зон
сниже ние цен кра с ки для вну т рен них ра бот и на руж ных ра -
бот с 3 тыс. руб. и 2 тыс. руб. до 2,5 тыc. pyб. и 1,5 тыс. руб.
за 1 т со ответ ст вен но.

5. От дел сбы та ус та но вил, что спрос на кра с ку для вну т -
рен них ра бот ни ког да на пре вы шал 3 т в сут ки.

6. Мар ке тин го вый от дел пред ла га ет вы пу с кать еще один
вид кра с ки для по кра с ки ав то мо би лей с рас хо дом сы рья А
и В со ответ ст вен но 0,4 и 1,1 по це не 4 тыс. руб. за 1 т.

7. От дел снаб же ния про гно зи ру ет на сле ду ю щий ме сяц
уве личе ние по став ки сы рья А на 2 т в сут ки.

8. От дел снаб же ния на сле ду ю щий ме сяц про гно зи ру ет
сни же ние по став ки сы рья А на 0,5 т и уве ли че ние сы рья В на
1 т в сут ки.

9. От дел снаб же ния на сле ду ю щий ме сяц пла ни ру ет уве -
личить по став ки сы рья А на 0,5 т в сут ки.

10. От дел снаб же ния на сле ду ю щий ме сяц пла ни ру ет не -
до постав ку сы рья В на 1,5 т в сут ки.

2. Пусть су точ ный за пас сы рья В уве ли чил ся на 2 т.
В ре зуль та те про из вод ст во кра с ки для на руж ных ра бот

возрос ло до 6, вну т рен них ра бот сни зи лось до ну ля, до ход от
ре а лиза ции уве ли чил ся до 12 тыс. руб. (табл. 2.21).

156

Таб ли ца 2.21

Базисные
переменные

Значения 
базисных

переменных

Коэффициент
структурных
сдвигов (kc)

по bB(x1)

Произведение
kc на ΔbB = 2

Расчет 
варианта

плана

x3 3,5 2 4 7,5
x4 2/3 +2/3 4/3 2
xв 4/3 –2/3 –4/3 0
xн 10/3 4/3 8/3 6

F(X5) 32/3 2/3 4/3 12

Важ но за ме тить, что ма те ма ти че с кие ме то ды ре а ли зо ва ны
в ви де спе ци аль ных про грамм в ком пью те рах. Од на ко по ста -
нов ку и рас ши ф ров ку по лу ча е мых ре ше ний осу ще ств ля ет
че ло век, и на это ухо дит ос нов ное вре мя, а ре а ли за ция на
ком пью те ре со ставля ет ма лое вре мя.

Та ким об ра зом, мож но про во дить ма те ма ти че с кое мо де -
ли рова ние ва ри ан тов про да жи, учи ты вая ди на ми ку ре аль -
ной жиз ни, и про гно зи ро вать ус той чи вость ком мер че с кой
де я тель но с ти предпри ятия.

За да чи

Най ди те но вое оп ти маль ное ре ше ние по про из вод ст ву
фа б ри кой кра сок и их про да же при сле ду ю щих ус ло ви ях.

1. От дел снаб же ния фа б ри ки про гно зи ру ет на сле ду ю -
щий месяц не до по с тав ку сы рья В в объ е ме 1,5 т в сут ки.

2. От дел рек ла мы при про ве де нии рек лам ной кам па нии
прогно зи ру ет на лет ний се зон уве ли че ние про да жи кра с ки
для внутрен них ра бот до 4 т в сут ки.

3. Про из вод ст вен ный от дел пред ла га ет но вый тех но ло ги -
ческий про цесс, ко то рый поз во лит сни зить рас ход сы рья А
и В на про из вод ст во 1 т кра с ки для на руж ных ра бот с 0,5 и 1 т
до 0,4 и 0,8 т со от вет ст вен но.



В ре зуль та те изу че ния ма те ри а ла сту ден ты будут:
знать по ня тия об иг ро вых мо де лях за дач ком мер че с кой де я -

тель но с ти, ме то дах и мо де лях их ре ше ния;
уметь про во дить фор му ли ров ку за дач ком мер че с кой де я тель -

но с ти в иг ро вой фор ме, под би рать ме то ды и мо де ли их ре ше ния;
вла деть тех ни кой ре ше ния за дач сфор му ли ро ван ных в ви де иг -

ры: прин цип ми ни мак са (ос то рож но с ти), ре ше ния игр в сме шан -
ных стра те ги ях, гра фи че с кий ме тод, ме тод ли ней но го про грам ми -
ро ва ния, ре ше ния ком мер че с ких ри с ков и кон фликт ных си ту а ций.

3.1. По ня тие об иг ро вых мо де лях
В ком мер че с кой де я тель но с ти при хо дит ся при ни мать ре -

шения в ус ло ви ях про ти во дей ст вия дру гой сто ро ны, ко то рая
мо жет пре сле до вать про ти во по лож ные или иные це ли, до би -
вать ся других пу тей до сти же ния це ли, пре пят ст во вать те ми
или ины ми действи я ми или со сто я ни я ми внеш ней сре ды до -
сти же нию на ме ченной це ли. При чем эти про ти во дей ст вия
про ти во по лож ной сто роны мо гут но сить пас сив ный или ак -
тив ный ха рак тер. В та ких слу ча ях при хо дит ся учи ты вать
воз мож ные ва ри ан ты по ве де ния про ти во по лож ной сто ро ны,
от вет ные дей ст вия, воз мож ную реак цию и со от вет ст вен но
ис хо ды.

Воз мож ные ва ри ан ты по ве де ния обе их сто рон и их ис хо -
дов для каж до го со че та ния аль тер на тив и со сто я ний мож но
пред ставить в ви де ма те ма ти че с кой мо де ли, ко то рая на зы ва -
ет ся иг рой.

Ес ли в ка че ст ве про ти во по лож но с ти вы сту па ет не ак тив -
ная, пас сив ная сто ро на, ко то рая яв но ак тив но не про ти во -
дей ст ву ет до сти же нию на ме чен ной це ли, то та кие иг ры на -
зы ва ют ся иг ра ми с при ро дой. Та кой сто ро ной в ком мер ции
яв ля ют ся не из вестность по ве де ния кли ен тов, ре ак ция на се -
ле ния на но вые ви ды това ров, не яс ность по год ных ус ло вий
при пе ре воз ке то ва ров или про ве де нии яр мар ки, не до ста точ -
ная ин фор ми ро ван ность о коммер че с ких опе ра ци ях, за куп -
ках, сдел ках и т.п.

В дру гих си ту а ци ях про ти во по лож ная сто ро на ак тив но,
созна тель но мо жет про ти во сто ять до сти же нию на ме чен ной
це ли. В по доб ных слу ча ях про ис хо дит столк но ве ние про ти во -
по лож ных ин те ре сов, мне ний, це лей. Та кие си ту а ции на зы -
ва ют ся конфликт ны ми, а при ня тие ре ше ний в кон фликт ной
си ту а ции затруд ня ет ся из-за не о пре де лен но с ти по ве де ния
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Гла ва 3
МЕТОДЫ И МОДЕЛИ ТЕОРИИ ИГР

В ком мер че с кой де я тель но с ти при хо дит ся при ни мать ре -
шения, учи ты вая мно же ст во фак то ров раз лич ной при ро ды.
При чем спе ци фи ка ком мер че с кой де я тель но с ти та ко ва, что
учи ты ва е мые при при ня тии ре ше ний фак то ры не ред ко об ла -
да ют так на зы ваемым свой ст вом не о пре де лен но с ти, по сколь -
ку нель зя за ра нее опре де лить точ но, ка ко во бу дет зна че ние
то го или ино го фак то ра или по ка за те ля. От сю да сле ду ет, что
и ре зуль тат при ня тия ре шения так же бу дет об ла дать свой ст -
вом не оп ре де лен но с ти. На пример, объ ем про да ж в зна чи тель -
ной сте пе ни за ви сит от спро са на се ле ния на тот или иной то -
вар. Спрос, как из ве ст но, яв ля ет ся ве ли чи ной слу чай ной,
сле до ва тель но, его зна че ние име ет не кото рый раз брос и яв -
ля ет ся точ но не о пре де лен ным.

Не о пре де лен ность зна че ний раз лич ных фак то ров при во -
дит к то му, что ре ко мен да ции по ре ше нию про бле мы не мо -
гут быть столь же чет ки ми и од но знач ны ми, как в слу ча ях
пол ной оп ре делен но с ти. В про цес се по ис ка ре ше ний по яв ля -
ют ся воз мож ные ва ри ан ты ре ше ний. По это му при ня тие ре -
ше ния со сто ит в вы боре на и луч ше го ва ри ан та из име ю щих ся.

При этом, не смо т ря на от сут ст вие пол ной оп ре де лен но с -
ти, не об хо ди мо про во дить ко ли че ст вен ный ана лиз и на его
ос но ве при ни мать то или иное, но обос но ван ное ре шение.
В на сто я щее вре мя раз ра бо та ны спе ци аль ные ма те ма ти чес
кие ме то ды, пред наз на чен ные для обос но ва ния ре ше ний
в ус лови ях не о пре де лен но с ти.

Сле ду ет за ме тить, что при вы бо ре ре ше ния в ус ло ви ях
неопре де лен но с ти все гда не из бе жен эле мент про из во ла,
а сле до ватель но, и ри с ка. Не до ста точ ная ин фор ми ро ван -
ность все гда опасна, и за нее при хо дит ся пла тить.

За да ча ми при ня тия ре ше ний в ус ло ви ях пол ной или ча с -
тичной не о пре де лен но с ти за ни ма ет ся те о рия игр и ста ти с ти -
че с ких ре ше ний.
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один, а несколь ко по ка за те лей и фак то ров. При чем стра те -
гия, оп ти мальная по од но му по ка за те лю, не о бя за тель но бу -
дет оп ти маль ной и по дру гим.

В за ви си мо с ти от при чин, вы зы ва ю щих не о пре де лен ность
ис хо дов, иг ры мож но раз де лить на сле ду ю щие ос нов ные
груп пы:

• ком би на тор ные иг ры, в ко то рых пра ви ла да ют в прин -
ци пе возмож ность каж до му иг ро ку про ана ли зи ро вать все
раз но об раз ные ва ри ан ты сво е го по ве де ния и, срав нив эти ва -
ри ан ты, из брать тот из них, ко то рый ве дет к на и луч ше му для
это го иг ро ка ис хо ду. Неоп ре де лен ность ис хо да свя за на
обыч но с тем, что ко ли че ст во воз мож ных ва ри ан тов по ве де -
ния (хо дов) слиш ком ве ли ко и прак ти че с ки иг рок не в со сто -
я нии их всех пе ре брать и про ана лизи ро вать;

• азарт ные иг ры, в ко то рых ис ход ока зы ва ет ся не о пре де -
лен ным в си лу вли я ния раз лич ных слу чай ных фак то ров.
Азарт ные иг ры со сто ят толь ко из слу чай ных хо дов, при ана -
ли зе ко то рых при меня ет ся те о рия ве ро ят но с тей. Азарт ны ми
иг ра ми те о рия игр не зани ма ет ся;

• стра те ги че с кие иг ры, в ко то рых пол ная не о пре де лен -
ность исхо да вы зва на тем, что каж дый из иг ро ков, при ни мая
ре ше ние о вы бо ре пред сто я ще го хо да, не зна ет, ка кой стра те -
гии бу дут придер жи вать ся дру гие уча ст ни ки иг ры, при чем
не зна ние иг ро ка о по ве де нии и на ме ре ни ях парт не ров но сит
прин ци пи аль ный ха рак тер, так как от сут ст ву ет ин фор ма ция
о по сле ду ю щих действи ях про тив ни ка (парт не ра).

Су ще ст ву ют иг ры, со че та ю щие в се бе свой ст ва ком би на -
торных и азарт ных игр, стра те гич ность игр мо жет со че тать ся
с комби на тор но с тью и т.д.

В иг ре мо гут стал ки вать ся ин те ре сы двух или бо лее иг ро -
ков. Ес ли в иг ре уча ст ву ют два иг ро ка, иг ра на зы ва ет ся пар -
ной, ес ли чис ло иг ро ков боль ше двух — мно же ст вен ной. Уча -
ст ни ки множе ст вен ной иг ры мо гут об ра зо вы вать ко а ли ции
(по сто ян ные или вре мен ные). Мно же ст вен ная иг ра с дву мя
по сто ян ны ми ко а ли ци я ми пре вра ща ет ся в пар ную. Пар ные
иг ры по лу чи ли на и боль шее рас про ст ра не ние в прак ти ке ана -
ли за иг ро вых ситу а ций.

Раз ли ча ют иг ры и по сум ме вы иг ры ша. Иг ра на зы ва ет ся
игрой с ну ле вой сум мой, ес ли каж дый иг рок вы иг ры ва ет за
счет других, а сум ма вы иг ры ша од ной сто ро ны рав на про иг -
ры шу дру гой. В пар ной иг ре с ну ле вой сум мой ин те ре сы иг -
ро ков пря мо про тиво по лож ны. Пар ная иг ра с ну ле вой сум -
мой на зы ва ет ся ан та го нисти че с кой иг рой. На и бо лее пол но
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про тив ни ка. Изве ст но, что про тив ник со зна тель но стре мит -
ся пред при нять наиме нее вы год ные для вас дей ст вия, что бы
обес пе чить се бе на и боль ший ус пех. Не из ве ст но, в ка кой ме -
ре про тив ник уме ет оце нить об ста нов ку и воз мож ные по -
след ст вия, как он оце ни ва ет ва ши воз мож но с ти и на ме ре ния.
Обе сто ро ны кон флик та не могут точ но пред ска зать вза им -
ные дей ст вия. Не смо т ря на та кую неоп ре де лен ность, при ни -
мать ре ше ния при хо дит ся каж дой сто роне кон флик та.

Не об хо ди мость обос но ва ния оп ти маль ных ре ше ний
в конфликт ных си ту а ци ях при ве ла к воз ник но ве нию те о рии
игр.

Те о рия игр — это ма те ма ти че с кая те о рия кон фликт ных
си туаций. Ос нов ны ми ог ра ни че ни я ми этой те о рии яв ля ют ся
пред по ложе ние о пол ной «иде аль ной» ра зум но с ти про тив -
ни ка и при ня тие при раз ре ше нии кон флик та на и бо лее ос то -
рож но го ре ше ния.

Ос нов ные по ня тия те о рии игр

Кон флик ту ю щие сто ро ны на зы ва ют ся иг ро ка ми, од на
реали за ция иг ры — пар ти ей, ис ход иг ры — вы иг ры шем или
про игры шем.

Раз ви тие иг ры во вре ме ни про ис хо дит по сле до ва тель но,
по эта пам, или хо дам. Хо дом в те о рии игр на зы ва ют вы бор
од но го из пре ду с мо т рен ных пра ви ла ми иг ры дей ст вия. Хо ды
бы ва ют личные и слу чай ные. Лич ным хо дом на зы ва ют со зна -
тель ный вы бор иг ро ком од но го из воз мож ных ва ри ан тов
дей ст вия и его осу ществле ние. Слу чай ным хо дом на зы ва ют
вы бор, осу ще ств ля е мый не во ле вым ре ше ни ем иг ро ка, а ка -
ким-ли бо ме ха низ мом слу чайно го вы бо ра (бро са ние мо не ты,
па сов ка, сда ча карт и т.п.).

Од ним из ос нов ных по ня тий те о рии игр яв ля ет ся стра те -
гия. Стра те ги ей иг ро ка на зы ва ет ся со во куп ность пра вил,
оп реде ля ю щих вы бор ва ри ан та дей ст вий при каж дом лич -
ном хо де это го иг ро ка в за ви си мо с ти от си ту а ции, сло жив -
шей ся в процес се иг ры.

Оп ти маль ной стра те ги ей иг ро ка на зы ва ет ся та кая стра -
те гия, ко то рая при мно го крат ном по вто ре нии иг ры, со дер жа -
щей личные и слу чай ные хо ды, обес пе чи ва ет иг ро ку мак си -
маль но возмож ный сред ний вы иг рыш или ми ни маль но
воз мож ный сред ний про иг рыш.

В боль шин ст ве кон фликт ных си ту а ций при вы бо ре ра -
зум ной стра те гии при хо дит ся при ни мать во вни ма ние не
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де ния иг ры, пред став ля ют ся ва ри ан ты воз мож ных ре ше ний
и оцен ка их послед ст вий. В иг ре обя за тель но при сут ст ву ет
«ве ду щий», ко то рый ру ко во дит иг рой, оце ни ва ет при ня тые
иг ро ка ми ре ше ния, со стояния, в ко то рых они мо гут на хо -
дить ся в про цес се иг ры, и оп ре деля ет вы иг ры ши и про иг ры -
ши по ис хо дам иг ры.

При ве ден ный пе ре чень су ще ст ву ю щих в на сто я щее вре мя
игр да ле ко не ис чер пан. Про ве де ние клас си фи ка ции и груп -
пиров ки игр поз во ля ет для од но тип ных игр най ти об щие ме -
то ды мо де ли по ис ка аль тер на тив в при ня тии ре ше ния, вы ра -
бо тать реко мен да ции по на и бо лее ра ци о наль но му об ра зу
дей ст вий в хо де раз ви тия кон фликт ных си ту а ций в ком мер -
че с кой де я тель но с ти.

Ос нов ны ми во про са ми те о рии игр, ко то рые воз ни ка ют
в ком мер че с кой де я тель но с ти, яв ля ют ся:

1) в чем со сто ит оп ти маль ность по ве де ния каж до го из иг -
роков в иг ре, ка кие свой ст ва стра те гий сле ду ет счи тать при -
зна ка ми оп ти маль но с ти;

2) су ще ст ву ют ли стра те гии иг ро ков, ко то рые об ла да ли
бы атри бу та ми оп ти маль но с ти;

3) ес ли су ще ст ву ют оп ти маль ные стра те гии, то как их
най ти.

В си лу ин те ре са, пе ре рас та ю ще го в азарт, лю ди во вле ка -
ют ся в иг ру, на де ясь на уда чу, и обыч но об ра ща ют ся к Бо гу,
при этом, всту пая в иг ру, сле ду ет иметь в ви ду афо ризм Март  -
ти Лар ни: «Мно гие ве рят в Бо га, но не мно гим ве рит Бог».

3.2. По ста нов ка иг ро вых за дач
Ре ше ния, при ни ма е мые в ком мер че с кой де я тель но с ти,

направ ле ны, как пра ви ло, на удов ле тво ре ние оп ре де лен ных
потреб но с тей на се ле ния и свя за ны обыч но с рас пре де ле ни ем
ресур сов пред при я тия: то ва ров, де нег, лю дей и т.д.

Рас смо т рим си с те му уп рав ле ния ком мер че с ко го пред -
приятия, струк ту ру ко то ро го мож но пред ста вить как ор ган
уп рав ления (ди рек ция) и не ко то рое ко ли че ст во про из вод ст -
вен ных единиц (то вар ных сек ций или от де лов).

Каж дый от дел ре а ли зу ет не ко то рый на бор то ва ров. В за ви-
симос ти от ор га ни за ции и пра во во го по ло же ния ру ко вод ст во
мо жет иметь те или иные воз мож но с ти уп рав ле ния ра бо той
от де лов. Пред по ла га ет ся, что в дан ном слу чае на и бо лее дей -
ст вен ной формой уп рав ле ния яв ля ет ся оп ти маль ное рас пре -
де ле ние ре сур сов.

163

ис сле до ва ны в те о рии игр ан таго ни с ти че с кие иг ры. Иг ры,
в ко то рых вы иг рыш од но го иг ро ка и про иг рыш дру го го не
рав ны меж ду со бой, на зы ва ют ся иг ра ми с не ну ле вой сум мой.

В за ви си мо с ти от чис ла воз мож ных стра те гий иг ры де лят -
ся на ко неч ные и бес ко неч ные. Иг ра на зы ва ет ся ко неч ной, ес -
ли у каждо го иг ро ка име ет ся толь ко ко неч ное чис ло стра те -
гий. Иг ра назы ва ет ся бес ко неч ной, ес ли хо тя бы у од но го
иг ро ка име ет ся беско неч ное чис ло стра те гий.

По ко ли че ст ву хо дов, ко то рые де ла ют иг ро ки для до сти же-
ния сво их це лей, иг ры бы ва ют од но ша го вые и мно го ша го вые.
Од ноша го вые иг ры за клю ча ют ся в том, что иг рок вы би ра ет
од ну из доступ ных ему стра те гий и де ла ет все го один-един -
ст вен ный ход. В мно го ша го вых иг рах иг ро ки для до сти же ния
сво их це лей де ла ют по сле до ва тель но ряд хо дов, ко то рые мо -
гут ог ра ни чи вать ся прави ла ми иг ры ли бо мо гут про дол жать -
ся до тех пор, по ка у од но го из иг ро ков не ос та нет ся ре сур сов
для про дол же ния иг ры.

В по след нее вре мя по лу чи ли боль шое рас про ст ра не ние
так на зы ва е мые де ло вые иг ры. Де ло вая иг ра ими ти ру ет вза и -
мо действие лю дей и про яв ля ет ся как уп раж не ние в по сле до -
ва тель ном при ня тии мно же ст ва ре ше ний, ос но ван ное на не ко-
то рой мо де ли ком мер че с кой де я тель но с ти и на ис пол не нии
уча ст ни ка ми иг ры кон крет ных ро лей-долж но с тей.

Де ло вые иг ры пред наз на че ны для вос про из ве де ния и со -
гла сова ния ком мер че с ких ин те ре сов. В ос но ве кон ст рук ции
иг ры ле жат вза и мо связь ре сур сов и ис поль зо ва ние зна ний об
их воз мож ностях. Де ло вые иг ры ими ти ру ют ор га ни за ци он -
но-эко но ми че с кие вза и мо дей ст вия в раз лич ных зве нь ях
ком мер че с ких ор га ни за ций и пред при я тий. Эле мен та ми иг -
ро вой мо де ли яв ля ют ся уча ст ни ки иг ры; пра ви ла иг ры; ин -
фор ма ци он ный мас сив, отра жа ю щий со сто я ние и дви же ние
ре сур сов мо де ли ру е мой хо зяйствен ной си с те мы. Пре иму ще -
ст ва иг ро вой ими та ции пе ред реаль ным объ ек том та ко вы: на -
гляд ность по след ст вий при ни маемых ре ше ний, пе ре мен ный
мас штаб вре ме ни; по вто ре ние име ю ще го ся опы та с из ме не -
ни ем ус та но вок; пе ре мен ный масштаб ох ва та ком мер че с ких
яв ле ний и объ ек тов. Ос нов ны ми направ ле ни я ми ис поль зо -
ва ния де ло вых игр яв ля ют ся сле ду ю щие: учеб ный про цесс,
на при мер обу че ние мо де ли ро ва нию ком мерче с ких опе ра -
ций; ат те с та ция пер со на ла, про вер ка их ком пе тентно с ти; на -
уч ные ис сле до ва ния; раз ра бот ка биз нес-пла нов.

В де ло вых иг рах иг ро кам обыч но за да ют ся на чаль ные ус -
ло вия, в ко то рых они на хо дят ся, со об ща ют ся пра ви ла про ве -
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ще ст ву ет за ви си мость xi = ψ(yij, ri), в ко то рой есть не о пре де -
лен ные фак то ры ri ∈ Mi, конкрет ные зна че ния ко то рых в мо -
мент рас пре де ле ния ре сур сов yi меж ду то вар ны ми от де ла ми
не из ве ст ны ру ко вод ст ву ком мер ческо го пред при я тия. В этих
слу ча ях ра зум но вос поль зо вать ся прин ци пом га ран ти ро ван -
но го ре зуль та та, т.е. по ста вить за да чу: най ти та кое рас пре де -
ле ние ре сур са уj, что бы при этом до сти гал ся

C(F1(y1, ψ1(y1, r1), r1), ..., FN(yN, ψN(yN, rN), rN)),

сле до ва тель но, ру ко вод ст во ма га зи на так рас пре де ля ет ре сур-
сы, что бы ми ни ми зи ро вать по те ри при на и худ шем воз мож -
ном значе нии не о пре де лен но го фак то ра, или

C(F1(y1, ψ1(y1, r1), r1), ..., FN(yN, ψN(yN, rN), rN)),

сле до ва тель но, ру ко вод ст во ком мер че с ко го пред при я тия так
распре де ля ет ре сур сы меж ду то вар ным от де лом, что бы мак -
си ми зиро вать до хо ды при на и худ шем воз мож ном зна че нии
не о пре делен но го фак то ра.

При мер 3.1. Рас смо т рим по ста нов ку и ре ше ние сле ду ю щей зада -
чи. Ком мер че с кое пред при я тие за клю чи ло до го вор на цен т рали зо -
ван ную по став ку ово щей из теп лиц на сум му 10 000 руб. ежеднев -
но. Ес ли в те че ние дня ово щи не по сту па ют, ма га зин име ет убыт ки
в раз ме ре 20 000 руб. от не вы пол не ния пла на то ва ро оборо та. Ма га -
зин мо жет осу ще ст вить са мо вы воз ово щей фер ме ра. Для это го он
мо жет сде лать за каз в транс порт ном пред при я тии, что вы зо вет до -
пол ни тель ные рас хо ды в раз ме ре 500 руб. Од на ко опыт по ка зы ва -
ет, что в по ло ви не слу ча ев по слан ные ма ши ны воз вра ща ют ся без
ово щей. Мож но уве ли чить ве ро ят ность по луче ния ово щей от фер -
ме ра до 80%, ес ли пред ва ри тель но по сы лать ту да сво е го пред ста ви -
те ля, что тре бу ет до пол ни тель ных рас хо дов в раз ме ре 400 руб. Су -
ще ст ву ет воз мож ность за ка зать днев ную нор му ово щей у дру го го
на деж но го по став щи ка — пло до овощ ной ба зы по по вы шен ной на
50% це не. Од на ко в этом слу чае, кро ме рас хо дов на транс порт
(500 руб.), воз мож ны до пол ни тель ные издерж ки в раз ме ре 300 руб.,
свя зан ные с труд но с тя ми ре а ли за ции то ва ра, ес ли в тот же день по -
сту пит и цен т ра ли зо ван ная по став ка от фер ме ра. Ка кой стра те гии
над ле жит при дер жи вать ся ма га зину, ес ли за ра нее не из ве ст но, по -
сту пит или не по сту пит цен т ра лизо ван ная по став ка.

По ст ро им иг ро вую мо дель этой за да чи. Иг ро ка ми яв ля ют ся
пред ста ви те ли ма га зи на и по став щи ка.

Пе ре чис лим стра те гии пер во го иг ро ка — по став щи ка.
П1 — по став ка сво е вре мен ная;
П2 — по став ки нет.

min
ri ∈ Mi

max
ΣYj =Y

max
ri ∈ Mi

min
ΣYi=Y
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От дел са мо сто я тель но мо жет вы брать про грам му вы пол -
не ния то ва ро обо ро та. Це лью ком мер че с ко го пред при я тия
яв ля ет ся мак си ми за ция до хо дов или ми ни ми за ция за трат,
свя зан ных с про да жей то ва ров.

Све дем дан ную за да чу к иг ро вой мо де ли. Обо зна чим че -
рез n чис ло от де лов; m — чис ло раз лич ных то вар ных ре сур -
сов; xi — вари ант вы пол не ния то ва ро обо ро та, при ни ма е мый
i-м от де лом, i = 1, n, у — вид то вар но го ре сур са, вы де ля е мый
ком мер че с ким ди рек то ром, j = 1, m, aij — на бор то ва ров, ре а -
ли зу е мый i-м от делом при вы де ле нии j-го ви да то вар но го ре -
сур са, i = 1, n, j = 1, m, Y — сум мар ный объ ем ре сур сов, ко то -
ры ми рас по ря жа ет ся коммер че с кий ди рек тор, С — до ход или
по те ри, свя зан ные с ре а ли заци ей то ва ра.

В тер ми нах иг ро вой мо де ли мож но дать сле ду ю щую ин -
терпре та цию вве ден ных обо зна че ний: n — чис ло стра те гий
от де ла; т — чис ло со сто я ний сре ды х — i-я стра те гия, i = 1, n,
у — j-e состо я ние сре ды, j = 1, m, аij — ис ход, по лу ча е мый при
стра те гии хi и со сто я нии сре ды yj, i = 1, n, j = 1, m.

aij = F(xi, yj).

Ма те ма ти че с кая мо дель сфор му ли ро ван ной за да чи име ет
сле ду ю щий вид: мак си ми зи ро вать (ми ни ми зи ро вать) ве ли -
чи ну

C(F(x1, y1), F(x2, y2), ..., F(xn, ym)) � max(min)

при ог ра ни че ни ях

Про да жа то ва ров ком мер че с ким пред при я ти ем мо жет быть
опи са на со от но ше ни ем

aij = F(xi, yj, ri),

где ri — фак тор, зна че ние ко то ро го хо ро шо из ве ст но ру ко вод -
ст ву i-го то варно го от де ла, но ру ко вод ст во ком мер че с ко го
пред при я тия до ста точной ин фор ма ции о нем не име ет.

Это мо жет быть от бра ков ка то ва ров, ко ле ба ния спро са,
нерав но мер ность по то ка по ку па те лей и т.д. Та ким об ра зом,
вы делен ный ре сурс уi и вы бран ная тех но ло гия ра бо ты то вар -
но го от дела xi не да ют ру ко вод ст ву ком мер че с ко го пред при -
я тия пол ной ин фор ма ции о том, ка кая бу дет ре а ли зо ва на
про дук ция аij — это зна ет толь ко i-й от дел. Оче вид но, что су -
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M1: E(p1) = 10000p1 + 20000(1 – p1);
M2: E(p1) = 10500p1 + 15500(1 – p1);
M3: E(p1) = 10900p1 + 12900(1 – p1);
M4: E(p1) = 25800p1 + 15500(1 – p1).

Ес ли сво е вре мен ная по став ка осу ще ств ля ет ся с ве ро ят но с тью
0,4, тог да ожи да е мые за тра ты ма га зи на со ста вят со от вет ст вен но:

M1: E(0, 4) = 10000 · 0,4 + 20000 · 0,6 = 16000 руб.;
M2: E(0, 4) = 10500 · 0,4 + 15500 · 0,6 = 13500 руб.;
M3: E(0, 4) = 10900 · 0,4 + 12900 · 0,6 = 12100 руб.;
M4: E(0, 4) = 15800 · 0,4 + 15500 · 0,6 = 19620 руб.

Та ким об ра зом, ми ни маль ные рас хо ды ма га зин по не сет в том
слу чае, ес ли при мет стра те гию М3, т.е. не толь ко по ш лет фер ме ру
ав то транс порт, но и от пра вит ту да сво е го пред ста ви те ля.

При мер 3.2. Фор ми ро ва ние пла теж ной ма т ри цы рас смо т рим на
при ме ре за да чи о вза и мо ра с че тах.

Из ве ст но, что для то го что бы на чать ка кое-ли бо де ло в торгов -
ле, по про из вод ст ву про дук ции или ока за нию ус луг, не об хо димы
сред ст ва, ко то рые мо гут быть соб ст вен ны ми и/или за ем ными. Пред -
при я тие со зда ет ся с це лью по лу чать при быль (до ход) от сво ей де я -
тель но с ти, а для это го не об хо ди мо вло жить (ин ве с ти ровать) ка пи тал
в ос нов ные сред ст ва (в по ме ще ние, обо ру до ва ние и т.п.), в обо рот -
ные сред ст ва (в ма те ри а лы, то ва ры и т.п.), в ра бочую си лу.

В про цес се де я тель но с ти пред при я тия про ис хо дит из ме не ние
средств и ис точ ни ков этих средств, т.е. про ис хо дит дви же ние средств
и их ис точ ни ков. При этом на лю бой мо мент вре ме ни (да ту) бу дет
вы пол нять ся за кон «со хра не ния»:

Cред ст ва = Ис точни ки этих средств.

По сколь ку ис точ ни ки средств под раз де ля ют ся на два ви да, соб -
ст вен ные (ка пи тал) и за ем ные (обя за тель ст ва), тог да мо жет быть
за пи са но урав не ние в ви де:

Сред ст ва = Ка пи тал + Обя за тельства.

Обя за тель ст ва мо гут иметь раз лич ную фор му: кре ди ты банков,
ак ции, об ли га ции, век се ля, то ва ры, от дан ные пред при я тию на ре а -
ли за цию или на кон сиг на цию (то вар ный кре дит). Все эти юри ди че -
с кие или фи зи че с кие ли ца яв ля ют ся кре ди то ра ми предпри ятия
и впра ве рас счи ты вать на по лу че ние до хо дов (ди ви дендов) от сов -
ме ст ной де я тель но с ти.

Опи са ние де я тель но с ти пред при я тия про во дит ся на язы ке бух -
гал тер ско го уче та, по нят ном всем пред при ни ма те лям не за ви си мо
от об ла с ти их де я тель но с ти: про мы ш лен ность, стро и тель ст во, сель -
ское хо зяй ст во, ма ши но ст ро е ние, тор гов ля, об ра зо ва ние и др.
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У ма га зи на име ют ся че ты ре стра те гии по ве де ния:
M1 — ожи дать по став ку, не при ни мая до пол ни тель ных мер; 
M2 — по слать к по став щи ку свой транс порт;
M3 — по слать к по став щи ку пред ста ви те ля и транс порт;
M4 — за ка зать по став ку у пло до овощ ной ба зы.
Все го воз мож ны восемь сов ме ст ных си ту а ций, отражающих за -

траты магазина (руб.), ко то рые пред ставле ны в табл. 3.1.
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Таб ли ца 3.1

Ситуации Стоимость
овощей

Убытки 
от непо-
ставки

Транс-
портные

издержки

Команди-
ровочные
издержки

Издержки
от реали-

зации

Всего 
за день

1 10 000 0 0 0 0 10 000

2 0 20 000 0 0 0 20 000

3 10 000 0 500 0 0 10 500

4 5000 10 000 500 0 0 15 500

5 10 000 0 500 400 0 10 900

6 8000 4000 500 400 0 12 900

7 25 000 0 500 0 300 25 800

8 15 000 0 500 0 0 15 500

Для то го что бы лег че бы ло ра зо брать ся в сло жив ших ся си туа -
ци ях и по воз мож но с ти оце нить их, со став ля ют пла теж ную матри -
цу. Ма т ри ца име ет m строк — по чис лу стра те гий пер во го иг рока
и n столб цов — по чис лу стра те гий вто ро го иг ро ка. На пе ре сече нии
i-й стро ки j-го столб ца ста вит ся пла теж вто ро го иг ро ка пер во му
в си ту а ции, ког да при ме не ны i-я и j-я стра те гии иг роков. Ес ли в дан-
ной си ту а ции вы иг ры ва ет вто рой иг рок, то пла теж бу дет иметь знак «ми-
нус». Пла теж ная ма т ри ца дан ной за да чи пред став ле на в табл. 3.2.

Таб ли ца 3.2

Стратегия магазина
Стратегия фермера

П1 П2

М1 –10 000 –20 000
М2 –10 500 –15 500
М3 –10 900 –12 900
М4 –25 800 –15 500

Вы бор стра те гии ма га зи на за ви сит от на деж но с ти фер ме ра как
по став щи ка про дук ции, ко то рую мож но оце нить ве ли чи ной ве ро -
ят но с ти p1. Тог да ве ли чи на p2 = 1 – p1 пред став ля ет ве ли чину не на -
деж но с ти по став щи ка. По дан ным табл. 3.2 мож но соста вить урав -
не ния за трат ма га зи на Е от на деж но с ти по став щи ка для каж дой
стра те гии ма га зи на.



За да ча за клю ча ет ся в том, что бы к кон цу рас чет но го пе ри о да
(в дан ном слу чае к кон цу ме ся ца) про из ве с ти окон ча тель ные рас -
че ты меж ду уча ст ни ка ми иг ры. Это мож но сде лать дво я ким об ра -
зом: а) про из ве с ти все шесть рас че тов меж ду уча ст ни ка ми в со от -
вет ст вии с дан ны ми таб ли цы по прин ци пу «каж дый сам за се бя»;
б) сде лать не об хо ди мые рас че ты и про из ве с ти вза и мо заче ты дол -
гов. При вто ром ва ри ан те чис ло пла те жей со кра тит ся вдвое, со от -
вет ст вен но для рас че тов по тре бу ет ся мень ше на личных де нег.

При рас че тах меж ду кли ен та ми А и В Е(A, В) = 3000 — это сум -
ма дол га, ко то рую А дол жен по лу чить от В, а Е(B, А) = 800 — сум ма
к по лу че нию В от А. Саль до ΔЕ(А, В) = Е(A, В) – Е(B, А) = 3000 –
– 800 = +2200 оз на ча ет сум му дол га, ко то рую А дол жен по лу чить от В
при окон ча тель ном рас че те.

При рас че тах меж ду А и С по лу чим ΔЕ(А, C) = Е(A, C) – Е(C, А) =
= 500 – 1500 = –1000, а этот ре зуль тат оз на ча ет пря мо про тиво по -
лож ное — сум му к оп ла те за дол жен но с ти гос по ди на А пе ред гос по -
ди ном С, что то же са мое, ΔЕ(C, A) = –ΔЕ(А, C) = +1000 пред став ля -
ет со бой сум му к по лу че нию С дол га от А.

И на ко нец, рас чет саль до ΔЕ(B, C) = Е(B, C) – Е(C, B) = 800 —
– 700 = +100 яв ля ет ся за клю чи тель ным во вза и мо ра с че тах меж ду
тре мя уча ст ни ка ми ком мер че с кой опе ра ции.

При этом ва ри ан те рас че тов сле ду ет про ве с ти все го три плате жа
для по га ше ния вза им ных за дол жен но с тей, для че го по требу ет ся
2200 + 1000 + 100 = 3300 у.е. — мень шая сум ма в срав не нии с об щей
сум мой 7300.

В об щем слу чае при чис ле уча ст ни ков m ко ли че ст во воз можных
(не по вто ря ю щих ся) кор ре с пон ден ций рав но m · (n – 1), при m = 10
чис ло кор ре с пон ден ций рав но 10 · (10 — 1) = 90. Для систе ма ти за -
ции та ких рас че тов мож но за пи сать дан ные свод но го жур на ла в ви -
де ма т ри цы вы иг ры шей (табл. 3.5).

Транс по ни ро ван ная ма т ри ца EТ есть ма т ри ца про иг ры шей
(табл. 3.6). Если из ма т ри цы вы иг ры шей Е вы честь ма т ри цу EТ,
то по лу чим матри цу саль до окон ча тель ных рас че тов как раз ность
ΔЕ = Е – EТ (табл. 3.7).

По лу чен ная таб ли ца ΔЕ об ла да ет сле ду ю щи ми свой ст ва ми:
а) сум ма всех ее эле мен тов рав на ну лю; б) эле мен ты таб ли цы зер -
каль но сим ме т рич ны от но си тель но глав ной ди а го на ли, т.е. всегда
ΔЕ(Х, Y) = –ΔЕ(Y, X) для лю бых X, Y = А, В, С.
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Бух гал тер ский учет поз во ля ет вы явить фи нан со вый ре зультат —
чи с тую при быль пред при я тия пу тем под сче та раз но сти дохо дов
и рас хо дов за оп ре де лен ный пе ри од.

Пред при ни ма те ли А, В и С за клю чи ли до го вор для сов местно го
про ве де ния це поч ки по сред ни че с ких опе ра ций на май на ус ло ви ях
са мо сто я тель но го фи нан си ро ва ния сво ей ча с ти. Вза имное пе ре пле -
те ние трех ва ри ан тов ком мер че с ких опе ра ций по служи ло по во дом
к об ра зо ва нию вза и мо за дол жен но с тей, за ре гистри ро ван ных бух -
гал те ром в хро но ло ги че с ком по ряд ке за май, кото рые пред став ле ны
в табл. 3.3.

Таб ли ца 3.3

Все го ва ри ан тов вза и мо за дол жен но с тей при трех уча ст ни ках
шесть: 1) АВ; 2) АС; 3) ВА; 4) ВС; 5) СА; 6) СВ. Про сум ми ру ем одно -
и мен ные ва ри ан ты, на при мер, Е(А, D) = E1(A, В) + Е2(A, В) = 1000 +
+ 2000 = 3000 у.е. и т.д., а ре зуль та ты за пи шем в свод ный жур нал
вза им ных за дол жен но с тей.

Таб ли ца 3.4

№ п/п
Долг

Сумма, у.е.
к получению к оплате

1 А В 3000

2 А С 500

3 В А 800

4 В С 800

5 С А 1500

6 С В 700

Итого 7300

№ п/п Дата
Долг

Сумма, у.е.
к получению к оплате

1 6 А В 1000

2 6 А В 2000

3 11 А С 500

4 13 В А 800

5 17 В С 400

6 21 С А 1500

7 26 С В 700

8 31 В С 400

Итого В 7300
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Таб ли ца 3.5

Выигрыш — счета 
к получению

Проигрыш — счета к оплате, у.е. Итого 
к получению, у.е.А В С

А 0 3000 500 3500

В 800 0 800 1600

С 1500 700 0 2200

Итого к оплате 2300 3700 1300 7300



ную стра те гию: иг рок I — Ai (i = 1, 2, ..., m), иг рок II — Bj (j =
= 1, 2, ..., n). Ес ли та кая таб ли ца состав ле на, то иг ра при ве де -
на к ма т рич ной фор ме и на зы ва ет ся матрич ной иг рой.

Пусть aij — вы иг рыш иг ро ка I в си ту а ции, ког да иг рок вы -
брал стра те гию Ai, а иг рок II вы брал стра те гию Вj. Вы иг рыш
иг ро ка II в дан ной си ту а ции обо зна чим че рез bij.

Рас сма т ри ва ем иг ру с ну ле вой сум мой, сле до ва тель но,
аij = –bij для лю бых i и j и для про ве де ния ана ли за до ста точ -
но знать вы иг рыш толь ко од но го из иг ро ков.

Ес ли иг ра со сто ит толь ко из лич ных хо дов, то вы бор стра -
тегии (Аi, Вj) од но знач но оп ре де ля ет ис ход иг ры, на при мер
вы игрыш иг ро ка I. Ес ли иг ра со дер жит так же слу чай ные хо ды,
то выиг рыш при па ре стра те гий (Аi, Вj) есть ве ли чи на слу -
чай ная, за вися щая от ис хо дов всех слу чай ных хо дов. В этом
слу чае ожи да е мый вы иг рыш — это сред нее зна че ние (ма те -
ма ти че с кое ожи да ние). Пред по ло жим, что зна че ния аij из ве -
ст ны для каж дой па ры стра те гий (Аi, Вj). Со ста вим таб ли цу,
стро ки ко то рой со ответ ст ву ют стра те ги ям иг ро ка I, а столб -
цы — стра те ги ям иг ро ка II. Та кая таб ли ца на зы ва ет ся пла -
теж ной ма т ри цей. Каж дый эле мент (аij > 0) ма т ри цы оп ре -
де ля ет ве ли чи ну вы иг ры ша иг ро ка I и проиг рыш иг ро ка II
при при ме не нии со от вет ст ву ю щих стра те гий (Аi, Вj). Цель
иг ро ка I — мак си ми зи ро вать свой вы иг рыш, а иг рока II —
ми ни ми зи ро вать свой про иг рыш.

Бу дем счи тать, что все аij > 0. Это го все гда мож но до бить -
ся при бав ле ни ем до ста точ но боль шо го по ло жи тель но го чис -
ла ко всем стро кам и столб цам ма т ри цы. Та кое из ме не ние
ма т ри цы не по вли я ет на ре зуль тат.

Та ким об ра зом, пла теж ная ма т ри ца име ет вид (табл. 3.8)
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Таб ли ца ΔЕ, т.е. таб ли ца саль до окон ча тель ных за дол жен ностей,
и спо соб ее по лу че ния, опи сан ный вы ше, со став ля ют ос нову ком -
пью тер ной тех но ло гии бух гал тер ско го уче та.

Ис поль зуя вве ден ные вы ше обо зна че ния, мож но за пи сать ос -
нов ное урав не ние вза им ных рас че тов для лю бо го ко ли че ст ва участ -
ни ков в ма т рич ной фор ме:

ΔЕ(t) = ΔЕ(t – 1) + ΔЕ(Δt) – ΔЕT(Δt),

где ΔЕ(t), ΔЕ(t – 1) — ма т ри цы, в ко то рых со зна ком «+» или «–» за -
пи са ны окон ча тель ные саль до вза им ных за дол жен но с тей, со от вет -
ст вен но на ко нец t и на ча ло t – 1.

Ма т ри ца ΔЕ(Δt) — таб ли ца, в ко то рой за пи са ны сум мы вы игры -
шей («сче та к по лу че нию») за рас сма т ри ва е мый пе ри од, а транс по -
ни ро ван ная ма т ри ца ΔЕT(Δt) — это таб ли ца, в ко то рой за пи са ны
про сум ми ро ван ные за тот же пе ри од сум мы про иг рышей («сче та
к оп ла те») тех же уча ст ни ков иг ры. При чем все матри цы ΔЕ(t),
ΔЕ(t – 1), ΔЕ(Δt), ΔЕT(Δt) ква д рат ные, оп ре де ля е мые чис лом уча ст -
ни ков иг ры.

3.3. Ме то ды и мо де ли ре ше ния иг ро вых за дач

3.3.1. Прин цип ми ни мак са (ос то рож но с ти)

Рас смо т рим ко неч ную пар ную иг ру с ну ле вой сум мой.
Иг рок I име ет m аль тер на тив (A1, A2, ..., Аm), а иг рок II —
n стра те гий (В1, B2, ..., Вn). Та кая иг ра на зы ва ет ся иг рой раз -
мер но с тью m 	 n. Пусть каж дая сто ро на вы бра ла оп ре де лен -
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Таб ли ца 3.6

Проигрыш — счета 
к оплате

Выигрыш — счета к получению, у.е. Итого
к оплате, у.е.А В С

А 0 800 1500 2300

В 3000 0 700 3700

С 500 800 0 1300

Итого к получению 3500 1600 2200 7300

Таб ли ца 3.7

Выигрыш — счета 
к получению

Проигрыш — счета к оплате Итого
к оплате, у.е.А В С

А 0 +2200 –1000 +1200

В –2200 0 +100 –2100

С +1000 –100 0 +900

Итого к оплате –1200 +2100 –900 0

Таб ли ца 3.8

I/II B1 B2 ... Bj ... Bn αi

A1
A2
...
Ai

...
Am

βj

a11
a21
...
ai1
...

am1
β1

a12
a22
...
ai2
...

am2
β2

...

...

...

...

...

...

...

a1j

a2j

...
aij

...
amj

βj

...

...

...

...

...

...

...

a1n

a2n

...
ain

...
amn

βn

α1
α2
...
αi

...
αm

За да ча со сто ит в оп ре де ле нии:
1) на и луч шей (оп ти маль ной) стра те гии иг ро ка I из стра -

те гий A1, A2, ..., Am;



На и мень шее зна че ние βj обо зна чим че рез

β = βj. (3.6)

С уче том (3.5) по лу чим:
β = βij, (3.7)

которое на зы ва ет ся верх ней це ной иг ры, или ми ни мак сом.
Стра те гия игро ка II, обес пе чи ва ю щая по лу че ние верх ней це -
ны иг ры, на зы вает ся ми ни макс ной чи с той стра те ги ей. При -
ме няя ее, иг рок II проиг ра ет не боль ше β при лю бых дей ст ви -
ях иг ро ка I:

βj � β (j = 1, n).

Спра вед ли во не ра вен ст во α � β.
Та ким об ра зом, при дер жи ва ясь мак си мин ной стра те гии

Ai, иг рок I же ла ет по лу чить вы иг рыш не ме нее α не за ви си мо
от действий иг ро ка II, а иг рок II, при дер жи ва ясь ми ни макс -
ной стра тегии Вj, га ран ти ру ет се бе про иг рыш не боль ше β.

Прин цип, дик ту ю щий иг ро кам вы бор со от вет ст ву ю щих
страте гий (мак си мин ной и ми ни макс ной), в те о рии игр на -
зы ва ет ся прин ци пом ми ни мак са — прин ци пом га ран ти ро -
ван но го ре зульта та. Этот прин цип был впер вые сфор му ли -
ро ван Дж. фон Нейма ном в 1928 г.

Су ще ст ву ют ма т рич ные иг ры, для ко то рых ни жняя це на
иг ры рав на верх ней, т.е. α = β. Та кие иг ры на зы ва ют ся иг ра ми
с cед ловой точ кой, в этом слу чае γ = α = β на зы ва ет ся чи с той
це ной иг ры, а стра те гии иг ро ков Аi

* и Bj
*, поз во ля ю щие до стичь

это го зна чения, — оп ти маль ны ми. Па ра (Аi
*, Bj

*) на зы ва ет ся
сед ло вой точ кой ма т ри цы, так как эле мент α*

ij = γ одно -
времен но яв ля ет ся ми нималь ным в i-й стро ке и мак си маль -
ным в j-м столб це. Оп ти мальные стра те гии Аi

* и Bj
* и чи с тая

це на яв ля ют ся ре ше ни ем иг ры в чи с тых стра те ги ях, т.е. без
при вле че ния ме ха низ ма слу чай но го вы бо ра.

При по ста нов ке за дач не об хо ди мо иметь в ви ду не ко то -
рые пре об ра зо ва ния, ко то рые по мо га ют уп ро с тить слож ную
за да чу пу тем из ме не ния — умень ше ния раз мер но с ти пла теж -
ной ма т рицы по сред ст вом вы де ле ния и ис клю че ния до ми ни -
ру ю щих и дубли ру ю щих стра те гий. Стра те гия иг ро ка Ai до -
ми ни ру ет над страте ги ей Ak, ес ли при лю бом по ве де нии
про тив ни ка даст не меньший вы иг рыш, а ес ли та кой же,
то дуб ли ру ет Ak. В та ком слу чае все эле мен ты стро ки i боль -
ше (до ми ни ру ют) или рав ны (дуб ли руют) всех эле мен тов
стро ки k.

min
j

max
i

min
j
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2) на и луч шей (оп ти маль ной) стра те гии иг ро ка II из стра -
те гий В1, В2, ..., Вn.

Для ре ше ния за да чи при ме ня ет ся прин цип, со глас но ко -
то рому уча ст ни ки иг ры ра зум ны и каж дый из них де ла ет все
для то го, что бы до бить ся сво ей це ли — вы иг рать.

Ха рак тер ные оцен ки. Про ана ли зи ру ем по сле до ва тель но
каж дую стра те гию иг ро ка I. Ес ли иг рок I вы би ра ет стра те -
гию Ai, то иг рок II мо жет вы брать та кую стра те гию Bj, при ко то-
рой вы иг рыш иг ро ка I бу дет ра вен на и мень ше му из чи сел a1j:

αi = a1j, (3.1)

т.е. α1 — ми ни маль ное зна че ние из всех чи сел пер вой стро ки.
Тог да по ана ло гии спра вед ли во за пи сать вы ра же ние для

лю бой стра те гии Аi:
αi = aij. (3.2)

Вы би рая стра те гию Ai, иг рок I дол жен рас счи ты вать на то,
что в ре зуль та те ра зум ных дей ст вий иг ро ка II он не вы иг ра -
ет боль ше, чем αi. По это му иг рок I дол жен вы брать ту стра те -
гию, для ко торой это чис ло αi — мак си маль но:

α = αi, (3.3)

т.е. α — мак си маль ное зна че ние из всех чи сел столб ца αi (i =
= 1, m).

Под ста вив вме с то αi вы ра же ние (3.3), по лу чим:
α = αij. (3.4)

Ве ли чи на α — га ран ти ро ван ный вы иг рыш, ко то рый мо -
жет обеспе чить се бе иг рок I при лю бом по ве де нии иг ро ка II.
Ве ли чи на α на зы ва ет ся ни жней це ной иг ры, или мак си ми ном,
а стра те гия Аi игро ка I, обес пе чи ва ю щая по лу че ние ни жней
це ны иг ры, на зы ва ется мак си мин ной чи с той пе ре ст ра хо воч -
ной стра те ги ей, при этом игрок I при лю бом по ве де нии иг -
ро ка II обес пе чи ва ет се бе вы иг рыш не мень ше α

αi 
 α (i = 1, m).

Иг рок II за ин те ре со ван в том, что бы умень шить свой про -
игрыш, т.е. об ра тить вы иг рыш иг ро ка I в ми ни мум. Для вы -
бо ра опти маль ной стра те гии он дол жен най ти мак си маль ное
зна че ние вы иг ры ша в каж дом столб це и сре ди этих зна че ний
вы брать наимень шее. Обо зна чим че рез βj мак си маль ное зна -
че ние в каж дом столб це:

βj = aij. (3.5)max
i

min
j

max
i

max
i

min
j

min
j
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На этом ос но ва нии для рас сма т ри ва е мой ма т ри цы при
k = 10 и b = –3 по лу чим сле ду ю щую ма т ри цу:

A = .

Этим при емом сле ду ет поль зо вать ся в слу чае на ли чия
в матри це от ри ца тель ных эле мен тов, и та ким об ра зом мож но
в зна читель ной сте пе ни уп ро с тить по ста нов ку слож ной за да чи.

При мер 3.4. Пусть да на пла теж ная ма т ри ца. Най ти ре ше ние иг -
ры, т.е. оп ре де лить ни жнюю и верх нюю це ны иг ры и ми ни максные
стра те гии.

α1 = (5, 3, 8, 2) = 2; β1 = (5, 1, 9) = 9;

α2 = (1, 6, 4, 3,) = 1; β2 = (3, 6, 5) = 6;

α3 = (9, 5, 4,7) = 4; β3 = (8, 4, 4) = 8;

β4 = (2, 3, 7) = 7;

α = (2, 1, 4) = 4; β = (9, 6, 8, 7) = 6.

Та ким об ра зом, ни жней це не иг ры (α = 4) со от вет ст ву ет страте -
гия А3 иг ро ка I. Вы би рая эту стра те гию, иг рок I до стиг нет выиг ры -
ша не мень ше 4 при лю бом по ве де нии иг ро ка II. Верх ней це не иг ры
(β = 6) со от вет ст ву ет стра те гия иг ро ка II В2. Эти страте гии яв ля ют -
ся ми ни макс ны ми. Ес ли обе сто ро ны бу дут при держи вать ся этих
стра те гий, вы иг рыш бу дет ра вен 5 (a33).

При мер 3.5. Пусть за да на пла теж ная ма т ри ца. Най ти ни жнюю
и верх нюю це ны иг ры.

α1 = (5, 1, 2) = 1; β1 = (5, 2, 3) = 5;min
j

max
i

I/II B1 B2 B3 αi

A1 5 1 2 1
A2 2 6 2 2
A3 3 4 3 3
βj 5 6 3

max
i

min
j

max
i

max
i

min
j

max
i

min
j

max
i

min
j

I/II B1 B2 B3 B4 αi

A1 5 3 8 2 2
A2 1 6 4 3 1
A3 9 5 4 7 ④
βj 9 ⑥ 8 7

⎛
⎝

1
3

6
2

⎞
⎠
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При мер 3.3. C уче том ва ри ан тов конъ юнк ту ры В1, В2, В3, В4, В5,
сло жив шей ся на рын ке, и по ве де ния по ку па те лей в ми к ро рай о не
го ро да ком мер че с кое пред при я тие раз ра бо та ло шесть тех но ло гий
про да жи то ва ров A1, A2, A3, A4, A5, A6. Най ти оп ти маль ное ре шение.
Воз мож ные ва ри ан ты сред не днев но го то ва ро обо ро та в млн руб.
при ве де ны ни же:

Уп ро с тим ма т ри цу. Стра те гия A1 до ми ни ру ет над стра те ги ей A6,
а стра те гия A4 доми ни ру ет над стра те ги ей A5, сле до ва тель но, ис -
клю ча ем 5-е и 6-е стро ки ма т ри цы.

С по зи ций про иг ры шей иг ро ка В стра те гии В3, В4 и В5 до мини -
ру ют над стра те ги ей В1, по это му эти столб цы ис клю ча ем.

С по зи ций иг ро ка А стра те гия А1 до ми ни ру ет над стра те ги ей А4,
а стра те гия А2 до ми ни ру ет над стра те ги ей А3, по это му ис клю чим 
3-и и 4-е стро ки и в ре зуль та те по лу ча ем со кра щен ную ма т ри цу:

A = .

Даль ней шее об лег че ние рас че тов да ет дру гое эк ви ва лент -
ное пре об ра зо ва ние ма т ри цы, при ко тором не из ме ня ют ся
оп ти мальные сме шан ные стратегии иг ро ков Р и Q.

Те о ре ма. Ес ли (Р , Q, γ) — есть ре ше ние игры с ма т ри цей
А, то ре ше ние иг ры с ма т ри цей kA + b есть (Р , Q, kγ + b), где
k > 0, b — лю бое дей ст ви тель ное чис ло.

⎛
⎝

0,4
0,6

0,9
0,5

⎞
⎠

В1 В2

А1 0,4 0,9
А2 0,6 0,5
А3 0,6 0,3
А4 0,3 0,8

B1 B2 B3 B4 B5

A1 0,4 0,9 0,5 0,5 0,6
A2 0,6 0,5 0,7 0,8 0,9
A3 0,6 0,3 0,8 0,6 0,7
A4 0,3 0,8 0,5 0,4 0,3

B1 B2 B3 B4 B5

A1 0,4 0,9 0,5 0,5 0,6
A2 0,6 0,5 0,7 0,8 0,9
A3 0,6 0,3 0,8 0,6 0,7
A4 0,3 0,8 0,5 0,4 0,3
A5 0,1 0,3 0,5 0,4 0,3
A6 0,4 0,8 0,5 0,4 0,5
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сле ду ю щим свой ст вом: каж дый из иг ро ков не за ин те ре со ван
в от хо де от сво ей оп ти маль ной смешан ной стра те гии, ес ли
его про тив ник при ме ня ет оп ти маль ную сме шан ную стра те -
гию, так как это ему не вы год но.

Чи с тые стра те гии иг ро ков в их оп ти маль ных сме шан ных
стра те ги ях на зы ва ют ся ак тив ны ми. В те о рии игр до ка зы ва -
ет ся сле ду ю щая те о ре ма об ак тив ных стра те ги ях.

Те о ре ма. При ме не ние оп ти маль ной сме шан ной стра те гии
обес пе чи ва ет иг ро ку мак си маль ный сред ний вы иг рыш (или
мини маль ный сред ний про иг рыш), рав ный це не иг ры γ, не за -
ви симо от то го, ка кие дей ст вия пред при ни ма ет дру гой иг рок,
ес ли толь ко он не вы хо дит за пре де лы сво их ак тив ных стра -
те гий.

Сме шан ные стра те гии иг ро ков I и II, при ме ня ю щих со от -
вет ствен но стра те гии A1, A2, ..., Аm и В1, В2, ..., Вn, обо зна чим
че рез

S1 = (p1, p2, ..., pm)   и S11 = (q1, q2, ..., qn),

где pi 
 0, qj 
 0, pi = 1, qj = 1; p1, p2, ..., pm — ве ро ят но с ти

исполь зо ва ния пер вым иг ро ком стра те гий A1, A2, ..., Аm; q1,
q2, ..., qn — ве ро ят но с ти ис поль зо ва ния вто рым иг ро ком стра -
те гий В1, В2, ..., Вn.

Сме шан ную стра те гию иг ро ка I — SI мож но за пи сать как

SI = . (3.8)

Со от вет ст вен но для иг ро ка II

SII = . (3.9)

Зная пла теж ную ма т ри цу А, мож но оп ре де лить сред ний
вы игрыш (ма те ма ти че с кое ожи да ние) M(A, p, q):

M(A, p, q) = aij pi qj, (3.10)

где p и q — век то ры с ком по нен та ми p1, p2, ..., pm и q1, q2, ..., qn
со от ветствен но.

Иг рок I, при ме няя свои сме шан ные стра те гии, стре мит ся
уве ли чить свой сред ний вы иг рыш, до сти гая

α = M(A, p, q). (3.11)max
p

min
q

m

Σ
i =1

n

Σ
j =1

⎛
⎝

В1, В2, ..., Вn
q1, q2, ..., qn

⎞
⎠

⎛
⎝

A1, A2, ..., Аm
p1, p2, ..., pm

⎞
⎠

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1
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α2 = (2, 6, 2) = 2; β2 = (1, 6, 4) = 6;

α3 = (3, 4, 3) = 3; β3 = (2, 2, 3) = 3;

α = (1, 2, 3) = 3 — ни жняя це на иг ры;

β = (5, 6, 3) = 3 — верх няя це на иг ры.

Сле до ва тель но, α = β = γ = 3, а cед ло вая точ ка ука зы ва ет реше -
ние на па ру аль тер на тив (А3, В3).

3.3.2. Ре ше ния игр в сме шан ных стра те ги ях

Как мы от ме ча ли вы ше, ес ли ма т рич ная иг ра со дер жит
сед ловую точ ку, то ее ре ше ние на хо дит ся по прин ци пу ми ни -
мак са. Если же пла теж ная ма т ри ца не име ет сед ло вой точ ки,
то при ме нение ми ни макс ных стра те гий каж дым из иг ро ков
по ка зы ва ет, что иг рок I обес пе чит се бе вы иг рыш не мень ше α,
а иг рок II обес печит се бе про иг рыш не боль ше β. Так как α < β,
то иг рок I стре мится уве ли чить вы иг рыш, а иг рок II — умень -
шить про иг рыш. Ес ли ин фор ма ция о дей ст ви ях про тив ной
сто ро ны бу дет от сут ст вовать, то иг ро ки бу дут мно го крат но
при ме нять чи с тые стра те гии слу чай ным об ра зом с оп ре де лен -
ной ве ро ят но с тью. Та кая стра тегия в те о рии игр на зы ва ет ся
сме шан ной стра те ги ей. Из ска зан ного сле ду ет, что сме шан ная
стра те гия иг ро ка — это пол ный на бор его чи с тых стра те гий
при мно го крат ном по вто ре нии иг ры в од них и тех же ус ло ви -
ях с за дан ны ми ве ро ят но с тя ми. Для при ме не ния сме шан ных
стра те гий тре бу ют ся сле ду ю щие ус ло вия:

1) в иг ре от сут ст ву ет сед ло вая точ ка;
2) иг ро ка ми ис поль зу ет ся слу чай ная смесь чи с тых стра -

те гий с со от вет ст ву ю щи ми ве ро ят но с тя ми;
3) иг ра мно го крат но по вто ря ет ся в од них и тех же ус ло ви ях;
4) при каж дом из хо дов один иг рок не ин фор ми ро ван

о вы бо ре стра те гии дру гим иг ро ком.
Ос нов ная те о ре ма те о рии игр Дж. фон Ней ма на: каж дая

конеч ная иг ра име ет по край ней ме ре од но оп ти маль ное ре -
ше ние в сме шан ных стра те ги ях. След ст вие: каж дая ко неч ная
иг ра име ет це ну, яв ля ю щу ю ся ма те ма ти че с ким ожи да ни ем
вы иг ры ша иг рока I и про иг ры ша иг ро ка II, при чем вы иг рыш,
со от вет ст ву ю щий оп ти маль но му ре ше нию, на зы ва ет ся це ной
иг ры γ и удов лет воря ет ус ло вию α � γ � β. Каж дый иг рок при
мно го крат ном по вторе нии иг ры, при дер жи ва ясь сме шан ных
стра те гий, по лу ча ет более вы год ный для се бя ре зуль тат. Оп -
ти маль ное ре ше ние иг ры в сме шан ных стра те ги ях об ла да ет

min
j

max
i

min
j

max
i

min
j

max
i
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Ре шая си с те мы урав не ний (3.17) и (3.18), на хо дим оп ти -
маль ные ре ше ния SI

* = (p1
*, p2

*), S*
II = (q1

*, q2
*) и γ

γ = . (3.20)

При мер 3.4. Да на пла теж ная ма т ри ца

A = .

Най ти ре ше ние.
Ре ше ние. Так как α = 3, β = 5, то α � β, сле до ва тель но, иг ра не

име ет cед ло вой точ ки, це на иг ры на хо дит ся в пре де лах 3 � γ � 5, ре -
ше ние мож но най ти в сме шан ных стра те ги ях. За пи шем cис тему
урав не ний:

• для иг ро ка I

(3.21)

• для иг ро ка II

(3.22)

Ре шая си с те мы (3.21) и (3.22), на хо дим

p*
1 = ;   p*

2 = ;   q*
1 = ;   q*

2 = ;   γ = .

Сле до ва тель но, оп ти маль ные сме шан ные стра те гии иг ро ков
име ют вид

SI
* = ; ;   S*

II = ; ;   γ = .⎧
⎩

1
–
5

4
–
5

⎫
⎭

⎧
⎩

7
––
10

3
––
10

⎫
⎭

18
––
15

1
–
5

4
–
5

7
––
10

3
––
10

18
––
15

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

6q1 – 2q2 = γ,
3q1 + 5q2 = γ,
q1 + q2 = 1.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

6p1 + 3p2 = γ,
–2p1 + 5 p2 = γ,
p1 + p2 = 1.

–2
5

⎞
⎠

6
3

⎛
⎝

a11a22 – a12a21—————————————
a11 + a22 – a12 – a21

(3.19)

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

a22 – a11p*
1 = —————————————,a11 + a22 – a21 – a12

a11 – a12p*
2 = —————————————,a11 + a22 – a21 – a12

a22 – a12q*
1 = —————————————,a11 + a22 – a12 – a21

a11 – a21q*
1 = —————————————,a11 + a22 – a12 – a21
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Иг рок II до би ва ет ся:
β = M(A, p, q). (3.12)

Обо зна чим че рез р*
A и q*

B век то ры, со от вет ст ву ю щие оп ти -
маль ным сме шан ным стра те ги ям иг ро ков I и II, при ко то рых
выпол ня ет ся ра вен ст во

M(A, p, q) = M(A, p, q) = M(A, p*
A, q*

B). (3.13)

При этом вы пол ня ет ся ус ло вие

M(A, p, q*
B) � M(A, p*

A, q*
B) � M(A, p*

A, q). (3.14)

Ре шить иг ру — это оз на ча ет най ти це ну иг ры и оп ти маль -
ные стра те гии.

Рас смо т рим на и бо лее про стой слу чай ко неч ных игр 2 	 2
без сед ло вой точ ки с ма т ри ца ми

SI = ;   SII = , (3.15)

т.е. име ет ся пла теж ная ма т ри ца

A = . (3.16)

Тре бу ет ся най ти оп ти маль ные сме шан ные стра те гии иг -
ро ков SI

* = (p1
*, p2

*) (p1 + p2 = 1), S*
II = (q1

*, q2
*) (q1 + q2 = 1) и це -

ну игры γ.
Ка ко вы бы ни бы ли дей ст вия про тив ни ка, вы иг рыш бу дет

равен це не иг ры γ. Это оз на ча ет, что ес ли иг рок I при дер жи ва-
ет ся сво ей оп ти маль ной стра те гии SI

*(p1
*, p2

*), то иг ро ку II нет
смыс ла от сту пать от сво ей оп ти маль ной стра те гии S*

II (q1
*, q2

*).
В иг ре 2 	 2, не име ю щей сед ло вой точ ки, обе стра те гии

яв ляют ся ак тив ны ми.
Для иг ро ка I име ем си с те му урав не ний

(3.17)

Для иг ро ка II ана ло гич но:

(3.18)

Ес ли γ � 0 и иг ро ки име ют толь ко сме шан ные оп ти маль -
ные стра те гии, то оп ре де ли тель ма т ри цы не ра вен ну лю, сле до-
ва тельно, си с те мы (3.17) и (3.18) име ют един ст вен ное ре ше ние.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

a11 q1 + a12 q2 = γ,
a21 q1 + a22 q2 = γ,
q1 + q2 = 1.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

a11 p1 + a21 p2 = γ,
a12 p1 + a22 p2 = γ,
p1 + p2 = 1.

⎞
⎠

a11
a21

a12
a22

⎛
⎝

⎞
⎠

B1
q1

B2
q2

⎛
⎝

⎞
⎠

A1
p1

A2
p2

⎛
⎝

max
p

min
q

min
q

max
p

min
q

max
p
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от ветству ет стра те гии иг ро ка II B2. Точ ка пе ре се че ния B1B1
и B2B2 опре де ля ет це ну иг ры γ. Ор ди на ты то чек от рез ка B2B2
рав ны средне му чис лу стра те гий А1 и A2 с ве ро ят но с тя ми
p1 и p2.

Ло ма ная B1NB2 — это ни жняя гра ни ца вы иг ры ша, по лу ча -
е мая иг ро ком I. В точ ке N он мак си ма лен и со став ля ет γ.

При мер 3.5. Най ти оп ти маль ную сме шан ную стра те гию ру ково -
ди те ля ком мер че с ко го пред при я тия и га ран ти ро ван ный средний
вы иг рыш γ при вы бо ре из двух но вых тех но ло гий про да жи то ва ров
A1 и A2, ес ли из ве ст ны вы иг ры ши каж до го ви да про да жи по срав не -
нию со ста рой тех но ло ги ей, ко то рые пред став ле ны в ви де ма т ри цы.
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3.3.3. Гра фи че с кий ме тод
Ре ше ние иг ры в сме шан ных стра те ги ях до пу с ка ет гра фи -

ческую ин тер пре та цию, и, сле до ва тель но, ре ше ние за да чи мож-
но по ка зать гра фи че с ки. Гра фи че с кий ме тод ре ше ния иг ры
вклю чает сле ду ю щие эта пы.

1. В де кар то вой си с те ме ко ор ди нат по оси аб сцисс от кла -
ды вает ся от ре зок, дли на ко то ро го рав на 1. Ле вый ко нец от -
рез ка (точка х = 0) со от вет ст ву ет стра те гии А1, пра вый — стра-
те гии А2 (х = 1,0). Про ме жу точ ные точ ки х со от вет ст ву ют
ве ро ят но с тям не ко то рых сме шан ных стра те гий S1 = (p1, p2).

2. На ле вой оси ор ди нат от кла ды ва ют ся вы иг ры ши стра -
тегии А1.

3. На ли нии, па рал лель ной оси ор ди нат, из точ ки 1 от кла -
дыва ют ся вы иг ры ши стра те гии A2 (рис. 3.1).

Пусть име ет ся иг ра с пла теж ной ма т ри цей

A = .

Ес ли иг рок II при ме ня ет стра те гию В1, то вы иг рыш иг ро -
ка I при ис поль зо ва нии чи с тых стра те гий А1 и А2 со став ля ет
со от ветствен но a11 и a21. Со еди ним эти точ ки пря мой B1B1
(см. рис. 3.1).

Ес ли иг рок I при стра те гии B1 при ме ня ет сме шан ную
стра тегию S1 = (p1, p2), то сред ний вы иг рыш, рав ный a11p1 +
+ a21p2 = γ, изо б ра жа ет ся точ кой N на пря мой B1B1, аб сцис са
этой точ ки равна p2. Пря мая B1B1 на зы ва ет ся стра те ги ей иг -
ро ка B1. Ор ди на та лю бой точ ки от рез ка B1B1 рав на ве ли чи не
вы иг ры ша иг ро ка I при при ме не нии им стра те гий А1 и A2
с со от вет ст ву ю щи ми ве роят но с тя ми p1 и р2.

На том же гра фи ке от кла ды ва ют ся точ ки a12 на оси ор ди нат
и a22 на па рал лель ной пря мой точ ки 1 (см. рис. 3.1). B2B2 со -

⎛
⎝

a11
a21

a12
a22

⎞
⎠

180

Рис. 3.1

Таб ли ца 3.9

Игрок II

Игрок I
В1 В2 αi α

A1 1 6 1
A2 3 2 2 2
βj 3 6

Ре ше ние. На хо дим га ран ти ро ван ный вы иг рыш, оп ре де ляемый
ни жней це ной иг ры α = max (α1; α2) = max (1; 2) = 2, ко то рая ука зы -
ва ет на мак си мин ную чи с тую стра те гию A2. Верх няя це на иг ры
β = min (β1; β2) = min (3; 6) = 3, что сви де тель ст ву ет об отсут ст вии
сед ло вой точ ки, так как α � β, тог да це на иг ры на хо дится в пре де -
лах 2 � γ � 3. На хо дим ре ше ние иг ры в сме шан ных страте ги ях гра -
фи че с ким ме то дом (см. рис. 3.1).

Точ ка N пе ре се че ния пря мых B1B1 и B2B2 — это точ ка мак сими -
на, ор ди на та ко то рой яв ля ет ся це ной иг ры γ, ко то рую мож но оп ре -
де лить из сле ду ю щей си с те мы урав не ний:

� p2 = ; p1 = ; γ = .

Оп ти маль ная сме шан ная стра те гия и це на иг ры

SI
* = ; ;   γ = .

Га ран ти ро ван ный сред ний вы иг рыш со став ля ет 2 .

При мер 3.6. Най ти оп ти маль ное ре ше ние иг ры (2 	 n), за дан -
ной в ви де сле ду ю щей пла теж ной ма т ри цы.

B1 B2 B3

A1 6 8 1
A2 3 0 4

2
–
3

⎧
⎩

1
–
6

5
–
6

⎫
⎭

8
–
3

⎧
⎨
⎩

γ = a12 + (a22 – a12)p2,
γ = a11 + (a21 – a11)p2

5
–
6

1
–
6

8
–
3



Ре ше ние ве дет ся с по зи ций ми ни макс ной стра те гии иг ро ка В.
До ми ни ру ю щих или дуб ли ру ю щих стра те гий ни у од но го из игро -
ков нет. На оси аб сцисс (рис. 3.3) стро им от ре зок еди нич ной дли ны,
точ ки ко то рой со от вет ст ву ют раз лич ным стра те ги ям игро ка В. На
оси ор ди нат от кла ды ва ем про иг ры ши иг ро ка В, со ответ ст ву ю щие
каж дой стра те гии иг ро ка А.

Гра нич ная ло ма ная вы де ля ет ся свер ху, что со от вет ст ву ет ми ни -
макс ной стра те гии иг ро ка В. Точ ка N на ло ма ной A1 и A4 со ответ ст -
ву ет ми ни макс но му про иг ры шу иг ро ка В при ос то рож ной так ти ке
и оп ре де ля ет ся на пе ре се че нии от рез ков A1A1 и A4A4, для ко то рых
мож но за пи сать сле ду ю щую си с те му урав не ний:

� �

� q*
1 = ;   q*

2 = ; γ = .

Сме шан ная стра те гия иг ро ка А вклю ча ет толь ко стра те гии A1
и A4, для ко то рых мож но за пи сать си с те му

� � p*
1 = ; p2 = 0; p3 = 0; p*

4 = .
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

γ = 7p1 – p4,
γ = 2p1 + 8p4,
p1 + p4 = 1

⎧
⎨
⎩

7p1 – p4 = 29/7,
2p1 + 8p4 = 29/7

9
––
14

5
––
14

3
–
7

4
–
7

29
––
7

⎧
⎨
⎩

γ = a11 + (a12 – a11)q2,
γ = a41 + (a42 – a41)q2

⎧
⎨
⎩

γ = 7 + (2 – 7)q2,
γ = –1 + (8 + 11)q2

B1 B2

A1 7 2
A2 2 3
A3 0 5
A4 –1 8
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Ре ше ние про во дим с по зи ций иг ро ка А, при дер жи ва ю ще го ся
мак си мин ной стра те гии. До ми ни ру ю щих и дуб ли ру ю щих стра те -
гий ни у од но го из иг ро ков нет. На оси аб сцисс стро им от ре зок еди -
нич ной дли ны (рис. 3.2), из кон цов ко то рых на осях ор динат от кла -
ды ва ем вы иг ры ши иг ро ка А, со от вет ст ву ю щие раз личным
со че та ни ям стра те гии иг ро ков А и В.

182

Рис. 3.2

Рис. 3.3

Мак си мин ной оп ти маль ной стра те гии иг ро ка А со от вет ст вует
точ ка N, ле жа щая на пе ре се че нии пря мых В2В2 и В3В3, для кото рых
мож но за пи сать сле ду ю щую си с те му урав не ний:

� �

� p*
1 = ;   p*

2 = ; γ = .

Те перь мож но най ти ми ни макс ную стра те гию иг ро ка В, за пи -
сав со от вет ст ву ю щую си с те му урав не ний, ис клю чив стра те гию В1,
ко то рая да ет яв но боль ший про иг рыш иг ро ку В, и, сле до ватель но,
q1 = 0:

� � q*
1 = ;   q*

2 = .

Та ким об ра зом, по лу че но ре ше ние иг ры в сме шан ных страте ги ях:

; ;   0; ; ;   γ = .

При мер 3.7. Най ти оп ти маль ное ре ше ние иг ры (m 	 2), за дан -
ной в ви де сле ду ю щей пла теж ной ма т ри цы:

⎧
⎩

4
––
11

7
––
11

⎫
⎭

⎧
⎩

3
––
11

8
––
11

⎫
⎭

32
––
11

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

γ = 8q2 + q3,
γ = 4q3,
q2 + q3 = 1

⎧
⎨
⎩

4q3 = 32/11,
q2 = 1 – q3

8
––
11

3
––
11

4
––
11

7
––
11

32
––
11

⎧
⎨
⎩

γ = a12 + (a22 – a12)p2,
γ = a13 + (a23 – a13)p2

⎧
⎨
⎩

γ = 8 + (0 – 8)p2,
γ = 1 + (1 – 1)p2



1) для иг ро ка I

2) для иг ро ка II

Смысл этих си с тем урав не ний за клю ча ет ся в сле ду ю щем:
игрок I стре мит ся уве ли чить це ну иг ры (γ � max), т.е. он дей -
ст ву ет так, что бы его сред ний вы иг рыш при ис поль зо ва нии
его стра тегий с ве ро ят но с тя ми pi для лю бой j-й стра те гии иг -
ро ка II был не мень ше ве ли чи ны γ, ко то рую он стре мит ся
уве ли чить. Иг рок II стре мит ся умень шить свой про иг рыш
(γ � min), т.е. он дей ст ву ет так, что бы его сред ний про иг рыш
при ис поль зо ва нии его стра тегий с ве ро ят но с тя ми qj при лю -
бой i-й стра те гии иг ро ка I не превы шал ве ли чи ну γ, ко то рую
он стре мит ся умень шить.

За да ча со сто ит в на хож де нии двух оп ти маль ных сме шан -
ных стра те гий S*

I = (p1, p2, ..., рm) и S*
II = (q1, q2, ..., qn), ко то рые

да ют для иг ро ка I мак си маль но воз мож ный для не го сред ний
вы игрыш, а для иг ро ка II ми ни маль но воз мож ный для не го
сред ний про иг рыш.

Раз де лив ле вую и пра вую ча с ти не ра венств (3.26) и (3.27)
на це ну иг ры γ > 0, по лу чим

aij 
 1 (j = 1, 2, ..., n); (3.28)

aij � 1 (i = 1, 2, ..., m). (3.29)

Вве дем обо зна че ния

xi = (xi 
 0); (3.30)

yj = (yj 
 0). (3.31)

Тог да не ра вен ст ва (3.28) и (3.29) при мут сле ду ю щий
вид:

qj—γ

pi—γ

n

Σ
j =1

qj—γ

m

Σ
i =1

pi—γ

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

a q i m

q

ij j
j

n

j
j

n

� γ γ( , , ..., ) ( ),

.

= >

=

=

=

∑

∑

1 2 0

1

1

1

(3.27)

(3.26)
a p j n

p

ij i
i

m

i
i

m


 γ γ( , , ..., ) ( ),

;

= >

=

=

=

∑

∑

1 2 0

1

1

1

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩
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Та ким об ра зом, по лу че но сле ду ю щее ре ше ние иг ры в смешан -
ных стра те ги ях:

; 0; 0; ;   ; ;   γ = .

3.3.4. Ме тод ли ней но го про грам ми ро ва ния

Ан та го ни с ти че с кую ма т рич ную иг ру m 	 n (где m 
 3, n 
 3),
не со дер жа щую сед ло вой точ ки, мож но све с ти к па ре двой ст -
вен ных за дач ли ней но го про грам ми ро ва ния. Рас смо т рим иг -
ру m 	 n, задан ную пла теж ной ма т ри цей А:

. (3.23)

Ре ше ние та кой иг ры мо жет быть по лу че но в со от вет ст вии
с те о ре мой Ней ма на в сме шан ных стра те ги ях.

Эк ви ва лент ны ми пре об ра зо ва ни я ми мож но при ве с ти все
эле мен ты ма т ри цы к не от ри ца тель ным ве ли чи нам aij 
 0,
тог да γ > 0, а иг ра ре ша ет ся в сме шан ных стра те ги ях:

S*
I = ;   S*

II = . (3.24)

При ме не ние иг ро ком I оп ти маль ной сме шан ной стра те -
гии S*

I га ран ти ру ет ему сред ний вы иг рыш не мень ше це ны
иг ры, т.е. γi 
 γ не за ви си мо от по ве де ния иг ро ка II. Иг рок II,
при ме няя опти маль ную сме шан ную стра те гию S*

II, га ран ти -
ру ет для се бя мини маль ный про иг рыш не боль ше γ, т.е. γj � γ.

Ес ли иг рок II при ме ня ет свою чи с тую стра те гию Вj, а иг -
рок I — свою оп ти маль ную стра те гию S*

I, то сред ний вы иг -
рыш иг ро ка I ра вен:

γj = a1j p1 + a2j p2 + ... + aij pi + ... + amj pm,   j = 1, n. (3.25)

Ес ли иг рок I при ме ня ет свою чи с тую стра те гию Ai, а иг -
рок II — свою оп ти маль ную сме шан ную стра те гию S*

II, то
сред ний выиг рыш иг ро ка II со ста вит

γi = ai1 q1 + ai2 q2 + ... + ain qn,   i = 1, m.

Учи ты вая, что γj не мо жет быть мень ше γ для иг ро ка I, а γi
не мо жет быть боль ше γ для иг ро ка II, двой ст вен ную за да чу
ли нейно го про грам ми ро ва ния мож но за пи сать сле ду ю щим
об ра зом:

⎛
⎝

A1
p1

A2
p2

...

...
Am
pm

⎞
⎠

⎛
⎝

B1
q1

B2
q2

...

...
Bn
qn

⎞
⎠

A1
A2
A3
A4

⎛
⎜
⎜
⎝

B1
a11
a21
...

am1

B2
a12
a22
...

am2..

...

...

...

...

...

Bn
a1n
a2n
...

amn

⎞
⎟
⎟
⎠

4
–
7

3
–
7

29
––
7

⎫
⎭

⎧
⎩

⎫
⎭

5
––
14

9
––
14

⎧
⎩
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Ре шая их, на хо дим зна че ния хi, yj, це ну иг ры γ и, сле до ва -
тель но, оп ти маль ные стра те гии S*

I = (p1, p2, ..., рm) и S *
II =

= (q1, q2, ..., qn).

γ = или   γ = ; (3.38)

pi = (i = 1, 2, ..., m); (3.39)

qj = ( j = 1, 2, ..., n); (3.40)

При мер 3.8. Най ти ре ше ние кон фликт ной си ту а ции с пла теж -
ной ма т ри цей

A = . (3.41)

Ре ше ние. Ма те ма ти че с кие мо де ли па ры двой ст вен ных за дач ли -
ней но го про грам ми ро ва ния мож но за пи сать так:

• най ти ми ни мум функ ции F(X) = x1 + x2 + x3 при ог ра ни чени ях

• най ти мак си мум функ ции Φ(Y) = y1 + y2 + y3 при ог ра ни чени ях

Cим плекс ный ме тод поз во ля ет най ти ре ше ние этой си с те мы не -
ра венств (табл. 3.10).

y1 = ;   y2 = ;   y3 = ;   max Φ(Y) = .

Тог да це на иг ры γ = 1 : yj = 1 : = , а ве ро ят но с ти при ме не -

ния стра те гий иг ро ка II бу дут:

q1 = γ · y1 = · = ;   q2 = γ · y2 = ;   q3 = γ · y3 = .
9
–
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2
–
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–
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2
–
5
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–
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–
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–
9

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
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y1 + 2y2 + 3y3 � 1,
3y1 + y2 + y3 � 1,
y1 + 3y2 + y3 � 1,
yj 
 0, j = 1, 2, 3.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

x1 + 3x2 + x3 
 1,
2x1 + x2 + 3x3 
 1,
3x1 + x2 + x3 
 1,
xi 
 0, i = 1, 2, 3;
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1
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n
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∑
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i
i
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=
∑

1

1

1
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∑

1

1

y j
j

n

=
∑
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Из ра венств pi = 1 и qj = 1 и вы ра же ний (3.30) и

(3.31) сле ду ет, что пе ре мен ные xi и yj долж ны удов ле тво рять
усло ви ям

xi = ; (3.34)

yj = . (3.35)

Учи ты вая, что иг рок I стре мит ся мак си ми зи ро вать γ, а иг -
рок II стре мит ся ми ни ми зи ро вать γ, пе ре мен ные хi и yj долж -

ны быть вы бра ны так, что бы це ле вая функ ция F(X) = xi

до сти га ла мини му ма, а це ле вая функ ция Φ(Y) = yj — мак -

си му ма.
Та ким об ра зом, ре ше ние иг ры сво дит ся к за да че ли ней но го

про грам ми ро ва ния. Оп ти маль ные стра те гии S*
I = (p1, p2, ..., рm)

и S *
II = (q1, q2, ..., qn) иг ры с пла теж ной ма т ри цей A мо гут быть

найде ны пу тем ре ше ния сим ме т рич ной па ры двой ст вен ных
за дач ли ней но го про грам ми ро ва ния:

F(X) = xi � min;
(3.36)

aij xi 
 1 (i = 1, 2, ..., m).

Φ(Y) = yj � max;
(3.37)

aij yj � 1 (j = 1, 2, ..., n).
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n
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3.3.5. Иг ро вые мо де ли в ус ло ви ях ком мер че с ко го ри с ка

Риск оп ре де ля ет ся воз мож но с тью от кло не ния от же ла е -
мо го ре зуль та та в сто ро ну ущер ба или ус пе ха в си ту а ции вы -
бо ра ре шения с не сколь ки ми аль тер на ти ва ми.

Для при ня тия ре ше ний в ус ло ви ях ри с ка ис поль зу ют ме -
то ды те о рии ве ро ят но с тей и ма те ма ти че с кой ста ти с ти ки.
В та ком случае фак то ры, на при мер, оп ре де ля ю щие со сто я ние
сре ды, представ ля ют со бой ли бо слу чай ные ве ли чи ны, ли бо
слу чай ные функ ции. Они опи сы ва ют ся ка ки ми-ли бо ста ти с -
ти че с ки ми харак те ри с ти ка ми, на при мер ма те ма ти че с ким
ожи да ни ем и диспер си ей, и об ла да ют ста ти с ти че с кой ус той -
чи во с тью. При ни мающий ре ше ние ори ен ти ру ет ся на сред -
ние, на и бо лее ве ро ят ные резуль та ты, на при мер до хо да, од на -
ко при этом не ис клю чен риск по лу че ния не то го ре зуль та та,
на ко то рый бы ла рас счи та на коммер че с кая стра те гия, тог да
ме рой ри с ка мож но счи тать сред нее ква д ра ти че с кое от кло -
нение.

Тог да пу тем срав не ния на пло с ко сти со от вет ст ву ю щих
каждо му ре ше нию, на при мер, сред не го ожи да е мо го до хо да qi
и рис-ка ri мож но вы брать до ми ни ру ю щее ре ше ние. Од на ко
ес ли по яв ля ют ся не срав ни мые па ры qi, ri, и, сле до ва тель но,
не до мини ру ю щие ре ше ния, то об ра зу ет ся мно же ст во оп ти -
маль но с тей по Па ре то, сре ди ко то ро го и сле ду ет ис кать луч -
шее ре ше ние.

Си ту а ции, в ко то рых риск свя зан не с со зна тель ным про -
ти водей ст ви ем про ти во по лож ной сто ро ны (сре ды), а с не до -
ста точ ной ос ве дом лен но с тью о ее по ве де нии или со сто я нии
ли ца, при нима ю ще го ре ше ние, на зы ва ют ся «иг ра ми с при ро -
дой».

В та ких иг рах че ло век ста ра ет ся дей ст во вать ос мо т ри тель -
но, на при мер, ис поль зуя стра те гию, поз во ля ю щую по лу чить
наимень ший про иг рыш. Вто рой иг рок (при ро да) дей ст ву ет
не зло наме рен но, со вер шен но слу чай но, воз мож ные стра те -
гии его из вестны (стра те гии при ро ды). Та кие си ту а ции ис -
сле ду ют ся с по мощью те о рии ста ти с ти че с ких ре ше ний.

Рас смо т рим «иг ру с при ро дой» в ус ло ви ях ча с тич ной не -
о преде лен но с ти. Пусть у иг ро ка I име ет ся т воз мож ных стра-
те гий А1, А2, ..., Аm и мож но сде лать n пред по ло же ний о со сто -
я ни ях при ро ды (сре ды) П1, П2, ..., Пn с из ве ст ны ми
ве ро ятностя ми их по яв ле ния рj. Пусть из ве с тен вы иг рыш аij,
i = 1, m, j = 1, n, ко торый по лу ча ет иг рок I при вы бо ре стра те -
гии Аi для каж до го со стояния при ро ды Пj.
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Та ким об ра зом, оп ти маль ная сме шан ная стра те гия иг ро ка II

S*
II = ; ; .

По сколь ку ре ше ние си с те мы не ра венств (3.43) симп лексным
ме то дом да ет так же и ре ше ние (табл. 3.10) двой ст вен ной зада чи,
то мож но за пи сать:

x1 = ;   x2 = ;   x3 = ;   max F(X) = ,

тог да на хо дим так же и ве ро ят но с ти при ме не ния стра те гий игро ка I

p1 = γ · x1 = ;   p2 = γ · x2 = ;   p3 = γ · x3 = .

Та ким об ра зом, оп ти маль ная сме шан ная стра те гия иг ро ка I

S*
I = ; ; .⎧
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Таб ли ца 3.10

Базисные
переменные

y1 y2 y3 y4 y5 y6 min

y4 1 1 2 3 1 0 0 1

y5 1 3 1 1 0 1 0 1/3

y6 1 1 3 1 0 0 1 1

Φ(Y) 0 –1 –1 –1 0 0 0

y4 2/3 0 5/3 8/3 1 –1/3 0 2/5

y1 1/3 1 1/3 1/3 0 1/3 0 1

y6 2/3 0 8/3 2/3 0 –1/3 1 1/4

Φ(Y) 1/3 0 –2/3 –2/3 0 1/3 0

y4 1/4 0 0 9/4 1 –1/8 –5/8 1/9

y6 1/4 1 0 1/4 0 3/8 –1/8 1

y2 1/4 0 1 1/4 0 –1/8 3/8 1

ф(^ 1/2 0 0 –1/2 0 1/4 1/4

y3 1/9 0 0 1 4/9 –1/18 –5/18

y1 2/9 1 0 0 –1/9 7/18 –1/18

y2 2/9 0 1 0 –1/9 –1/9 4/9

Φ(Y) 5/9 0 0 0 2/9 2/9 1/9

x4 x5 x6 x1 x2 x3



а за тем оп ре де ля ем мак си маль ное зна че ние это го по ка за те ля, кото -
рое и ука зы ва ет на оп ти маль ное ре ше ние:

M(Ti) = M(T3) = 410,

сле до ва тель но, на и бо лее вы год но до став лять све жие фрук ты в Мос -
к ву из Ки ши не ва же лез но до рож ным транс пор том.

При ис сле до ва нии «иг ры с при ро дой» вво дит ся по ка за -
тель, поз во ля ю щий оце нить, на сколь ко то или иное со сто я -
ние «приро ды» вли я ет на ис ход. Этот по ка за тель на зы ва ет ся
ри с ком.

При поль зо ва нии стра те ги ей Аi и со сто я ни ем сре ды Пj
разность меж ду мак си маль но воз мож ным вы иг ры шем βj при
дан ном со сто я нии «при ро ды» Пj и вы иг ры шем аij при вы -
бран ной стра тегии Ai на зы ва ет ся ри с ком rij

rij = βj – aij,

где βj = aij, т.е. мак си маль ное чис ло в столб це со сто я ния

сре ды Пj.
Оче вид но, что риск все гда по ло жи тель ное чис ло, т.е. rij 
 0.
Поль зу ясь эти ми по ло же ни я ми, най дем для за да чи

(табл. 3.12) все зна че ния βj и по ст ро им ма т ри цу ри с ков R
(табл. 3.13).

Таб ли ца 3.13

Для ре ше ния за да чи мож но поль зо вать ся зна че ни я ми сред -
не го ри с ка

ri = rij pij.

Оп ти маль ным в этом слу чае бу дет та стра те гия, для ко то -
рой сред ний риск бу дет ми ни маль ным:

ri
* = ri.

В свя зи с этим для каж до го ре ше ния на хо дим сред ний риск:

r1 = 300 · 0,6 + 250 · 0,3 + 200 · 0,1 = 275;
r2 = 150 · 0,2 + 150 · 0,7 + 100 · 0,1 = 145;
r3 = 0 · 0,1 + 0 · 0,8 + 0 · 0,1 = 0,

min
i

n

Σ
j =1

ri1 pi1 ri1 pi1 ri1 pi1 ri

T1
T2
T3

300
150

0

0,6
0,2
0,1

250
150

0

0,3
0,7
0,8

200
100

0

0,1
0,1
0,1

275
145

0

max
i

max
i
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Тог да мож но со ста вить пла теж ную ма т ри цу А сле ду ю ще -
го ви да:

Таб ли ца 3.11

В этом слу чае pj = 1 и мож но най ти ве ли чи ну ма те ма ти -

ческо го ожи да ния вы иг ры ша для каж дой стра те гии Аi:

Mi = pj aij.

Оп ти маль ной бу дет счи тать ся та стра те гия, для ко то рой эта
ве ли чи на при ни ма ет мак си маль ное зна че ние  M * = Mi.

При этом сле ду ет за ме тить, что оп ти ми за ция в сред нем не
исклю ча ет пол но стью вли я ние фак то ра слу чай но с ти.

При мер 3.9. Для до став ки све жих фрук тов из Ки ши не ва
в Москву мож но ис поль зо вать три ви да транс пор та: T1 — воз душ -
ный, T2 — ав то мо биль ный, T3 — же лез но до рож ный. Ожи да е мые ве -
личи ны до хо да aij с уче том за трат на транс пор ти ров ку, по гру зоч но-
раз гру зоч ные ра бо ты и сро ков до став ки фрук тов и по терь и вместе
с ус лов ны ми ве ро ят но с тя ми их по лу че ния pij пред став ле ны в ви де
ма т ри цы в табл. 3.12.

Таб ли ца 3.12

Для вы бо ра на и бо лее оп ти маль но го ва ри ан та до став ки свежих
фрук тов сна ча ла на хо дим для каж до го ви да транс пор та ма тема ти -
че с кое ожи да ние вы иг ры ша:

M(T1) = 300 · 0,6 + 200 · 0,3 + (–300) · 0,1 = 210;
M(T2) = 450 · 0,2 + 300 · 0,7 + (–200) · 0,1 = 280;
М(T3) = 600 · 0,1 + 450 · 0,8 + (–100) · 0,1 = 410,

ai1 pi1 ai2 pi2 ai3 pi3

T1
T2
T3
βj

300
450
600
600

0,6
0,2
0,1

200
300
450
450

0,3
0,7
0,8

–300
–200
–100
–100

0,1
0,1
0,1

max
j

n

Σ
j =1

n

Σ
j =1

П1 П2 ... Пj ... Пn

A1
A2
...
Ai

...
Am

a11
a21
...
ai1
...

am1

a12
a22
...
ai2
...

am2

...

...

...

...

...

...

a1j

a2j

...
aij

...
amj

...

...

...

...

...

...

a1n

a2n

...
ain

...
amn
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иг ры уменьшит ся на d, в ре зуль та те че го (–сi – d) = –hi ма т -
ри ца вы иг ры шей при мет дру гой вид:

H = .

Для ре ше ния за да чи вос поль зу ем ся дан ны ми табл. 3.15.

Таб ли ца 3.15

С уче том этих дан ных ма т ри ца вы иг ры шей бу дет иметь
сле дующий вид:

H = .

Пре об ра зу ем эту ма т ри цу пу тем вы чи та ния из каж до го
элемен та d = 32 к ви ду

H = .

Оп ре де лим при не из ве ст ном спро се рен та бель ность за во -
за то ва ров рас сма т ри ва е мой груп пы, для че го не об хо ди мо
про верить вы пол не ние сле ду ю ще го не ра вен ст ва:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0
–40
–36
–36
–34

–48
0

–36
–36
–34

–48
–40

0
–36
–34

–48
–40
–36

0
–34

–48
–40
–36
–36

0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

32
–8
–4
–4
–2

–16
32
–4
–4
–2

–16
–8
32
–4
–2

–16
–8
–4
32
–2

–16
–8
–4
–4
32

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

Показатели
Тип товара

1 2 3 4 5

Доход от реализации, усл. ед., dj 32 32 32 32 32
Издержки, усл. ед., cj 16 8 4 4 2

⎛
⎜
⎜
⎝

0
–h2
...

–hn

–h1
0
...

–hn

...

...

...

...

–h1
–h2
...

–hn

..
...
...
...

–h1
–h2
...
0

⎞
⎟
⎟
⎠
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ко то рый сле ду ет стре мить ся сде лать ми ни маль ным, т.е. вы -
брать та кую стра те гию Тk, для ко то рой ве ли чи на rk ми ни -
маль на:

rk = ri = (275, 145, 0) = 0 � T3,

сле до ва тель но, на и бо лее це ле со об раз но до став лять све жие
фрукты из Ки ши не ва в Моск ву же лез но до рож ным транс пор -
том.

За ме тим, что мак си мум сред не го вы иг ры ша и ми ни мум
средне го ри с ка до сти га ет ся при вы бо ре од ной и той же стра -
те гии, в дан ном слу чае Т3.

Мы рас смо т ре ли ва ри ант вы бо ра толь ко од ной впол не оп -
реде лен ной стра те гии, ко то рая на зы ва ет ся чи с той. В ком мер-
че с кой прак ти ке встре ча ют ся та кие си ту а ции, в ко то рых вы год-
нее приме нять или слу чай ное че ре до ва ние чи с тых стра те гий,
что уве личи ва ет раз мер га ран ти ро ван но го вы иг ры ша,
или од но вре мен ное ис поль зо ва ние всех стра те гий с не ко то -
ры ми ве ро ят но с тя ми. В та ких иг рах не об хо ди мо най ти оп ти -
маль ную сме шан ную стра тегию S *(p1, p2, ..., pn) и най ти це ну
иг ры при из ве ст ной пла теж ной ма т ри це.

Пред по ло жим, что на пред при я тии оп то вой тор гов ли
име ется n ти пов то ва ров ка кой-ли бо то вар ной груп пы. В ма -
га зин не обхо ди мо за ве с ти Q = 1000 ед. все го ас сор ти мент но -
го на бо ра данной груп пы то ва ров. Тре бу ет ся оп ре де лить объ -
е мы то ва ров каждо го ти па, ко то рые це ле со об раз но за вез ти
в ма га зин, и га ран ти ро ван ный уро вень до хо да. При этом из -
ве ст но, что ес ли то вар ти па j (1 � j � n) бу дет поль зо вать ся
спро сом, то ма га зин от его ре а ли за ции по лу чит при быль dj,
в про тив ном слу чае из держки, свя зан ные с его хра не ни ем,
пор чей и т.п., со ста вят убы ток сj. Мо де лью та ко го эко но ми че -
с ко го кон флик та яв ля ет ся иг ра, в кото рой в ка че ст ве од ной
сто ро ны вы сту па ет ма га зин (иг рок М), а в ка че ст ве дру гой —
«при ро да» — спрос на се ле ния, при чем он неиз ве с тен. Каж -
дая из сто рон име ет по n-стра те гий: Mi — стра те гия иг ро ка М
по за во зу i-го то ва ра объ е мом Qi; а Пj — стра те гии иг рока П —
спрос на j-й то вар. По лез но с тью ма га зи на, оче вид но, будет
его до ход Д. В та ком слу чае ко неч ная иг ра за да ет ся ма т ри цей
вы иг ры шей (табл. 3.14).

До пу с тим, что до хо ды от про да жи по каж до му ви ду то ва -
ров рав ны, т.е. d1 = d2 = ... = dn = d. Для уп ро ще ния ма т ри цы
вы чтем из всех ее эле мен тов чис ло d, что не из ме нит мно же -
ст во оп тималь ных сме шан ных стра те гий, а толь ко зна че ние

min
i

min
i
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Таб ли ца 3.14

П1 П2 ... Пj ... Пn

M1
M2
...
Mi
...

Mn

d1
–c2
...

–ci
...

–cn

–c1
d2
...

–ci
...

–cn

...

...

...

...

...

...

–c1
–c2
...

–ci
...

–cn

...

...

...

...

...

...

–c1
–c2
...

–ci
...
dn



3.3.6. Иг ро вые мо де ли в ус ло ви ях 
ком мер че с кой не о пре де лен но с ти

Рас смо т рим иг ру с при ро дой m 	 n. У од но го со зна тель но го
игро ка име ет ся m стра те гий А1, А2, ..., Аm, у дру го го — воз мож -
но п со сто я ний «сле пой си лы при ро ды» П1, П2, ..., Пn. Из ве с -
тен вы игрыш (ис ход) иг ро ка по каждой его стра те гии и каж -
до му со стоянию при ро ды аij, i = 1, m, j = 1, n. Но, к со жа ле нию,
ни че го нельзя пред по ло жить, с ка ки ми ве ро ят но с тя ми при -
ро да при ни ма ет эти со сто я ния. Дру ги ми сло ва ми, ни че го
кон крет но го нель зя ска зать о со сто я ни ях сре ды, в ко то рой
про те ка ет ком мер че с кий про цесс. В этом слу чае ре ше ние бу -
дет при ни мать ся в уни каль ных ус ло ви ях пол ной ком мер че с -
кой не о пре де лен но с ти.

За пи шем пла теж ную ма т ри цу и ма т ри цу ри с ков за да чи
«иг ры с при ро дой» (табл. 3.16, 3.17).

Таб ли ца 3.16

Таб ли ца 3.17

Здесь rij = aij – aij, i = 1, m, j = 1, n.

Рас смо т рим ва ри ан ты оп ре де ле ния на и луч шей стра те гии
в ус ло ви ях не о пре де лен но с ти на сле ду ю щих при ме рах.

При мер 3.10. В Се вер ном ок ру ге Моск вы пла ни ру ет ся строи -
тель ст во ово ще хра ни ли ща. Име ют ся три воз мож ных про ек та со -
зда ния та ко го хра ни ли ща пло ща дью S1 = 200 кв. м, S2 = 300 кв. м
и S3 = 400 кв. м. В за ви си мо с ти от эф фек тив но с ти ис поль зо ва ния
вы де лен ных пло ща дей рас счи та ны ва ри ан ты еже год но го до хо да bij
(тыс. руб.), ко то рые пред став ле ны в ви де пла теж ной табл. 3.18.

max
i

П1 ... Пj ... Пn

A1
...
Ai
...

Am

r11
...
ri1
...

rm1

...

...

...

...

...

r1j
...
rij
...
rmj

...

...

...

...

...

r1n
...
rin
...

rmn

П1 ... Пj ... Пn

A1
...
Ai
...

Am

a11
...
ai1
...

am1

...

...

...

...

...

a1j
...
aij
...

amj

...

...

...

...

...

a1n
...
ain
...

amn
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– (n – 1) > 0.

По сколь ку в на шем слу чае ус ло вие

+ + + + – (5 – 1) > 0

вы пол ня ет ся, то то вар за во зить в ма га зин це ле со об раз но.
Оче вид но, пра виль ная тор го вая по ли ти ка на блю да ет ся при

ис поль зо ва нии сме шан ной стра те гии SM = (p1, р2, p3, ..., pi, ..., pn),
где ве ро ят но с ти рi по ка зы ва ют до ли от все го объ е ма Q = 1000 ед.
каж до го ти па то ва ров, ко то рые сле ду ет за во зить в ма га зин,
и опре де ля ют ся по фор му ле

pi = ,   1 � i � n.

На при мер, для стра те гии М3 на хо дим

p3 = = = 0,21.

Ана ло гич но оп ре де ля ем ос таль ные до ли за во зи мых объ е -
мов то ва ров, по сле че го за пи сы ва ем оп ти маль ную сме шан -
ную страте гию:

SM = (0,16; 0,19; 0,21; 0,21; 0,23),

со глас но ко то рой сле ду ет за во зить в ма га зин то ва ров по каж -
до му ти пу со от вет ст вен но в сле ду ю щих объ е мах:

Q1 = 160 ед., Q2 = 190 ед., Q3 = Q4 = 210 ед., Q5 = 230 ед.

В этом ва ри ан те снаб же ния то ва ра ми до ход ма га зи на бу -
дет ра вен зна че нию иг ры, ко то рое оп ре де ля ет ся по фор му ле

Д = + d = –30,6 + 32 = 1,4 усл. ед.

При ис поль зо ва нии сме шан ной стра те гии, т.е. за во за то -
ва ров раз но го ти па, до ход га ран ти ру ет ся лишь в сред нем, яв -
ля ет ся ожи да е мым и не мо жет сов па дать точ но с ре аль ным
вы иг ры шем, что и яв ля ет ся ха рак тер ным в ус ло ви ях ри с ка.

n

c dij

n

−

+
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

=
∑

1

1

1

1
1
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1

5

h
hij

n
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=

∑
1
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1
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1
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−
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−

+
−

+
−
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−

⎛
⎝⎜

⎞
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1
1

1

h
hi

ij

n

−=
∑

32
—————
16 + 32

32
————
8 + 32

32
————
4 + 32

32
————
4 + 32

32
————
2 + 32

d
————
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n

Σ
j =1
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Те перь про ве дем ана ло гич ные рас суж де ния для вто рой сто ро -
ны — со сто я ний сре ды. Ес ли нам из ве ст но точ но со сто я ние среды —
в дан ном слу чае ве ли чи на за ни ма е мой пло ща ди, то мы выбе рем ре -
ше ние Si, мак си ми зи ру ю щее наш вы иг рыш:

βj = aij.

Оче вид но, учи ты вая все воз мож ное, худ ший для нас ва ри ант бу -
дет оп ре де лять ся вы ра же ни ем

β = βj = aij.

Это верх няя це на иг ры, или ми ни макс, а со от вет ст ву ю щая стра -
те гия — ми ни макс ная. В со от вет ст вии с этим вто рая сто ро на «при -
ро ды» даст воз мож ность нам вы иг рать не боль ше, чем β.

Со ста вим те перь ма т ри цу ри с ков для пред став лен ной иг ры
(табл. 3.19).

Таб ли ца 3.19

Риск яв ля ет ся ос но вой ми ни макс но го кри те рия Сэ ви д жа, со -
глас но ко то ро му вы би ра ет ся та кая стра те гия SS, при ко то рой вели -
чи на ри с ка при ни ма ет ми ни маль ное зна че ние в са мой не благо при -
ят ной си ту а ции:

S = rij � SS.

Сущ ность это го кри те рия со сто ит в том, что бы из бе жать боль -
шо го ри с ка при вы бо ре ре ше ния. В со от вет ст вии с этим крите ри ем
(табл. 3.19) сле ду ет по ст ро ить ово ще хра ни ли ще пло щадью S2 = 300
кв. м.

При ана ли зе «иг ры с при ро дой» ра зум нее при дер жи вать ся
неко то рой про ме жу точ ной по зи ции, гра ни ца ко то рой ре гу ли ру ет ся
по ка за те лем пес си миз ма-оп ти миз ма χ в кри те рии Гур ви ца. В соот -
вет ст вии с этим ком про мисс ным кри те ри ем для каж до го ре шения
оп ре де ля ет ся ли ней ная ком би на ция ми ни маль но го и мак сималь -
но го вы иг ры ша

Gi = χ aij + (1 – χ) aij

и за тем вы би ра ет ся та стра те гия Si, для ко то рой эта ве ли чи на
окажет ся на и боль шей:

G = Gi = χ aij + (1 – χ) aij .max
i

max
i

⎡
⎣

min
j

max
j

⎤
⎦

min
j

max
j

min
i

max
j

rij 100 200 300 400 max ri S

S1
S2
S3

0
70

270

60
0

120

210
40
0

320
150

0

320
150
270 150

max
j

min
j

max
i

max
i

197

На до оп ре де лить на и бо лее це ле со об раз ный ва ри ант строитель -
ст ва ово ще хра ни ли ща.

Ана лиз иг ры нач нем с по зи ций прин ци па ми ни мак са. Он осно -
ван на том пред по ло же нии, что при ни ма ю щий ре ше ние действу ет
ос то рож но и из би ра ет чи с тую стра те гию, га ран ти ру ю щую ему на и -
боль ший (мак си маль ный) из всех на и худ ших (ми ни мальных) воз -
мож ных ис хо дов дей ст вия по каж дой стра те гии. В этом слу чае, ес -
ли мы из бе рем стра те гию S1, то на и худ шее из то го, что мо жет
слу чить ся, со сто ит в том, что мы по лу чим чи с тую вы го ду в раз ме ре

α1 = aij = (130, 350, 350, 350) = 130.

Ана ло гич но на хо дим для ос таль ных стра те гий на и худ шие исхо -
ды и за пи сы ва ем их в табл. 3.18. Это уров ни бе зо пас но с ти каж дой
стра те гии, по сколь ку мож но быть уве рен ным, что ни че го худ ше го
не про изой дет. Луч шим ре ше ни ем Sопт бу дет та кое, ко торое га ран -
ти ру ет на и луч ший из мно же ст ва на и худ ших ис хо дов и оп ре де ля ет -
ся в со от вет ст вии с из ло жен ным прин ци пом по форму ле

α = αi = αij = 130 � S1.

Та кая стра те гия S1 яв ля ет ся мак си мин ной, по сколь ку что бы ни
про изо ш ло, т.е. при лю бом со сто я нии сре ды, ре зуль тат не может
быть ху же, чем α. Это ни жняя це на иг ры. В си лу это го принцип
мак си ми на на зы ва ют так же прин ци пом на и боль ше го га ранти ро -
ван но го ре зуль та та. Мак си мин ная оцен ка яв ля ет ся единствен но
аб со лют но на деж ной при при ня тии ре ше ния в ус ло ви ях не о пре де -
лен но с ти. Этот прин цип яв ля ет ся ос но вой кри те рия Валь да, в со от -
вет ст вии с ко то рым оп ти маль ной стра те ги ей при лю бом со сто я нии
сре ды, поз во ля ю щем по лу чить мак си маль ный вы иг рыш в на и худ -
ших ус ло ви ях, яв ля ет ся мак си мин ная стра тегия, оп ре де ля е мая вы -
ра же ни ем

W = αi = αij � SW.

Сле ду ет за ме тить, что при на ли чии воз мож но с ти по лу че ния до -
пол ни тель ной ин фор ма ции в иг ре ка ким-ли бо об ра зом мож но по -
вы сить га ран ти ро ван ный уро вень вы иг ры ша.

max
i

max
i

min
j

max
i

max
i

min
j

min
j

min
j
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Таб ли ца 3.18

Si

Доход от занимаемой 
площади αi = aijmin

j W aijmax
j

100 200 300 400
S1 = 200 м2 130 350 350 350 130 130 350
S2 = 300 м2 60 410 520 520 60 520
S3 = 400 м2 –140 290 560 670 –140 670

βj = aijmax
j

130 410 560 670



Для это го по каж дой стро ке най дем ми ни маль ные зна че ния эле -
мен тов ма т ри цы αi = αij. Так как эле мен та ми яв ля ют ся рас хо ды

ма га зи на, взя тые с про ти во по лож ным зна ком, то, сле дова тель но, ми-
ни маль ный вы иг рыш бу дет со от вет ст во вать ми нималь но му чис лу.

Тог да α1 = –0,6; α2 = –0,4; α3 = –0,2; α4 = –0,3, из ко то рых по кри -
те рию Валь да на хо дим мак си маль ное зна че ние

W = αi = α3 = –0,2.

Сле до ва тель но, оп ти маль ная стра те гия ма га зи на за клю ча ет ся
в по став ке 7 ед. то ва ра, что поз во лит ему обес пе чить ми нимум из -
дер жек в са мой не бла го при ят ной си ту а ции.

Оп ре де лим оп ти маль ную стра те гию по ми ни макс но му кри те -
рию Сэ ви д жа

S = rij.

Ма т ри ца ри с ков стро ит ся сле ду ю щим об ра зом. По каж дой стро -
ке (так как оп ти маль ная стра те гия на хо дит ся для ма га зи на, т.е. иг -
ро ка А) на хо дит ся эле мент с мак си маль ным зна че ни ем βj = αij.

Каж дый эле мент в i-й стро ке на хо дит ся как разность rij = βj – aij. Сле-
до ва тель но, ма т ри ца ри с ков бу дет вы гля деть сле ду ю щим об ра зом.

Таб ли ца 3.21

Со глас но ми ни макс но му кри те рию на хо дим мак си маль ное зна -
че ние ри с ка по каж дой стро ке: 0,6; 0,4; 0,2; 0,3.

Ми ни макс ное зна че ние ри с ка r = 0,2. Сле до ва тель но, ми нимакс -
ная стра те гия ма га зи на за клю ча ет ся в по став ке 7 ед. това ра, что
поз во ля ет ему га ран ти ро вать ми ни маль ный риск в самой не бла го -
при ят ной си ту а ции.

Та ким об ра зом, ис поль зуя ме то ды и мо де ли при ня тия ре -
шений в ус ло ви ях не о пре де лен но с ти, мож но про во дить ко -

aij 5 6 7 8
5
6
7
8

0
0,1
0,2
0,3

0,2
0

0,1
0,2

0,4
0,2
0

0,1

0,6
0,4
0,2
0

max
i

min
i

max
j

max
i

min
j
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Ко эф фи ци ент χ на зы ва ют еще и сте пе нью оп ти миз ма. Его
значе ния на хо дят ся в ди а па зо не 0 � χ � 1, при χ = 1 он пре вра ща ет -
ся в кри те рий Валь да, а при χ = 0 по лу ча ют кри те рий «край не го оп -
тимиз ма», вы би ра ю ще го стра те гию «ва-банк», ко то рой со от вет ст -
вует са мый боль шой вы иг рыш. До пу с тим, в при ме ре табл. 3.17 мы
при дер жи ва ем ся бли же к пес си ми с ти че с кой оцен ке и по ла га ем, что
χ = 0,8, тог да для каж дой стра те гии по лу чим со от вет ст вен но

G1 = 0,8 · 130 + (1 – 0,8) · 350 = 174;
G2 = 0,8 · 60 + (1 – 0,8) · 520 = 152;
G3 = 0,8 · (–140) + (1 – 0,8) · 670 = 22.

В со от вет ст вии с кри те ри ем Гур ви ца на и бо лее це ле со об разный
ва ри ант стро и тель ст ва ово ще хра ни ли ща оп ре де ля ет ся следу ю щим
об ра зом:

G = Gi = (174, 152, 22) = 174 � S1.

Сле до ва тель но, на и бо лее це ле со об раз ным ва ри ан том яв ля ется
стро и тель ст во ово ще хра ни ли ща пло ща дью S1 = 200 кв. м.

Та ким об ра зом, при ве ден ные ме то ды и мо де ли поз во ля ют
с раз ных сто рон про ве с ти ана лиз хо зяй ст вен ных ре ше ний
тор говли в ус ло ви ях не о пре де лен но с ти.

При мер 3.11. Су пер мар кет име ет не ко то рый за пас то ва ров ас сор-
ти мент но го ми ни му ма. Ес ли за пас то ва ров не до ста то чен, то не об хо-
ди мо его за ве с ти, ес ли за пас пре вы ша ет спрос, то рас тут рас хо ды по
хра не нию или пор че не ре а ли зо ван но го то ва ра и за мо ра жи ва нию обо -
рот ных средств. Пусть спрос на то ва ры ле жит в пре де лах S = 5—8 ед.,
рас хо ды по хра не нию од ной еди ни цы то ва ра со став ля ют с =
= 0,1 руб., а рас хо ды по за во зу еди ни цы то ва ра k = 0,2 руб. Оп ре де -
лить оп ти маль ную стра те гию по за во зу то ва ров. Со ста вим пла теж -
ную ма т ри цу. Иг ро ком яв ля ет ся супкрмар кет, а «при ро дой» —
спрос на то ва ры.

Эле мен ты пла теж ной ма т ри цы оп ре де ля ют сле ду ю щим об ра -
зом. Ес ли ма га зин име ет 5 ед. то ва ра и спрос ра вен S = 5, то ма га зин
рас хо дов не не сет и эле мент a11 = 0.

Ес ли ма га зин име ет 6 ед. то ва ра, а спрос ра вен S = 5, то ма га зин
мо жет про дать 5 ед. то ва ра, а 1 ед. дол жен хра нить, не ся при этом
рас хо ды, ко то рые оп ре де ля ют ся эле ментом a21 = –0,1.

Ес ли ма га зин име ет 5 ед. то ва ра, а спрос ра вен S = 6, то ма га зи ну
не об хо ди мо за ве с ти 1 ед. то ва ра, рас хо дуя на это сум му, рав ную k.
Сле до ва тель но, эле мент a12 = –0,2. Про ве дя ана ло гич ные рас суж де -
ния, мож но по лу чить зна че ния всех элемен тов пла теж ной ма т ри цы.

Оп ре де лим оп ти маль ную стра те гию по мак си мин но му кри те -
рию Валь да:

W = αij.max
i

min
j

max
i

max
i
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Таб ли ца 3.20

aij 5 6 7 8
5
6
7
8

0
–0,1
–0,2
–0,3

–0,2
0

–0,1
–0,2

–0,4
–0,2

0
–0,1

–0,6
–0,4
–0,2

0



лю дей в те че ние не сколь ких дней, недель, ме ся цев или да же
лет. Бы ва ет так, прав да, ред ко, к со жа лению, что раз ре ше ние
од них кон флик тов про хо дит весь ма коррект но и про фес си о -
наль но, гра мот но, а дру гих, что бы ва ет зна чи тель но ча ще, не -
про фес си о наль но, без гра мот но, с пло хи ми ис хо да ми ино гда
для всех уча ст ни ков кон флик та, где нет по бе дите лей, а есть
толь ко по беж ден ные. Оче вид но, не об хо ди мы ре комен да ции
по ра ци о наль но му об ра зу дей ст вий в кон фликт ных си ту а ци ях.

При чем ча ще часть кон флик тов яв ля ют ся на ду ман ны ми,
искус ст вен но раз ду ты ми, со здан ны ми для при кры тия про -
фес сиона ль ной не ком пе тент но с ти не ко то ры ми ли ца ми
и вред ны в коммер че с кой де я тель но с ти.

Дру гие же кон флик ты, яв ля ясь не из беж ным спут ни ком
жиз ни лю бо го кол лек ти ва, мо гут быть весь ма по лез ны и слу -
жат им пульсом для раз ви тия ком мер че с кой де я тель но с ти
в луч шую сто ро ну.

Кон флик ты в на сто я щее вре мя яв ля ют ся клю че вой про б -
лемой жиз ни как от дель ных лич но с тей, так и це лых кол лек -
ти вов.

Дей ст вия ли те ра тур ных пер со на жей, ге ро ев не из беж но
сопро вож да ют ся про яв ле ни ем, раз ви ти ем ка ко го-ли бо жиз -
нен но го кон флик та, ко то рый так или ина че раз ре ша ет ся
ино гда мир но, ино гда дра ма ти че с ки или тра ги че с ки, на при -
мер на ду э ли. Лучши ми ис точ ни ка ми на ших зна ний о че ло -
ве че с ких кон флик тах яв ля ют ся клас си че с кие тра ге дии, се рь -
ез ные и глу бо кие ро ма ны, их эк ра ни за ция или те а т раль ная
по ста нов ка.

Де я тель но с ти че ло ве ка мо гут про ти во сто ять в кон флик те
инте ре сы дру гих лю дей или сти хий ные си лы при ро ды. В од -
них конфлик тах про ти во по лож ной сто ро ной вы сту па ет со -
зна тель но и це ле на прав лен но дей ст ву ю щий ак тив ный про -
тив ник, за ин те ресо ван ный в на шем по ра же нии, со зна тель но
пре пят ст ву ет ус пе ху, ста ра ет ся сде лать все от не го за ви ся -
щее, что бы до бить ся сво ей по бе ды лю бы ми сред ст ва ми, на -
при мер с по мо щью кил ле ра.

В дру гих кон флик тах та ко го со зна тель но го про тив ни ка
нет, а дей ст ву ют лишь «сле пые си лы при ро ды»: по год ные ус -
ло вия, состо я ние тор го во го обо ру до ва ния на пред при я тии,
бо лез ни сотруд ни ков и т.п. В та ких слу ча ях при ро да не зло -
на ме рен на и высту па ет пас сив но, при чем ино гда во вред че -
ло ве ку, а ино гда к его вы го де, од на ко ее со сто я ние и про яв ле -
ние мо гут ощу ти мо вли ять на ре зуль тат ком мер че с кой
де я тель но с ти.
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ли чествен ный ана лиз слож ных си ту а ций, воз ни ка ю щих
в ком мер ческой прак ти ке, учи ты вать раз но об раз ные со ци -
аль но-эко но ми ческие фак то ры, вли я ю щие на де я тель ность
тор го вых пред при я тий, и при ни мать обос но ван ные, близ кие
к оп ти маль ным ре ше ния по уп рав ле нию.

3.4. Иг ро вые мо де ли кон флик тов
Те о рия игр пред став ля ет со бой на бор ма те ма ти че с ких

инстру мен тов для по ст ро е ния мо де лей, а в со ци аль но-эко но -
ми че с ких при ло же ни ях яв ля ет ся не ис ся ка е мым ис точ ни ком
гиб ких концеп ций.

Иг ра яв ля ет ся ма те ма ти че с кой мо де лью кол лек тив но го
по веде ния, ото б ра жа ю щей вза и мо дей ст вие уча ст ни ков-иг ро-
ков в стрем ле нии до бить ся луч ше го ис хо да, при чем их ин те ре -
сы мо гут быть раз лич ны. Не со впа де ние, ан та го низм ин те ре -
сов по рож да ют кон фликт, а сов па де ние ин те ре сов при во дит
к ко о пе ра ции. Часто ин те ре сы в со ци аль но-эко но ми че с ких
си ту а ци ях не яв ля ют ся ни стро го ан та го ни с ти че с ки ми, ни
точ но сов па да ю щи ми. Про давец и по ку па тель со глас ны, что
в их об щих ин те ре сах до го во риться о про да же, ко неч но, при
ус ло вии, что сдел ка вы год на обо им. Они энер гич но тор гу ют -
ся при вы бо ре вза и мо вы год ной це ны в пре де лах ог ра ни че -
ний. Те о рия игр поз во ля ет вы ра бо тать оп тималь ные пра ви ла
по ве де ния в кон флик тах.

Воз мож ность кон флик тов за ло же на в су ще ст ве са мой че -
лове че с кой жиз ни. При чи ны кон флик тов ко ре нят ся в ано ма -
ли ях об ще ст вен ной жиз ни и не со вер шен ст ве са мо го че ло ве ка.
Сре ди при чин, по рож да ю щих кон флик ты, сле ду ет на звать
преж де всего со ци аль но-эко но ми че с кие, по ли ти че с кие и нрав-
ст вен ные при чи ны. Они яв ля ют ся пи та тель ной сре дой для
воз ник но ве ния раз лич но го ро да кон флик тов. На воз ник но -
ве ние кон флик тов ока зы ва ют вли я ние пси хо фи зи че с кие
и би о ло ги че с кие осо бенно с ти лю дей.

Во всех сфе рах че ло ве че с кой де я тель но с ти при ре ше нии
самых раз но об раз ных за дач в бы ту, на ра бо те или от ды хе
при хо дится на блю дать раз лич ные по сво е му со дер жа нию
и си ле про яв ления кон флик ты. Об этом еже днев но пи шут га -
зе ты, пе ре да ют по ра дио, транс ли ру ет те ле ви де ние. Они за -
ни ма ют зна чи тель ное ме с то в жиз ни каж до го че ло ве ка, при -
чем по след ст вия не ко то рых кон флик тов бы ва ют слиш ком
ощу ти мы да же на про тя же нии мно гих лет жиз ни. Они мо гут
съе дать жиз нен ную энер гию од ного че ло ве ка или груп пы
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кон флик та, связан ной с рас ши ре ни ем кру го зо ра, уве ли че ни -
ем ко ли че ст ва альтер на тив и со от вет ст вен но воз мож ных ис -
хо дов.

В про цес се ком мер че с ких пе ре го во ров при хо дит ся ис кать
область вза им ных ин те ре сов (рис. 3.4), в ко то рой на хо дит ся
компро мисс ное ре ше ние. Де лая боль шие ус туп ки по ме нее
зна чи мым ас пек там для фир мы, но бо лее зна чи мым для оп -
по нен та, ком мерсант по лу ча ет боль ше по дру гим по зи ци ям,
ко то рые бо лее зна чимы и вы год ны для фир мы. Эти ус туп ки
име ют ми ни маль ные и мак си маль ные гра ни цы ин те ре сов.
Это ус ло вие по лу чи ло на звание прин цип Па ре то по име ни
ита ль ян ско го уче но го В. Па ре то.

Для со вре мен ных ус ло вий ры ноч ных от но ше ний ха рак -
тер ны си ту а ции, ана ло гич ные ко о пе ра тив ным иг рам с дву мя
иг ро ка ми, ве ду щи ми по иск удач но го со гла ше ния, на при мер,
при по куп ке-про да же квар ти ры, ав то мо би ля и т.п. В та ких
слу ча ях ис хо ды взаимо дей ст вия уча ст ни ков мож но пред ста -
вить как мно же ст во реше ний S на пло с ко сти (рис. 3.4) сре ди
об щих вы иг ры шей X и Y. Это мно же ст во яв ля ет ся вы пук -
лым, за мк ну тым, ог ра ни чен ным свер ху, а оп ти маль ные ре -
ше ния на хо дят ся на пра вой верх ней севе ро-вос точ ной гра ни -
це. На этой гра ни це вы де ля ет ся меж ду Р1 и Р2 мно же ст во
оп ти маль ных ре ше ний по Па ре то (Р), на ко то ром увели че ние
вы иг ры ша парт не ра воз мож но толь ко за счет умень шения
вы иг ры ша дру го го парт не ра. Точ ка уг ро зы Т (xm, ym) оп ре де -
ля ет ве ли чи ны вы иг ры шей, ко то рые мо гут по лу чить иг ро ки,
не всту пая в ко а ли цию друг с дру гом. На мно жеcтве (Р) вы -
де ле но F1 и F2, пе ре го вор ное мно же ст во F, в пре де лах ко то ро -
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Дви жу щей си лой в кон флик те яв ля ет ся лю бо пыт ст во че -
ло века, стрем ле ние по бе дить, со хра нить или улуч шить свое
по ло жение, на при мер бе зо пас ность, ус той чи вость в кол лек -
ти ве или надеж да на ус пех до сти же ния по став лен ной в яв -
ном или не яв ном ви де це ли.

Как по сту пить в той или иной си ту а ции, ча с то бы ва ет не -
яс но. Ха рак тер ной осо бен но с тью лю бо го кон флик та яв ля ет ся
то, что ни од на из уча ст ву ю щих сто рон не зна ет за ра нее точ но
и полно с тью всех сво их воз мож ных ре ше ний, а так же и дру -
гие сто роны, их бу ду щее по ве де ние, и, сле до ва тель но, каж -
дый вы нуж ден дей ст во вать в ус ло ви ях не о пре де лен но с ти.

Не о пре де лен ность ис хо да мо жет быть обус лов ле на как
со знатель ны ми дей ст ви я ми ак тив ных про тив ни ков, так и не -
со зна тельны ми, пас сив ны ми про яв ле ни я ми, на при мер сти -
хий ных сил при ро ды: дож дя, солн ца, ве т ра, ла ви ны и т.п.
В та ких слу ча ях исклю ча ет ся воз мож ность точ но го пред ска -
за ния ис хо да.

Общ ность всех кон флик тов не за ви си мо от их при ро ды за -
клю ча ет ся в столк но ве нии ин те ре сов, стрем ле ний, це лей, пу -
тей до сти же ния це лей, от сут ст вии со гла сия двух или бо лее
сто рон — уча ст ни ков кон флик та. Слож ность кон флик тов
обус лов ли ва ет ся ра зум ны ми и рас чет ли вы ми дей ст ви я ми
от дель ных лиц или коллек ти вов с раз лич ны ми ин те ре са ми.

Не о пре де лен ность ис хо да кон флик та, лю бо пыт ст во, ин -
те рес и стрем ле ние к по бе де по буж да ют лю дей к со зна тель -
но му вступле нию в кон фликт, что при тя ги ва ет к кон флик -
там и уча ст ни ков, и на блю да те лей.

Ма те ма ти че с кая те о рия игр да ет на уч но обос но ван ные
ре комен да ции по ве де ния в кон фликт ных си ту а ци ях, по ка -
зы вая «как иг рать, что бы не про иг рать». Для при ме не ния
этой те о рии не обхо ди мо уметь пред став лять кон флик ты
в ви де игр.

Ос но вой лю бо го кон флик та яв ля ет ся на ли чие про ти во ре -
чия, ко то рое при ни ма ет фор му раз но гла сия. Кон фликт мож -
но оп реде лить как от сут ст вие со гла сия меж ду дву мя или бо -
лее сто ро нами — ли ца ми или груп па ми, про яв ля ю ще е ся при
по пыт ке раз решить про ти во ре чие, при чем ча с то на фо не ос -
т рых от ри ца тель ных эмо ци о наль ных пе ре жи ва ний, хо тя из -
ве ст но, по оп ре де ле нию В. Гю го, что «из двух ссо ря щих ся
ви но ват тот, кто ум нее».

Сле ду ет за ме тить, что во вле че ние в кон фликт боль шо го
чис ла лю дей поз во ля ет рез ко уве ли чить мно же ст во аль тер -
на тив и ис ходов, что яв ля ет ся важ ной по зи тив ной функ ци ей
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Рис. 3.4



та ет, а за тем до сти га ет на и боль ше го зна че ния в мо мент куль -
ми на ции t2 и за тем спа да ет. Сле ду ет за ме тить, что за ча с тую
кон фликт ное вза и мо дей ст вие име ет про дол жи тель ность
(t3 – t1) все го око ло 1 мин, а по сле кон ф ликт ный пе ри од мо -
жет быть боль ше его в 600—2000 и бо лее раз. При чем по ка за -
те ли ис хо да кон флик та для обе их сто рон мо гут сов сем не со -
дер жать вы иг рыш ных по ка за телей, т.е. од ни ущер бы.

Оценку со сто я ния че ло ве ка во вза и мо дей ст вии мож но
ин тер пре тиро вать гра фи че с ки в ви де со че та ния сте пе ни его
ак тив но с ти А и уров ня на ст ро е ния (рис. 3.8).

Из ме ре ние этих по ка за те лей мож но про из во дить от сред -
не го, ней т раль но го (0) уров ня. Тог да точ ка со сто я ния оп ре -
де ля ет ся век то ром с со от вет ст ву ю щи ми ко ор ди на та ми, на -
при мер М(х1, y2). Со сто я ние, оп ре де ля е мое дру гим век то ром
N(x1, y1), отли ча ет ся мень шей ак тив но с тью y = (y2 – y1). Со -
сто я ние парт нера, оп ре де ля е мое век то ром А(x3, y2), от ли ча -
ет ся бо лее сквер ным на ст ро е ни ем, чем со сто я ние, оп ре де ля -
е мое век то ром B(x2, y2).
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го име ет смысл ве с ти пе ре го во ры, где вы де ля ет ся точ ка N, со -
от вет ст ву ю щая равно ве сию по Нэ шу, — точ ка Нэ ша, в ней
до сти га ет ся мак си мум про из ве де ния max(hx – xm)(hy – ym),
в ко то ром со мно жи те ли пред став ля ют со бой пре вы ше ния
вы иг ры шей каж до го из иг роков над пла те жа ми, ко то рые мо -
гут быть по лу че ны без опе ра ции. Точ ка Нэ ша яв ля ет ся на и -
бо лее при вле ка тель ным ори ен ти ром в по ис ке оп ти маль но го
ре ше ния.

Од ним из ти пич ных со ци аль но-пси хо ло ги че с ких меж лич -
ностных кон флик тов яв ля ет ся не сба лан си ро ван ное ро ле вое
взаимо дей ст вие. Те о ре ти че с кую ос но ву ана ли за меж лич но ст  -
ных конфлик тов пред ло жил аме ри кан ский пси хо лог Э. Берн,
ко то рый пред ста вил опи са ние ролевого вза и мо дей ст вия парт  -
не ров (рис. 3.5, а — нет конфликта, б — возможен конфликт)
в виде се те вых мо де лей.
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Рис. 3.5

Рис. 3.6

Рис. 3.7

Каж дый че ло век в про цес се вза и мо дей ст вия с ок ру жа ю -
щи ми вы нуж ден иг рать бо лее де сят ка ро лей, при чем да ле ко
не все гда ус пеш но. В пред ла га е мой мо де ли каж дый парт нер
мо жет ими тиро вать роль С — стар ше го, Р — рав но го или М —
млад ше го. Ес ли ро ле вое вза и мо дей ст вие сба лан си ро ва но,
то об ще ние мо жет разви вать ся бес кон ф ликт но, ина че при
раз ба лан се ро лей воз мо жен кон фликт.

В дли тель ных кон флик тах ча с то до ля де ло во го со дер жа -
ния с те че ни ем вре ме ни умень ша ет ся и на чи на ет до ми ни ро -
вать лич ностная сфе ра, что и пред став ле но на рис. 3.6.

Кон фликт пред став ля ет со бой про цесс, раз ви ва ю щий ся
во вре ме ни (рис. 3.7), ко то рый мож но раз де лить на не сколь ко
пери о дов, т.е. представить в виде динамических моделей раз -
вития конфликта. Та ко вы ми, на при мер, мо гут быть пред кон ф  -
ликт ный пери од (tn), кон фликт ное вза и мо дей ст вие (tk) и по -
сле кон ф ликт ный пе ри од (tc).

На пря жен ность с те че ни ем вре ме ни в пред кон ф ликт ный
пери од (t0 – t1) по сте пен но (1) или ла ви но об раз но (2) на ра с -



где Бk(Pij) и Mk — со от вет ст вен но оцен ка ха рак те ри с ти ки ис -
хо да кон флик та в баллах и ее вес, k = 1, m.

На рис. 3.10 по ка за но, что дей ст вия обе их сто рон не га тив -
ными аль тер на ти ва ми (–/–) сви де тель ст ву ют о том, что с по -
мо щью «войн» по нять друг дру га нель зя. По зи тив ные дей ст -
вия с обе их сто рон при во дят к мир но му ис хо ду. Ва ри ан ты
аль тер на тив (–/+) или (+/–) мо гут при ве с ти к мир но му ва -
ри ан ту со гла сия, что опре де ля ет ся це поч кой при чин но-след -
ст вен ных аль тер на тив в мно го хо до вом вза и мо дей ст вии.

При мер 3.11. Рас смо т рим при мер ре ше ния кон фликт ной си туа -
ции.

Ры нок. Жен щи на за пла ти ла за 2 кг по ми до ров, а кон трольные
ве сы по ка за ли не до вес 200 г. Она по про си ла про дав ца забрать по -
ми до ры и вер нуть день ги. Про да вец от ка зал и ос кор бил по ку па -
тель ни цу.

Аль тер на ти вы по ку па тель ни цы: П1 — вы звать ад ми ни с т рацию,
П2 — об ра тить ся в пра во о хра ни тель ные ор га ны, П3 — ос корбить
про дав ца и по тре бо вать вер нуть день ги.

Аль тер на ти вы про дав ца: К1 — вер нуть день ги, К2 — ос кор бить
по ку па тель ни цу и не вер нуть день ги, К3 — не вер нуть день ги.

В ка че ст ве ха рак те ри с тик оцен ки ис хо дов кон флик та вы берем
сле ду ю щие.

Э — си ла эмо ци о наль но го воз буж де ния, дб. (0,19);
tk — вре мя кон фликт но го вза и мо дей ст вия, мин (0,17);
τ — про дол жи тель ность не га тив ных эмо ций, мин (0,15);
Оc — ко ли че ст во обид ных, гру бых слов, шт. (0,13);
Лк — ко ли че ст во уча ст ни ков кон флик та, чел. (0,11);
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На рис. 3.9 пред став ле на мо дель вза и мо дей ст вия парт не -
ров, со сто я ния ко то рых за фик си ро ва ны век то ра ми А и В, по
ко то рым мож но по ст ро ить ре зуль ти ру ю щий кон фликт-век -
тор Е. Эта зо на го тов но с ти к кон флик ту из всех ква д ран тов
яв ля ет ся са мой небла го при ят ной. Поль зу ясь та ки ми гра фи -
че с ки ми мо де ля ми оцен ки со сто я ния парт не ров, мож но за ра -
нее под го то вить ся к воз мож ным ис хо дам их вза и мо дей ст вия.

Иг ро вую мо дель кон флик та мож но пред ста вить как со че -
тание ото б ра же ния (рис. 3.10) воз мож ных по зи тив ных и не -
га тивных аль тер на тив (хо дов) уча ст ни ков-иг ро ков К и П
и ва ри ан тов ис хо дов для каж дой па ры хо дов К, П в ви де пла -
теж ной ма т ри цы В = || bij ||, эле мент ко то рой мож но оп ре де -
лить по фор му ле

bij = Mk · Бk(Pij),
m

Σ
k =1
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Рис. 3.8

Рис. 3.10

Рис. 3.9



B = .

Поль зу ясь прин ци пом ми ни мак са, на хо дим ни жнюю и верхнюю
це ны иг ры, ко то рые рав ны α = β = 3,23, тог да па ра аль терна тив П1,
К1 оп ре де ля ют сед ло вую точ ку иг ры. Сле до ва тель но, ми ни макс ные
стра те гии уча ст ни ков кон флик та П1, К1 яв ля ются оп ти маль ны ми.

Фак ти че с ки по ку па тель ни ца так и сде ла ла: вы зва ла ад ми нист -
ра то ра, ко то рый изъ ял ги ри у про дав ца, за пре тил тор гов лю, а про -
да вец при нял на зад по ми до ры и вер нул день ги.

Сле ду ет за ме тить, что при дру гих зна че ни ях по ка за те лей конф -
лик та мо жет быть по ст ро е на ма т ри ца, ко то рая не со дер жит седло -
вой точ ки, тог да мож но поль зо вать ся кри те ри я ми Валь да, Сэви д жа,
Гур ви ца, а так же вос поль зо вать ся симп лекс ным ме то дом ли ней но -
го про грам ми ро ва ния для ре ше ния иг ры в сме шан ных стра те ги ях.

Кон троль ные во про сы
1. Ка ко вы ос нов ные тер ми ны и оп ре де ле ние те о рии игр?
2. Оп ре де ли те и за пи ши те ан та го ни с ти че с кую ма т рич ную иг ру.
3. Ка ков прин цип ми ни мак са?
4. Ког да сле ду ет ис поль зо вать сме шан ные стра те гии и как их

най ти?
5. Ка ков гра фи че с кий ме тод ре ше ния иг ры?
6. Как сле ду ет при ни мать ре ше ние в ус ло ви ях ком мер че с ко го

ри с ка?
7. Ка ко вы кри те рии при ня тия ре ше ния в ус ло ви ях ком мер че -

ской не о пре де лен но с ти?
8. Ког да сле ду ет при ме нять кри те рии Валь да, Гур ви ца, Сэви д жа?
9. Ка ко вы при чи ны и функ ции кон флик тов?

Задачи
1. Для ан та го ни с ти че с кой ма т рич ной иг ры оп ре де ли те верх -

нюю и ни жнюю це ны иг ры, оп ти маль ные стра те гии иг ро ков.

⎛
⎜
⎝

3,23
3,09
3,07

5,05
4,54
8,5

3,66
3,48
3,8

⎞
⎟
⎠
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tсп — по сле кон ф ликт ный пе ри од, мин (0,09);
Т — сум мар ные за тра ты вре ме ни, мин (0,07);
Зм — за тра ты ма те ри аль ные, руб. (0,05);
tn — пред кон ф ликт ный пе ри од, мин (0,03);
τ+ — про дол жи тель ность по зи тив ных 
и ней т раль ных эмо ций, мин (0,01).
Ха рак те ри с ти ки рас по ло же ны по ран гу, в скоб ках ука зан их вес

Mk, най ден ный ме то дом пар ных срав не ний (п. 1.3).
Вве дем 10-балль ную оцен ку ха рак те ри с тик кон флик та по шка -

ле ху же (Бk = 1) — луч ше (Бk = 10) и сфор ми ру ем ма т ри цу их воз -
мож ных зна че ний (табл. 3.22).
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Таб ли ца 3.22

Бk

Pij
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Э 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0
tk 10 8 7 6 5 4 3 2 1 0

τ 400 300 200 160 100 80 60 40 20 0
Ос 10 9 8 7 6 5 4 3 2 0
Лк 10 9 8 7 6 5 4 3 2 0
tсп 400 300 200 150 100 80 60 40 20 0

Т 410 310 210 160 110 90 70 50 30 0
Зм 1500 1000 500 300 200 100 60 30 6 0
tn 30 25 20 15 10 8 6 4 2 0
τ+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8

II
I B1 B2 B3 B4 B5 B6

A1 15 25 50 57 10 10
A2 20 40 70 60 20 30
A3 80 30 40 55 90 65
A4 45 20 35 25 75 55

Те перь не об хо ди мо для каж дой па ры аль тер на тив (Пi, Кj) ус-та -
но вить фак ти че с кие зна че ния ха рак те ри с тик кон флик та Pij, оп ре -
де лить балль ную оцен ку ха рак те ри с тик Бk(Pij), a за тем вычис лить
зна че ния ис хо дов bij по фор му ле

bij = Mk · Бk(Pij),

где m — ко ли че ст во ха рак те ри с тик кон флик та; Mk — вес k-й ха рак -
те ри с ти ки кон флик та; Бk(Pij) — балль ное зна че ние k-й ха рак те ри с -
ти ки кон флик та ис хо да па ры аль тер на тив Пi, Кj.

На при мер, для па ры аль тер на тив П1, К1 и ус лов ных зна че ниях
ха рак те ри с тик най дем зна че ние ис хо да b11:

b11 = 0,19 · 5 + 0,17 · 1 + 0,15 · 3 + 0,13 · 1 + 0,11 · 5 + 0,09 · 3 +
+ 0,07 · 3 + 0,05 · 9 + 0,03 · 9 + 0,01 · 1 = 3,23.

Ана ло гич но про во дим вы чис ле ния ис хо дов bij для ос таль ных
пар аль тер на тив и та ким об ра зом по ст ро им иг ро вую мо дель конф -
ликт ной си ту а ции в ви де пла теж ной ма т ри цы:

m

Σ
k =1

2. Оп ре де ли те ми ни макс ные стра те гии иг ро ков и сед ло -
вую точ ку иг ры.



10. Оп ре де ли те для «иг ры с при ро дой» оп ти маль ную стра -
тегию по кри те ри ям Сэ ви д жа и Гур ви ца для χ = 0,3 и χ = 0,7
и проана ли зи руй те ре зуль та ты.

3. Вы чис ли те сме шан ные стра те гии иг ро ков в иг ре 2 	 2.
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II
I B1 B2

A1 4 –8
A2 –3 15

II
I B1 B2 B3 B4 B5

A1 5 8 7 6 3
A2 10 12 4 7 2
A3 15 10 8 7 4
A4 10 7 8 12 6
A5 7 10 11 3 5
A6 7 2 3 12 4

II
I П1 П2 П3 П4 П5

A1 100 200 150 70 80
A2 90 300 140 100 50
A3 80 150 90 200 100
A4 70 250 300 100 60

4. Дай те гра фи че с кую ин тер пре та цию ре ше ния пре ды ду -
щей за да чи.

5. Для за да чи 1 най ди те оп ти маль ные сме шан ные стра те -
гии двух иг ро ков, ис поль зуя ме тод ли ней но го про грам ми ро -
ва ния.

6. Оп ре де ли те оп ти маль ную стра те гию в «иг ре с при ро -
дой», за дан ной сле ду ю щей пла теж ной ма т ри цей, ес ли ве ро -
ят но с ти на ступ ле ния со сто я ния при ро ды П1, П2, П3, П4 со от -
вет ст вен но рав ны p1 = 0,15; p2 = 0,35; p3 = 0,3; p4 = 0,2.

II
I П1 П2 П3 П4

A1 8 7 5 10
A2 6 4 3 12
A3 10 5 7 9
A4 4 8 15 2

7. Со ставь те ма т ри цу ри с ков для пре ды ду щей за да чи 6
и оп реде ли те оп ти маль ную стра те гию по кри те рию ми ни -
макс но го ри с ка.

8. Оп ре де ли те оп ти маль ную стра те гию в «иг ре с при ро -
дой» по кри те рию Валь да и Гур ви ца при х = 0,2 в за да че 6.

9. Оп ре де ли те раз ви тие ре аль ной кон фликт ной си ту а ции,
построй те иг ро вую мо дель и най ди те оп ти маль ное ре ше ние.



в том, что бы прой ти по всем мос там толь ко один раз и вер -
нуть ся об рат но к нача лу мар ш ру та. Л. Эй лер до ка зал не раз -
ре ши мость этой за да чи.

Поз же Д. К. Мак с велл и Г. Р. Кирх гоф в 1847 г. на ос но ве
иссле до ва ния дви же ния то ка в эле к т ри че с ких це пях сфор му -
ли ро вали не ко то рые прин ци пы се те во го ана ли за. Бы ли раз -
ра бо та ны мето ды рас че та на и боль шей про пу ск ной спо соб но -
с ти те ле фон ных ли ний. В 1940-х гг. в ре зуль та те раз ви тия
те о рии ис сле до вания опе ра ций был раз ра бо тан ряд ма те ма -
ти че с ких ме то дов, не обхо ди мых для ана ли за боль ших си с -
тем. В 1950—1960-х гг. про во дились ра бо ты по по ст ро е нию
но вых се те вых мо де лей и раз ра бот ке ал го рит мов их ре ше ния
на ос но ве эле мен тов те о рии гра фов. В целом гра фы об ла да ют
эс те ти че с кой при вле ка тель но с тью.

В ре зуль та те изу че ния ма те ри а ла сту ден ты будут:
знать эле мен ты те о рии гра фов, при ро ду по то ков в се тях

и прин цип их со хра не ния, те о ре му и за да чу о мак си маль ном по то -
ке, ме то ды и мо де ли те о рии гра фов и се те во го мо де ли ро ва ния;

уметь про во дить фор му ли ров ку за дач по ст ро е ния мак си маль -
но го по то ка, ком ми во я же ра, о на зна че ни ях, се те вое пла ни ро ва ние
ком плек са ра бот ком мер че с кой де я тель но с ти;

вла деть ме то да ми вет вей и гра ниц, вен гер ским ме то дом ре ше -
ния за да чи о на зна че ни ях, пра ви ла ми по ст ро е ния се те вых мо де лей,
па ра ме т ры се те вых мо де лей и ме то ды их рас че та, ана лиз и оп ти ми -
за цию се те вых мо де лей.

4.1. Эле мен ты те о рии гра фов
В ком мер че с кой де я тель но с ти ком мер сан там по сто ян но

прихо дит ся ре шать за да чи по ис ка по ку па те лей про дук ции,
то ва ров, име ю щих ся в рас по ря же нии у пред при я тий, кли ен -
тов-по сред ников как на тер ри то рии Рос сии, так и за ру бе жом.
При этом в движе нии по сто ян но на хо дят ся лю ди, день ги, то -
ва ры, до ку мен ты, ин фор ма ция. Так, на при мер, по сле оп ре де -
ле ния ру ко во ди те лем воз мож ных мест, ко то рые не об хо ди мо
по се тить, воз ни ка ет за дача вы бо ра оп ти маль но го мар ш ру та
из име ю щих ся, так на зы ваемая за да ча ком ми во я же ра, ко то -
рая пред став ле на гра фи че с ки на рис. 4.2.

Граф G — это со во куп ность двух ко неч ных мно жеств вер -
шин Х и мно же ст ва пар вер шин U (рис. 4.2). При этом эле -
мен ты множе ст ва U мо гут по вто рять ся, а так же мо гут по вто -
рять ся эле мен ты в па рах. Граф, за дан ный на мно же ст вах Х
и U, обо зна ча ет ся G = (X, U). Ес ли эле мен ты в па рах мно же -
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Гла ва 4
МЕТОДЫ И МОДЕЛИ ТЕОРИИ ГРАФОВ 

И СЕТЕВОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

В ком мер че с кой де я тель но с ти боль шин ст во воз ни ка ю щих
задач удоб но пред став лять для це ло ст но го вос при я тия и ана -
ли за в ви де се тей, ко то рые поз во ля ют от ве тить на два глав -
ных во про са: до ка ко го ме с та не об хо ди мо дой ти (цель) и ка -
кой путь сле ду ет избрать (как)? Ком мер че с кую де я тель ность
мож но рас сма т ри вать как со во куп ность за дач для пе ре дви -
же ния, скла ди ро ва ния и рас пре де ле ния то ва ров, де нег, до ку -
мен тов, во ды, неф ти, га за, эле к т ро энер гии, те ле- и ра дио си с -
тем, ин фор ма ции о то ва рах, постав ках и по ку па те лях.
На гляд ность и ло ги че с кая обос но ванность ме то дов се те во го
ана ли за поз во ля ют вы брать до воль но есте ст вен ный под ход
к ре ше нию за дач ком мер че с кой де я тель ности. Се те вые мо де -
ли для лю дей, не за ни ма ю щих ся на уч ной ра бо той, яв ля ют ся
бо лее по нят ны ми, чем дру гие мо де ли, посколь ку для них все
же луч ше один раз уви деть, чем сто раз ус лышать. В зна чи -
тель ной сте пе ни ме то ды се те во го ана ли за ос но ва ны на те о рии
гра фов — об ла с ти ма те ма ти ки, на ча лом раз ви тия ко то рой
яви лась за да ча о ке ниг сберг ских мос тах, сфор му ли ро ван ная
швей цар ским уче ным Л. Эй ле ром в 1736 г. Че рез р. Пре гель,
на ко то рой сто ял го род Ке ниг сберг, семь мос тов (рис. 4.1)
свя зыва ли два ос т ро ва друг с дру гом. За да ча за клю ча лась
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Рис. 4.1



Сте пе нью вер ши ны на зы ва ет ся чис ло ин ци дент ных ей ре -
бер, сте пень вер ши ны х обо зна ча ет ся d(x). На при мер (рис. 4.3),
d(x2) = 2; d(х3) = 3; d(x4) = 2; d(x5) = 3. Вер ши на, сте пень ко -
то рой рав на ну лю d(x7) = 0, на зы ва ет ся изо ли ро ван ной, x7.
Вер ши на, степень ко то рой рав на еди ни це d(x6) = 1, на зы ва ет -
ся ви ся чей, или ту пи ко вой, х6.

Те о ре ма 1. В гра фе сум ма сте пе ней всех его вер шин чис -
ло чет ное, рав ное уд во ен но му чис лу ре бер гра фа:

di = 2m,

где i — чис ло вер шин; m — чис ло ре бер.
Те о ре ма 2. Чис ло вер шин не чет ной сте пе ни лю бо го гра фа

чет но или рав но ну лю (те о ре ма Эй ле ра о ру ко по жа ти ях).
По сле до ва тель ность вер шин и ре бер, в ко то рой ко нец

пре дыду ще го ре б ра сов па да ет с на ча лом сле ду ю ще го, на зы -
ва ет ся маршру том. Чис ло ре бер в мар ш ру те оп ре де ля ет его
дли ну: (х1; х2; х3; х5; х4; х3; х2) — мар ш рут, дли на ко то ро го рав -
на 6 (рис. 4.3).

Це пью на зы ва ет ся мар ш рут, в ко то ром все ре б ра раз лич -
ны. На при мер, (х4; х3; х2; х1) — цепь, дли на ко то рой рав на 4.
Про стой на зы ва ет ся цепь, в ко то рой все вер ши ны раз лич ны,
на при мер (x1, x2, x3, x4, x5) (рис. 4.3).

Граф на зы ва ет ся связ ным, ес ли для лю бых двух его вер шин
суще ст ву ет цепь, со еди ня ю щая эти вер ши ны. Граф, пред -
став ленный на рис. 4.2, — связ ный, а на рис. 4.3 — не связ ный,
посколь ку не су ще ст ву ет це пи, со еди ня ю щей вер ши ну x7
с ос тальны ми.

Рас сто я ни ем меж ду вер ши на ми связ но го гра фа на зы ва ет -
ся дли на са мой ко рот кой це пи, со еди ня ю щей вер ши ны.

Ди а ме т ром гра фа на зы ва ет ся мак си маль ное рас сто я ние
между его вер ши на ми.

Цик лом (про стым цик лом) на зы ва ет ся цепь (про стая
цепь), на ча ло и ко нец ко то рой сов па да ют, на рис. 4.3 это по -
сле до ватель ность (x3, x4, x5; x3).

Цикл в гра фе на зы ва ет ся эй ле ро вым, ес ли он со дер жит все
ребра гра фа ров но один раз. Связ ный граф, в ко то ром есть
эй ле ров цикл, на зы ва ет ся эй ле ро вым гра фом. Его мож но на -
ри со вать, не от ры вая ка ран даш от бу ма ги и не по вто ряя ли -
ний «од ним росчер ком» (рис. 4.7, б).

Те о ре ма 3. Связ ный граф на зы ва ет ся эй ле ро вым тог да
и только тог да, ког да сте пень каж дой его вер ши ны чет ная.

Под гра фом гра фа G на зы ва ет ся граф G1 с мно же ст вом вер-

m

Σ
i =1
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ст ва U не упо ря до че ны, то граф на зы ва ет ся не о ри ен ти ро ван -
ным, в про тив ном слу чае — ориен ти ро ван ным, или ор гра фом.

Эле мен ты мно же ст ва Х на зы ва ют вер ши на ми гра фа,
а мно жества U — ре б ра ми для не о ри ен ти ро ван но го гра фа
и ду га ми для ор гра фа. На пло с ко сти граф за да ет ся в ви де то -
чек (вер шин) и линий, со еди ня ю щих не ко то рые из них (ре -
бер или дуг). На рис. 4.3, 4.4 изо б ра же ны со от вет ст вен но не -
о ри ен ти ро ван ный (не связ ный) и ори ен ти ро ван ный гра фы.

Для не о ри ен ти ро ван но го гра фа на рис. 4.3 мно же ст во вер -
шин Х и ре бер U мож но за пи сать так:

X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7};

U = {(x1, x1), (x1, x2), (x3, x2), (x3, x4), (x3, x5), (x4, x5), (x5, x6)}.

Для ори ен ти ро ван но го гра фа мно же ст ва вер шин и дуг за -
писы ва ют ся сле ду ю щим об ра зом:

X = {x1, x2, x3, x4}, U = {(x1, x2), (x1, x3), (x3, x2), (x3, x3), (x3, x4)}

или U = {u1, u2, u3, u4, u5}.

1. При ве дем ряд оп ре де ле ний для не о ри ен ти ро ван ных
гра фов. Ре б ро, на ча ло и ко нец ко то ро го сов па да ют, на зы ва ет -
ся пет лей (x1, x1) (рис. 4.1.3).

Вер ши ны на зы ва ют ся смеж ны ми, или со сед ни ми, ес ли су -
ществу ет ре б ро, их со еди ня ю щее — (x1, x2), (x3, x4), (x3, x5),
(x4, x5), (x5, x6), вер ши ны x3 и x6 — не смеж ные.

Ес ли вер ши на яв ля ет ся на ча лом или кон цом ре б ра, то вер-
шина и ре б ро на зы ва ют ся ин ци дент ны ми.

Рис. 4.2

Рис. 4.3 Рис. 4.4
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ес ли мно же ст во его вер шин Х мо жет быть раз де ле но на два
не пе ре сека ю щих ся под мно же ст ва Y и Z та ким об ра зом, что
каж дое ре б ро гра фа со еди ня ет вер ши ны из двух раз ных под -
мно жеств Y и Z.

Га миль то но вой це пью на зы ва ет ся про стая цепь, со дер жа -
щая все вер ши ны гра фа ров но один раз. На при мер, для гра -
фа (рис. 4.7, а) цепь (6, 1, 5, 4, 3, 2, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20,
19, 18, 17, 16, 7) яв ля ет ся га миль то но вой.

Га миль то но вым цик лом на зы ва ет ся га миль то но ва цепь,
на ча ло и ко нец ко то рой сов па да ют. Ес ли в ко нец пре ды ду -
щей це пи допи сать вер ши ну 6, по лу чим га миль то нов цикл.

Граф на зы ва ет ся га миль то но вым, ес ли в нем име ет ся га -
мильто нов цикл (см. рис. 4.7, а).

Те о ре ма 4. Ес ли в гра фе G с n вер ши на ми сте пень каж дой
вер ши ны не мень ше чем n/2, то граф G — га миль то нов.

Тер мин «га миль то нов» свя зан с име нем ир ланд ско го ма -
те мати ка У. Га миль то на, ко то рый в 1859 г. пред ло жил иг ру
«Кру госвет ное пу те ше ст вие». Каж дой из двад ца ти вер шин
до де ка э д ра (см. рис. 4.7, а) со от вет ст ву ет один из го ро дов ми -
ра. Не об хо димо, пе ре ез жая из го ро да в го род по ре б рам до де -
ка э д ра, по се тить каж дый го род толь ко один раз и вер нуть ся
на зад. Эта за да ча сводит ся к по ис ку про сто го цик ла, про хо -
дя ще го че рез каж дую верши ну гра фа.

За да чи, ка са ю щи е ся эй ле ро вых и га миль то но вых це пей
и циклов, ча с то встре ча ют ся на прак ти ке. На при мер, сто и -
мость вы полне ния все го ком плек са ком мер че с ких опе ра ций
или ра бот су ществен но за ви сит от по сле до ва тель но с ти, в ко -
то рой они вы пол ня ют ся.
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шин X1 и мно же ст вом ре бер U1 та кой, что X1 ∈ X, U1 ∈ U. Для
гра фа на рис. 4.3 под гра фом мо жет быть граф G1 = (X1, U1),
где X1 = (x1, x2, x3, x4, x5), а U1 = {(x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), (x3, x5)}.

Ком по нен той связ но с ти гра фа на зы ва ет ся его связ ный
подграф, не яв ля ю щий ся соб ст вен ным под гра фом ни ка ко го
дру го го связ но го под гра фа дан но го гра фа, на рис. 4.3 граф
име ет две ком по нен ты связ но с ти.

Вер ши на гра фа, уда ле ние ко то рой по вы ша ет чис ло ком -
понент связ но с ти, на зы ва ет ся точ кой со чле не ния. Под уда ле -
ни ем вер ши ны по ни ма ет ся уда ле ние са мой вер ши ны и всех
ин ци дентных ей ре бер. Точ кой со чле не ния яв ля ет ся, на при -
мер, вер ши на x3 (см. рис. 4.3), уда ле ние ко то рой при во дит
к по яв ле нию третьей ком по нен ты связ но с ти.

Де ре вом на зы ва ет ся связ ный граф без цик лов (рис. 4.5).
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Рис. 4.5

Рис. 4.6
Рис. 4.7

а — гамильтонов граф; б — эйлеров граф

Вер ши на х1 — ко рень де ре ва. Ле сом на зы ва ет ся граф без
циклов, пред став ля ю щий со бой со во куп ность де ре вь ев
(рис. 4.6).

Граф на зы ва ет ся пол ным, ес ли лю бые две его вер ши ны со -
едине ны ре б ром (см. рис. 4.2).

Граф на зы ва ет ся пло с ким, ес ли ре б ра пе ре се ка ют ся толь -
ко в вер ши нах.

Граф на зы ва ет ся ре гу ляр ным сте пе ни d, ес ли все его вер -
ши ны име ют сте пень d. На рис. 4.2 ре гу ляр ный граф сте пе ни
d = 5.

Ре гу ляр ный граф, все вер ши ны ко то ро го име ют сте пень 1,
на зы ва ет ся па ро со че та ни ем. Граф на зы ва ет ся двух доль ным,



щих в вер ши ну. Для гра фа, изобра жен но го на рис. 4.4, мож но
за пи сать

d –(x2) = 0;   d –(x1) = 2;   d +(x2) = 2;   d +(x1) = 0.

При ре ше нии за дач на ком пью те ре граф луч ше пред став -
лять в ви де ма т риц, опе ра ции с ко то ры ми удоб но про во дить
на компью те ре.

Из ве ст но не сколь ко ти пов ма т риц, поз во ля ю щих за да вать
граф: смеж но с ти, ин ци ден ции, про пу ск ных спо соб но с тей.

Ма т ри ца смеж но с ти вер шин гра фа пред став ля ет со бой
квадрат ную ма т ри цу Ап 	п, стро ки и столб цы ко то рой со от -
вет ст ву ют вер ши нам, каж дый эле мент ко то рой aij оп ре де ля -
ет ся сле ду ю щим об ра зом:

aij = 

Для ори ен ти ро ван но го гра фа эле мент aij ра вен чис лу дуг,
направ лен ных от вер ши ны i к вер ши не j.

Для не о ри ен ти ро ван но го гра фа, пред став лен но го на
рис. 4.3, ма т ри ца смеж но с ти сим ме т рич на и име ет раз мер -
ность (7 	7) и запи сы ва ет ся в ви де

A = .

Сле ва и свер ху про став ле ны но ме ра вер шин.
Для ори ен ти ро ван но го гра фа, изо б ра жен но го на рис. 4.9,

мат ри ца смеж но с ти то же ква д рат ная (6 	6) и за пи сы ва ет ся
в ви де

A = .

Ма т ри цу смеж но с ти ча ще при ме ня ют для за да ния не о ри ен-
тиро ван но го гра фа. Для за да ния ори ен ти ро ван но го гра фа луч-
ше исполь зо вать ма т ри цу ин ци ден ций.

s x1 x2 x3 x4 t
s |

|
|
|
|
|
|
|

0 1 1 0 0 0 |
|
|
|
|
|
|
|

x1 0 0 1 1 1 0
x2 0 0 0 1 1 0
x3 0 0 0 0 0 1
x4 0 0 0 0 0 1
x5 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7
1 |

|
|
|
|
|
|
|
|

1 1 0 0 0 0 0 |
|
|
|
|
|
|
|
|

2 1 0 1 0 0 0 0
3 0 1 0 1 1 0 0
4 0 0 1 0 1 0 0
5 0 0 1 1 0 1 0
6 0 0 0 0 1 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0

k — чис ло ре бер (дуг), со еди ня ю щих вер ши ны i и j,
0 в про тив ном слу чае.

⎧
⎨
⎩
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Граф на зы ва ет ся взве шен ным, ес ли каж до му его ре б ру по -
ставле но в со от вет ст вие не ко то рое чис ло, на зы ва е мое ве сом
ре б ра, напри мер рас сто я ние меж ду го ро да ми, сто и мость или
вре мя про езда меж ду ни ми.

За да чу ком ми во я же ра мож но пред ста вить как в ви де ори ен -
ти ро ван но го, так и не о ри ен ти ро ван но го гра фа рис. (4.8, а, б).

Пред ло жен ный ва ри ант ре ше ния за да чи ком ми во я же ра
представ ля ет со бой коль це вой мар ш рут, где каж дый го род
по се ща ется толь ко один раз, на чи ная с лю бо го на се лен но го
пунк та.

2. Для ори ен ти ро ван ных гра фов в ос нов ном все оп ре де ле -
ния со хра ня ют ся, од на ко име ют ся не ко то рые от ли чия. По -
сле до ватель ность дуг, в ко то рой ко нец пре ды ду щей ду ги сов -
па да ет с нача лом сле ду ю щей, на зы ва ет ся пу тем. Дли на пу ти
оп ре де ля ет ся ко ли че ст вом в нем дуг. Путь на зы ва ет ся про -
стым, ес ли в нем ду га не встре ча ет ся дваж ды, в про тив ном
слу чае он яв ля ет ся со ставным. Путь, в ко то ром ни ка кая вер -
ши на не встре ча ет ся дваж ды, на зы ва ет ся эле мен тар ным.
Путь, ко то рый на чи на ет ся и за кан чива ет ся в од ной и той же
вер ши не, на зы ва ет ся кон ту ром.

В не о ри ен ти ро ван ном гра фе поль зу ют ся тер ми ном не
путь, а цепь, а вме с то кон ту ра — цикл.

В гра фе рис. 4.4 пу тем яв ля ет ся, на при мер, по сле до ва тель -
ность (x1; x3; x3; x2). По сле до ва тель ность (x2; x3; x4) пу тем не
яв ляет ся, так как не су ще ст ву ет ду ги, со еди ня ю щей x2 и x3.

Для ори ен ти ро ван но го гра фа вме с то сте пе ни вер ши ны
вводит ся по ня тие по лу сте пе ней ис хо да и за хо да. Ес ли вер -
ши на яв ляет ся на ча лом ду ги, то ду га на зы ва ет ся ис хо дя щей
из вер ши ны, ес ли кон цом, то — за хо дя щей. По лу сте пе нью ис -
хо да вер ши ны d –(x) назы ва ет ся чис ло дуг, ис хо дя щих из этой
вер ши ны, по лу сте пе нью за хо да d +(x) — чис ло дуг, за хо дя -
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Рис. 4.8
а — ориентированный — контур; б — ориентированный — цикл



3) каж дой ду ге се ти u ОU по став ле но в со от вет ст вие не от -
ри цатель ное чис ло с(u), на зы ва е мое про пу ск ной спо соб но с -
тью ду ги.

При ме ра ми вер шин се ти мо гут быть пе ре се че ния ав то ст рад,
эле к т ро стан ции, те ле фон ные уз лы, же лез но до рож ные уз лы,
аэ ро пор ты, во до хра ни ли ща, то вар ные скла ды.

При ме ра ми дуг се ти мо гут быть до ро ги, ли нии эле к т ро пе -
реда чи, те ле фон ные ли нии, авиа ли нии, вод ные ма ги с т ра ли,
неф те- и га зо про во ды.

По ста нов ку и ре ше ние по доб ных за дач мож но по лу чить
с помо щью ме то дов се те во го мо де ли ро ва ния.

4.2. При ро да по то ков в се тях и прин цип их со хра не ния
Сход ст во се те вых пред став ле ний на блю да ет ся в при ро де,

техни ке и раз лич ных сфе рах де я тель но с ти че ло ве ка. Так, на -
при мер, с вы со ты пти чь е го по ле та или са мо ле та мож но на -
блю дать се те вую мо дель фор ми ро ва ния ре ки, на при мер Вол -
ги, от ее ис то ков малень кие ру чей ки и ре ки, со еди ня ясь во
вза и мо свя зан ные ар те рии, объ е ди ня ют ся в од но боль шое
рус ло, по ко то ро му по то ки во ды устрем ля ют ся в Ка с пий ское
мо ре. Та кие же ана ло гии пред став ля ют со бой се ти же лез ных
до рог, по ко то рым транс порт ные по то ки направ ля ют ся из
пунк тов от прав ле ния в пунк ты на зна че ния, осу ществляя пе -
ре воз ку по то ков гру зов и пас са жи ров. Со во куп ность линий
эле к т ро пе ре дач так же пред став ля ет со бой энер ге ти че с кую
сеть, по ко то рой по то ки эле к т ро энер гии от эле к т ро стан ций
по про во дам по сту па ют к по тре би те лям. Ав то мо биль ные до -
ро ги как в мас шта бе го ро да, рай о на, об ла с ти, так и в бо лее круп-
ных масшта бах стра ны или, на при мер, ча с ти све та — Ев ро пы,
пред став ляют со бой се ти, по ко то рым дви жут ся по то ки ав то -
мо би лей. Неф те- и га зо про во ды в со во куп но с ти пред став ля -
ют со бой се ти тру бопро во дов, по ко то рым по то ки неф ти или
га за по сту па ют от ис точни ков к по тре би те лям. Во до про вод -
ные се ти обес пе чи ва ют дви жение по то ков во ды по тру бо про во-
дам от ис точ ни ков к по тре би телям. Ана ло гич ные се ти пред -
став ля ют со бой мар ш ру ты дви же ния ко раб лей и са мо ле тов,
обес пе чи ва ю щие пе ре ме ще ние по то ков пас са жи ров и гру зов
по пла не те. Та кие же ана ло гии пред став ля ют со бой те ле фон -
ные, ра дио- и те ле ком му ни ка ци он ные се ти, по кото рым цир ку -
ли ру ют ин фор ма ци он ные по то ки, на при мер компью тер ные
се ти свя зи раз лич но го на зна че ния. Од на ко осо бый ин те рес
пред став ля ют се ти, об ра зо ван ные дви же ни ем то вар ных и фи -
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Ма т ри цей ин ци ден ций — вер ши ны — ду ги ори ен ти ро ван -
но го гра фа с п вер ши на ми и т ду га ми на зы ва ет ся ма т ри ца В
с п строка ми и m столб ца ми, эле мент ко то рой bij оп ре де ля ет -
ся сле дующим об ра зом:

bij = 

Для не о ри ен ти ро ван но го гра фа эле мент bij = 1, ес ли вер -
ши на ин ци дент на ре б ру, и 0 в про тив ном слу чае.

Для ори ен ти ро ван но го гра фа, пред став лен но го на рис. 4.9,
ма т ри ца ин ци ден ций В име ет сле ду ю щий вид:

B = .

Ко неч ный граф без цик лов и пе тель, ори ен ти ро ван ный в од-
ном на прав ле нии от вхо да к вы хо ду гра фа, на зы ва ет ся се тью.

Взве шен ный ори ен ти ро ван ный граф без пе тель, в ко то ром
вы де ле но k вер шин, на зы ва е мых по лю са ми, яв ля ет ся k-по -
люсной це пью. Сре ди се тей осо бо вы де ля ет ся двух по люс ная
транспорт ная сеть (рис. 4.9) S = (N, U) с мно же ст вом вер шин N
и мно же ст вом дуг U, для ко то рых вы пол ня ют ся сле ду ю щие
усло вия:

1) су ще ст ву ет толь ко од на вер ши на се ти s ∈ N, в ко то рую
не за хо дит ни од на ду га. Эта вер ши на на зы ва ет ся вхо дом,
или ис током, се ти;

2) су ще ст ву ет толь ко од на вер ши на се ти t ∈ N, из ко то рой
не вы хо дит ни од ной ду ги се ти. Эта вер ши на на зы ва ет ся вы -
хо дом, или ис то ком, се ти;

(sx1) (sx2) (x1x2)(x1x3)(x1x4)(x2x3)(x2x4)(x3x4) (x4t) (x3t)
s |

|
|
|
|
|
|
|

–1 –1 0 0 0 0 0 0 0 0 |
|
|
|
|
|
|
|

x1 1 0 –1 –1 –1 0 0 0 0 0
x2 0 1 1 0 0 –1 –1 0 0 0
x3 0 0 0 1 0 1 0 1 0 –1
x4 0 0 0 0 1 0 1 –1 –1 0
t 0 0 0 0 0 0 0 0 1 –1

–1, ес ли вер ши на яв ля ет ся на ча лом ду ги (i, j),
1, ес ли вер ши на яв ля ет ся кон цом ду ги (i, j),
0, ес ли вер ши на и ду га не ин ци дент ны,
2, ес ли пет ля.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩
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щую мно же ст во вер шин N = {1, 2, 3, 4} и мно же ст во дуг U =
= {(1, 2); (2, 3); (2, 4); (1, 3); (3,4)}.

Ко ли че ст вен ные ха рак те ри с ти ки дуг се ти, а так же вза и -
мосвязь меж ду ее вер ши на ми мо гут быть пред став ле ны с по -
мо щью ма т ри цы рас сто я ний L = || lij || или ма т ри цы сто и мо с -
тей С = || cij ||.

Для ори ен ти ро ван ной се ти рис. 4.10 ма т ри ца смеж но с ти
име ет вид

A = .

Ма т ри ца ин ци ден ций ори ен ти ро ван ной се ти рис. 4.10
име ет вид

На рис. 4.10 стрел ка ми по ка за но на прав ле ние од но сто рон  -
него раз ре шен но го дви же ния по то ков ав то мо би лей. От од но -
го пере к ре ст ка i до дру го го j про пу ск ная спо соб ность по ду ге
по каждой ули це c(i, j) ог ра ни че на и оп ре де ля ет ся мак си -
маль но до пусти мой ско ро стью дви же ния, на при мер 60 км/ч.

Вершины
N

Дуги (i, j)

(1, 2) (2, 3) (2, 4) (1, 3) (3, 4)

1

2

3

4

–1

1

0

0

0

–1

1

0

0

–1

0

1

–1

0

1

0

0

0

–1

1

1 2 3 4
1 |

|
|
|
|

0 1 1 0 |
|
|
|
|

2 0 0 1 1
3 0 0 0 1
4 0 0 0 0
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нан со вых по то ков, изу че ние ко то рых мо жет по яс нить очень
мно гие яв ле ния на шей жиз ни.

Пе ре чис лен ные се те вые ана ло гии по то ко вых про цес сов
имеют ди на ми че с кий ха рак тер, свя зан ный с пе ре ме ще ни я ми
раз личных по сво ей при ро де масс в про ст ран ст ве: эле к т ро -
энер гии, нефти, га за, во ды, воз ду ха, же лез но до рож но го, воз -
душ но го, ав томо биль но го транс пор та, то ва ров, фи нан сов, пе -
ше хо дов, ин форма ции и т.п. При чем су ще ст во ва ние этих
по то ков не об хо ди мо для обес пе че ния и под дер жа ния жиз не -
де я тель но с ти че ло ве ка. Имен но из это го воз ник прин цип со -
хра не ния по то ка. Се те вое пред став ле ние вза и мо дей ст вия
и цир ку ля ции по то ков не об хо димо для оцен ки и вы чис ле ния
раз ных ха рак те ри с тик, опи сы вающих ус ло вия су ще ст во ва -
ния и по ве де ния по то ков в та ких сре дах. Мно же ст во воз ни -
ка ю щих в та ких слу ча ях за дач мо жет быть реше но с по мо -
щью те о рии по то ков в се тях. В этой те о рии в ка честве ос но вы
рас сма т ри ва ют ся дви же ния в се тях по то ков лю бой при ро ды
от ис точ ни ка s к сто ку t.

Оп ре де ле ние. По то ком в се ти S = (N, U) от вхо да s ∈ N к вы-
ходу ∈ О N на зы ва ет ся не от ри ца тель ная функ ция ϕ, оп ре де -
лен ная на мно же ст ве дуг се ти U, со сле ду ю щи ми свой ст ва ми:

1) ве ли чи на по то ка по каж дой ду ге не долж на пре вос хо -
дить ее про пу ск ной спо соб но с ти 0 � ϕ(i, j) � c(i, j) (i, j) ∈ U;

2) ве ли чи на по то ка, вхо дя ще го в каж дую вер ши ну се ти,
за исклю че ни ем вхо да и вы хо да, рав на ве ли чи не по то ка, вы -
хо дя ще го из этой вер ши ны.

ϕ–(i, j) = ϕ+(j, i) = 0,   i � s,   j � t,

где Ni — мно же ст во вер шин, ин ци дент ных ду гам, на прав лен -
ным от верши ны i; ис хо дя щие; Ni — мно же ст во вер шин, ин -
ци дент ных ду гам, на прав лен ным к вер ши не i, вхо дя щие.

Из оп ре де ле ния по то ка сле ду ет, что ве ли чи на по то ка не
ис чеза ет и не на кап ли ва ет ся в вер ши нах се ти, и, сле до ва тель -
но, ко личе ст во по то ка из вхо да s рав но ко ли че ст ву по то ка,
за хо дя ще му в вы ход t. Это зна че ние на зы ва ет ся ве ли чи ной
по то ка V. Та ким обра зом, по ток в се ти со хра ня ет ся, а ве ли -
чи на по то ка рав ня ет ся сум ме зна че ний по то ков, вы хо дя щих
из вер ши ны s или вхо дя щих в вер ши ну t

V = ϕ–(s, j) = ϕ+(j, t).

На рис. 4.10 изо б ра же на сеть ав то мо биль ных по то ков, ко -
то рая пред ста вя ет ори ен ти ро ван ную сеть S = (N, U), име ю -

Σ
j ∈Nt

Σ
j ∈Ns

Σ
j ∈Ni

Σ
j ∈Ni
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4.3. Те о ре ма о мак си маль ном по то ке
и ми ни маль ном раз ре зе

Пусть в ори ен ти ро ван ной се ти S = (N, U) от ис точ ни ка
к стоку про те ка ет по ток, ве ли чи на ко то ро го рав на V. По сколь-
ку пропу ск ная спо соб ность каж дой ду ги с(i,  j) яв ля ет ся ве -
ли чи ной конеч ной, то мак си маль ная ве ли чи на до пу с ти мо го
по то ка всей сети то же ог ра ни че на. Мак си маль ный по ток се -
ти оп ре де ля ет ся на ос но ве од но го из ос нов ных по ня тий те о -
рии се тей — по ня тия разре за. Вве дем по ня тие раз ре за.

Мно же ст во вер шин N се ти S = (N, U) мож но раз бить на
два не пе ре се ка ю щих ся под мно же ст ва Np и Np, ко то рые со -
еди ня ют ся меж ду со бой ду га ми, об ра зу ю щи ми мно же ст во
дуг раз ре за Up. При чем ис ток s при над ле жит мно же ст ву вер -
шин Np, а сток t принад ле жит мно же ст ву вершин Np. Тог да
ве ли чи на по то ка из множе ст ва Np в мно же ст во Np, про те ка ю -
ще го по ду гам Up, не мо жет быть боль ше, чем сум ма про пу ск -
ных спо соб но с тей дуг это го мно же ст ва, что мож но за пи сать

ϕ(i, j) � c(i, j) = 0,   i ∈ Np,  j ∈ Np,   (i, j) ∈ Up.

Этот ба рь ер для по тка, от де ля ю щий мно же ст во вер шин
Np от множе ст ва вер шин Np, на зы ва ет ся раз ре зом и обо зна ча -
ет ся (Np, Np). Раз рез пред став ля ет та кое мно же ст во дуг Up,
ис клю чение ко то рых от де ля ет вход от вы хо да се ти и, сле до -
ва тель но, от деля ет мно же ст во Np от Np се ти S = (N, U) та ким
об ра зом, что суще ст во ва ние по то ка в та ком слу чае не воз -
мож но, и тог да V = 0. Причем на ча ло ду ги раз ре за при над ле -
жит мно же ст ву Np, а ко нец — Np. Та ким об ра зом, в раз рез
вхо дят ду ги, со еди ня ю щие вер шины этих мно жеств.

Ве ли чи на мак си маль но го по то ка от источ ни ка s к сто ку t
огра ни че на свер ху ве ли чи ной раз ре за C(Np, Np), оп ре де ля е -
мой суммой про пу ск ных спо соб но с тей всех вхо дя щих в не го
дуг мно жества Up, и, сле до ва тель но, V � C(Np, Np). Ми ни маль -
ным раз ре зом сети на зы ва ет ся раз рез, име ю щий ми ни маль -
ную ве ли чи ну.

В со от вет ст вии с те о ре мой о мак си маль ном по то ке и ми -
ни мальном раз ре зе, сфор му ли ро ван ной Фор дом и Фал кер со -
ном, ве ли чина мак си маль но го по то ка Vmax от вхо да s (ис точ ни-
ка) в вы ход t (сток) рав на ве ли чи не ми ни маль но го раз ре  за,
от де ля ю ще го вход и вы ход се ти, и, сле до ва тель но,

Vmax = C(Np, Np).min
Up ∈U

Σ
i

Σ
i
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В свя зи с этим мощ ность ав то мо биль но го по то ка ϕ(i, j) не
может пре вы сить до пу с ти мую с(i, j). Та ким об ра зом, долж ны
вы полнять ся пер вое свой ст во по то ка, ус ло вие су ще ст во ва -
ния ста ти ческо го или ус той чи во го по то ка для каж дой ули цы:

0 � ϕ(i, j) � c(i, j), (i, j) ∈ U.

Рас сма т ри вая вза и мо дей ст вие ог ра ни че ний по каж дой ули-
це и в со во куп но с ти, по всем пе ре кре ст кам (вер ши нам се ти),
ус ловие со хра не ния по то ка в этой се ти за пи шем сле ду ю щим
об ра зом:

V = ϕ–(i, j) = ϕ+(j, i) = 0,   i � s,   j � t.

Для ис точ ни ка се ти при i = s нет вхо дя щих по то ков, сле -
до ватель но,

V = ϕ–(s, j).

Для сто ка при i = t нет вы хо дя щих по то ков, сле до ва тель но,

V = ϕ+(j, t).

Рас смо т рим при мер ана ли за ори ен ти ро ван ной се ти S =
= (N, U), пред став лен ной на рис. 4.11, N = {s, 1, 2, 3, 4, t}; U =
= {(s, 1); (s, 3); (1, 2); (1, 3); (2, t); (3, 2); (3, 4); (4, t)}.

Про пу ск ная спо соб ность ука за на над каж дой ду гой, где
ря дом в скоб ках ука за но зна че ние су ще ст ву ю ще го по то ка.
Свой ст ва пото ка в дан ном слу чае вы пол ня ют ся, по сколь ку
ука зан ные ве ли чины не пре вы ша ют про пу ск ных спо соб но с -
тей дуг. В каж дой верши не, от лич ной от вхо да и вы хо да, по -
ток со хра ня ет ся. На при мер, в вер ши ну 2 за хо дят 4 еди ни цы
по то ка по ду гам (1, 2) и (3, 2) и выхо дят 4 еди ни цы по ду ге
(2, t). Ве ли чи на по то ка в се ти со став ля ет V = 3 + 4 = 7 и со -
хра ня ет ся.

Σ
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На ри сун ках ду ги раз ре зов вы де ле ны. Из ри сун ков вид но, что
по сле уда ле ния дуг раз ре зов пе ре ста ют су ще ст во вать пу ти дви же -
ния по то ка от вхо да се ти s к вы хо ду t. Раз ре зы име ют различ ные
про пу ск ные спо соб но с ти. Раз рез, име ю щий ми ни мальную про пу -
ск ную спо соб ность, на зы ва ет ся ми ни маль ным раз резом се ти.

Рас смо т рен ные ал го ритм и при ме ры мо де ли ро ва ния поз -
во ля ют ре шать ана ло гич ные по сво ей при ро де за да чи, на при -
мер по бес пе ре бой но му снаб же нию по то ка ми эле к т ри че ст ва,
бен зи на, га за, ма зу та, неф ти, во ды, про до воль ст вен ны ми и не-
про до вольствен ны ми то ва ра ми на се лен ных пунк тов, и та ким
об ра зом преду пре дить по яв ле ние кри ти че с ких си ту а ций
в го ро дах и по сел ках на шей стра ны.

227

Рас сма т ри ва е мые се ти яв ля ют ся се тя ми с ог ра ни чен ной
пропу ск ной спо соб но с тью и име ют рас про ст ра не ние в ре аль -
ной жиз ни. Это по слу жи ло по во дом к по яв ле нию и по ста -
нов ке за дач о мак си маль ном по то ке раз ной при ро ды, свя зан -
ных с оп ре де лени ем мак си маль но до пу с ти мой ве ли чи ны V
при со блю де нии усло вий, за пи сан ных в ви де си с те мы урав -
не ний и не ра венств.

В сфор му ли ро ван ной вы ше за да че для со хра не ния по то ка
авто мо би лей (см. рис 4.11), на при мер, че рез пе ре кре с ток (3)
не обхо ди мо, что бы по сту па ю щие по то ки ав то мо би лей к этой
вер шине (3) ϕ(1, 3) и ϕ(2, 3) рав ня лись ве ли чи не по то ка, вы -
те ка ю ще го из этой вер ши ны ϕ(3, 4), что мож но за пи сать

ϕ(1, 3) + ϕ(2, 3) � ϕ(3, 4).

Ана ло гич ные урав не ния мож но за пи сать для ос таль ных
вершин се ти. По сколь ку за да ча за клю ча ет ся в оп ре де ле нии
мак сималь но воз мож но го по то ка в се ти, то не об хо ди мо по -
сле до ва тельно вы чис лить по то ки че рез все раз ре зы и вы -
брать из них ми нималь ный.

Раз рез АА на рис. 4.11 от де ля ет ис точ ник (1) от сто ка (4),
в дан ном слу чае вер ши ну (4) от ос таль ных вер шин (1, 2, 3).
Ве личи на раз ре за оп ре де ля ет ся про пу ск ной спо соб но с тью
вхо дя щих в не го дуг (2, 4) и (3, 4) и со от вет ст вен но рав на
С(2, 4) + С(3, 4) = 2 + 8 = 10. За тем мож но оп ре де лить все
дру гие воз мож ные вари ан ты раз ре зов (В, B) (D, D) и (C, С).
Тог да ве ли чи на мак си мально го по то ка от ис точ ни ка к сто ку
рав на ве ли чи не ми ни маль но го раз ре за

Vmax = min [(A, A), (B, B), (C, C), (D, D)] = min [10; 12; 19; 5] = 5.

При ве ден ный ва ри ант ана ли за фраг мен та се ти ав то ма ги -
с т рали ука зы ва ет на воз мож ность при ме не ния при ве ден но го
принци па со хра не ния по то ка в ком мер че с кой де я тель но с ти.
Это позво лит сво е вре мен но при ни мать оп ти маль ные уп рав -
лен че с кие ре ше ния и об лег чить опе ра тив ное вме ша тель ст во
по ре гу ли ро ванию не толь ко ав то мо биль ных, но и фи нан со -
вых или то вар ных по то ков.

При мер. По ст ро им раз ре зы для ориентированной се ти, пред -
став лен ные на рис. 4.12, для раз лич ных мно жеств Np:

1) Np = {s, 1, 4,}, тог да Np = {2, 3, t}, сле до ва тель но, ду ги раз ре за
Up = {(s, –3); (1, 3); (1, 2); (4, t)} (рис. 4.12), та ким об ра зом, С =
= (Np, Np) = 10 + 4 + 3 + 9 = 26;

2) Np = {s, 3}, тог да Np = {1, 2, 4, t}, сле до ва тель но, ду ги разрезa
Up = {(s, 1); (3,4); (3,2)} (рис. 4.13), та ким об ра зом, С = (Np, Np) =
= 5 + 7 + 2 = 14.
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4.4. По ня тия се те во го мо де ли ро ва ния
Од ним из важ ных пре иму ществ се те во го мо де ли ро ва ния

явля ет ся воз мож ность по ст ро е ния се те вых мо де лей, на гляд -
но отобра жа ю щих про цес сы ком мер че с кой де я тель но с ти.
Так, на пример, на рис. 4.15 пред став лен ори ен ти ро ван ный
граф дви же ния де неж ных по то ков на сче тах бух гал тер ско го
уче та, где в круж ках ука за ны но ме ра сче тов бух гал тер ско го
уче та, а стрел ка ми — провод ки.

Зна чи тель ное ме с то в се те вом мо де ли ро ва нии за ни ма ют
за дачи, свя зан ные с пла ни ро ва ни ем и со став ле ни ем рас пи са ния
выпол не ния ра бот или опе ра ций в ком мер че с кой де я тель но -
с ти. В та ких мо де лях мно же ст во ра бот всей со во куп но с ти за -
да ет ся отно ше ни я ми пред ше ст во ва ния меж ду ни ми. На при -
мер, на рис. 4.16 изо б ра же на се те вая мо дель ком плек са ра бот
по пе ре во ду тор го во го пред при я тия на са мо об слу жи ва ние.

Обыч но вре мя и ре сур сы вы пол не ния каж дой ра бо ты за да-
ются вна ча ле. Кро ме то го, преж де чем ра бо та мо жет на чать -
ся, все пред ше ст ву ю щие ей ра бо ты долж ны быть за вер ше ны.
На при мер, до став ка обо ру до ва ния, со бы тие 15, яв ля ет ся пред-
ше ст ву ю щей ра бо той (или опор ной) для ра бо ты по мон та жу
обо ру до ва ния.

Сле до ва тель но, при на ли чии пол но го пе реч ня ра бот ком -
плек са сеть мож но по ст ро ить, ес ли точ но ус та нов ле ны пред -
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не об хо ди мой со став ля ю щей тор го во-эко но ми че с кой сфе ры.
При чем чем выше слож ность этих по то ков, тем боль ше при -
быль уча ст ни ков опе ра ций. В этом слу чае за да чу о мак си маль  -
ном по то ке мож но пред ста вить в ви де двух по люс ной се ти
S = (N, U) с од ним вхо дом (ис точ ни ком) s ∈ N и вы хо дом
(сто ком) t ∈ N, ду ги се ти (i, j) ∈ U име ют ог ра ни чен ную про -
пу ск ную спо соб ность сij. За да ча о макси маль ном по то ке за -
клю ча ет ся в по ис ке та ких по то ков ϕij по дугам (i, j) се ти, что
ре зуль ти ру ю щий по ток из ис точ ни ка в сток явля ет ся мак си -
маль ным.

Ма те ма ти че с кая мо дель за да чи о мак си маль ном по то ке
выгля дит сле ду ю щим об ра зом:

най ти та кие зна че ния ϕij, при ко то рых

V = ϕ+
sj = ϕ–

jt � max

при ог ра ни че ни ях

Для ре ше ния этой за да чи мо жет быть ис поль зо ван ме тод
постро е ния уве ли чи ва ю щих це пей.

4.5.2. За да ча о по то ке ми ни маль ной сто и мо с ти

В ком мер че с кой де я тель но с ти су ще ст ву ет боль шое чис ло
огра ни че ний на каж дом эта пе опе ра ции — по объ е мам по -
став ки това ров, по раз ме рам пе ре сыл ки пла те жей и др. Впол -
не ес те ст венно стрем ле ние к ми ни маль ным за тра там в се ти
то вар но-де нежных по то ков. По это му за да чу о по то ке ми ни -
маль ной сто и мо с ти вы пол не ния опе ра ций мож но пред ста -
вить в ви де двух по люс ной се ти S = (N, U) с ис точ ни ком s
и сто ком t.

Для каж дой ду ги (i, j) ∈ U за да ны про пу ск ная спо соб ность
сij и сто и мость до став ки по ней еди ни цы по то ка r . Не об хо ди -
мо найти по ток от ис точ ни ков в сток за дан ной ве ли чи ны V,
име ю щей ми ни маль ную сто и мость до став ки. Оче вид но,
при этом по ток V не дол жен пре вы шать мак си маль ной ве ли -
чи ны Vmax.

Ма те ма ти че с кая мо дель за да чи име ет сле ду ю щий вид:

R = rijϕij � minΣ
i
Σ

j

0

0

� �ϕ

ϕ ϕ
ij ij
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ше ст ву ю щие опе ра ции для каж дой ра бо ты. В та ких слу ча ях
се те вая мо дель пред став ля ет со бой от ра же ние ло ги че с кой
вза и мо свя зи всех входя щих эле мен тар ных ра бот в ком плекс
от на ча ла до кон ца. Се тевые гра фи ки пред став ля ют со бой
ор гра фы без кон ту ров, ду гам и вер ши нам ко то рых при пи са -
ны чис ло вые зна че ния. На и боль шее рас про ст ра не ние по лу -
чил спо соб за да ния се те вых гра фи ков в тер ми нах ду ги — опе -
ра ции, а вер ши ны — со бы тия.

Ис ход ное (1) — это та кое со бы тие, с ко то ро го на чи на ет ся
выпол не ние все го ком плек са опе ра ций, а за вер ша ю щее со бы -
тие (32) со от вет ст ву ет до сти же нию ко неч ной це ли. Со бы тия
обо знача ют ся круж ка ми, ква д ра та ми, ром ба ми или дру ги ми
ге о ме т риче с ки ми фи гу ра ми.

В се те вом мо де ли ро ва нии раз ли ча ют сле ду ю щие по ня тия:
1) фак ти че с кая ра бо та (6, 7) изо б ра же на стрел кой ( ),

это про цесс, тре бу ю щий за трат ре сур сов — вре ме ни, де нег,
лю дей, эле к т ро энер гии, то ва ров и т.п.;

2) ра бо та-ожи да ние ( ), это про цесс, тре бу ю щий
толь ко за трат вре ме ни, на при мер ожи да ние, суш ка, ста ре ние,
затвер де ва ние це мент но го рас тво ра и т.п.;

3) кри ти че с кая ра бо та ( ), на и бо лее на пря жен ная,
на гружен ная ра бо та (13, 15);

4) фик тив ная ра бо та ( ) обо зна ча ет ло ги че с кую за -
ви симость меж ду ра бо та ми (28, 29), име ет ну ле вую про дол -
жи тельность;

5) путь — лю бая не пре рыв ная по сле до ва тель ность со бы -
тий и ра бот;

6) кри ти че с кий путь — это путь, не име ю щий ре зер вов,
включа ет толь ко кри ти че с кие ра бо ты (1, 2), (2,12), (12,13),
(13,15), (15, 27), (27, 29), (29, 30), (30, 31), (31,32).

При ве ден ные оп ре де ле ния, по ня тия и гра фи че с кие изо б -
раже ния яв ля ют ся ос но вой ме то дов се те во го пла ни ро ва ния
и уп рав ле ния, поз во ля ют про во дить по ст ро е ние, а за тем ана -
лиз и оп ти ми за цию се те вых мо де лей за дач ком мер че с кой де -
я тельно с ти.

4.5. По ста нов ка се те вых за дач ком мер че с кой де я тель но с ти

4.5.1. За да ча о мак си маль ном по то ке

Ком мер че с кая де я тель ность за пол не на дви же ни ем то вар -
ных и фи нан со вых по то ков, об ра зу ю щих се ти вза и мо дей ст -
вий ор гани за ций и пред при я тий и яв ля ю щих ся жиз нен но
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транспорт ной за да чи яв ля ют ся за да чи о на зна че ни ях, на при -
мер за да ча оп ти маль но го рас пре де ле ния по на се лен ным пунк-
там тор го вых аген тов или мар ке то ло гов для изу че ния конъ -
юнк ту ры рын ка.

4.5.4. За да ча ком ми во я же ра

В ком мер че с кой де я тель но с ти ком мер сан ты, тор го вые
аген ты по сто ян но про во дят ра бо ту по по ис ку парт не ров или
кли ен тов для за клю че ния до го во ров на по став ку и по куп ку
то ва ров. Для ре ше ния этих за дач ком мер сан там не об хо ди мо
вы ез жать в коман ди ров ки, вы пол нять во яж по це лой се ти го ро-
дов как по нашей стра не, так и за ру бе жом. По сколь ку про дол-
жи тель ность коман ди ров ки и транс порт ные рас хо ды сле ду ет
со кра щать, то не обхо ди мо пе ред по езд кой со ста вить крат -
чай ший мар ш рут, пре дусма т ри ва ю щий по се ще ние каж до го
пунк та толь ко один раз, и воз вра ще ние об рат но. За да ча ком -
ми во я же ра за клю ча ет ся в оп реде ле нии та кой по сле до ва тель -
но с ти объ ез да го ро дов, ко то рая обес пе чит ми ни маль ное вре мя
пе ре ез да, или ми ни маль ную стоимость про ез да, или ми ни -
маль ное рас сто я ние пе ре ез да.

По ста нов ка за да чи. Пусть име ет ся n го ро дов. Рас сто я ния
меж ду лю бой па рой го ро дов (i, j) из ве ст ны и со став ля ют dij,
где i = 1, т; j = 1, n. Ес ли пря мо го мар ш ру та со об ще ния меж -
ду го рода ми не су ще ст ву ет, а так же для всех i = j по ла га ем,
что dij = �. На этом ос но ва нии рас сто я ния меж ду го ро да ми
удоб но пред ста вить в ви де ма т ри цы D = (dij)n 	n.

Ес ли го ро дам по ста вить в со от вет ст вие вер ши ны гра фа
(рис. 4.18), а со еди ня ю щим их до ро гам ре б ра, то в тер ми нах
теории гра фов за да ча за клю ча ет ся в оп ре де ле нии га миль то -
но ва цик ла ми ни маль ной дли ны. Га миль то нов цикл вклю ча -
ет все верши ны гра фа ров но один раз, при чем на чаль ная вер -
ши на сов па дает с ко неч ной, а дли на оп ре де ля ет ся сум мой
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4.5.3. Транс порт ная за да ча

Транс порт ная за да ча яв ля ет ся од ной из пер вых по то ко -
вых задач, ко то рая бы ла сфор му ли ро ва на и ре ше на в 1941 г.
Ф. Хич коком, а за тем ста ла при ме нять ся в раз лич ных за да -
чах пе ре воз ки и рас пре де ле ния. В этой за да че рас сма т ри ва -
ют ся пред ло же ние грузов (то ва ров) от m по став щи ков в объ -
е мах а1, а2, а3, ..., аi, ..., аm и спрос от n по ку па те лей в объ е мах
b1, b2, b3, ..., bj, ..., bn, за тра ты на пе ре воз ку еди ни цы гру за от 
i-го по став щи ка к j-му по ку па те лю со став ля ют cij, а объ е мы
пе ре во зи мых гру зов со от вет ст вен но со став ля ют xij, ко то рые
не об хо ди мо оп ре де лить. Ма те ма ти че с кая мо дель име ет сле -
ду ю щий вид.

Оп ре де лить та кие объ е мы пе ре во зок

x*
ij = ?,   i = 1, m;   j = 1, n,

ко то рые при ус ло ви ях-ог ра ни че ни ях

обес пе чи ва ли бы ми ни маль ные за тра ты на пе ре воз ку в со от -
ветствии с це ле вой функ ци ей

C(X) = cij x*
ij � min.

Мо дель этой за да чи мо жет быть пред став ле на так же в ви -
де сети (рис. 4.17), ес ли вер ши нам по ста вить в со от вет ст вие
по ставщи ков и по ку па те лей, а ори ен ти ро ван ным ду гам — пу -
ти и за траты по пе ре воз ке гру зов.

Эта за да ча яв ля ет ся ча ст ным слу ча ем за да чи по ис ка по то -
ка ми ни маль ной сто и мо с ти. В то же вре мя ча ст ным слу ча ем
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Дли на F(Mk) мар ш ру та рав на сум ме со от вет ст ву ю щих длин
ре бер ма т ри цы рас сто я ний, тог да це ле вую функ цию мож но
за писать

F(Mk) = dij � min,   i = 1, n;   k = 1, (n – 1).

Для лю бо го до пу с ти мо го мар ш ру та каж дая стро ка и каж -
дый стол бец ма т ри цы рас сто я ний D со дер жат толь ко по од -
но му элемен ту. Ре ше ни ем за да чи яв ля ет ся оп ре де ле ние
коль це во го маршру та ми ни маль ной дли ны.

4.5.5. Рас пре де ле ние тор го вых аген тов 
по го ро дам

Тор го вая фир ма про да ет то ва ры в раз лич ных го ро дах.
В це лях раз ви тия тор го вая фир ма про ве ла мар ке тин го вые ис -
сле до ва ния в n го ро дах и ус та но ви ла по ку па тель ную спо соб -
ность в каж дом горо де по bj ус лов ных еди ниц. За тем фир ма
на ня ла на кон курс ной ос но ве n тор го вых аген тов для про -
дви же ния сво их то ва ров на про да жу в эти го ро да. Про фес си -
о наль ный уро вень аген тов раз личен и со став ля ет до лю ре а -
ли зу е мых то ва ров i-м аген том аi. Как рас пре де лить тор го вых
аген тов по го ро дам, что бы фир ма по лу чила мак си маль ный
до ход от про да жи то ва ров?

Вве дем уп рав ля ю щие пе ре мен ные xij.

xij = 

Вве дем па ра метр dij = aibj, ко то рый оп ре де ля ет объ ем то -
ва ров, ре а ли зу е мых i-м тор го вым аген том в j-м го ро де.

Ма те ма ти че с кая мо дель за да чи име ет сле ду ю щий вид:

Требуется най ти та кие xij, ко то рые при ус ло ви ях-ог ра ни -
че ни ях обес печи ли бы мак си маль ный до ход от про да жи в со -
от вет ст вии с це левой функ ци ей

D = dij xij � max.
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длин всех ре бер. Таким об ра зом, не об хо ди мо по ст ро ить коль-
це вой мар ш рут про ез да всех го ро дов ми ни маль ной дли ны,
на чи ная с лю бо го пунк та и в лю бую сто ро ну.

По сколь ку все го го ро дов n, то ком ми во я жер, вы ехав из за -
данно го го ро да, дол жен по бы вать в ос таль ных (n – 1) го ро дах
толь ко один раз. Сле до ва тель но, все го су ще ст ву ет (n – 1)! воз-
мож ных мар ш ру тов, сре ди ко то рых один или не сколь ко —
оп ти маль ные. В боль шин ст ве слу ча ев мож но пред по ло жить,
что рас сто я ние меж ду го ро да ми i и j яв ля ет ся сим ме т рич ным
и рав но рас сто я нию от го ро да j до го ро да i, т. е. dij = dji. Рас -
сто я ния меж ду го ро да ми запи шем в ви де ма т ри цы D. Ес -
ли в за да че n го ро дов, то D яв ля ет ся ма т ри цей раз ме ром
(n	n) с не от ри ца тель ны ми эле мен та ми dij 
 0, ко то рые ото -
б ра жа ют дли ны ре бер в се ти го ро дов. Так, при n = 5 ко ли че -
ст во воз мож ных ва ри ан тов мар ш ру тов рав но (5 – 1)! = 24.
Рас сто я ния меж ду го ро да ми за да ны ма т ри цей в табл. 4.1.

Ре ше ние за да чи мож но пред ста вить в ви де за мк ну то го
кон тура, пред став ля ю ще го со бой коль це вой мар ш рут, на при -
мер, для неориентированного гра фа в задаче о ком ми во я же -
ре, изо б ра жен но го на рис. 4.18, воз мож ный ва ри ант мож но
за пи сать в ви де со во куп но с ти со от вет ст ву ю щих пар дуг:

Мk = {(1, 2), (2, 4), (4, 5), (5, 3), (3,1)}.
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Рис. 4.18

Таб ли ца 4.1

i
j

1 2 3 4 5

1
2
3
4
5
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�
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40
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60
�
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100
70
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4.5.7. Пла ни ро ва ние ра бот ком мер че с кой де я тель но с ти

В ком мер че с кой де я тель но с ти с це лью ис клю че ния ущер -
бов или не при ят ных не о жи дан но с тей не об хо ди мо со став лять
пла ны бу ду щих ра бот, раз вер ну тых во вре ме ни. Лю бое мно -
же ст во ра бот свя за но от но ше ни я ми пред ше ст во ва ния. При -
чем каж дая ра бо та мо жет быть на ча та, ес ли все пред ше ст ву -
ю щие ей ра бо ты бу дут завер ше ны. В та ких слу ча ях се те вые
ме то ды поз во ля ют ре шать как пря мые, так и об рат ные за да -
чи пла ни ро ва ния ра бот ком мер ческой де я тель но с ти.

В ре зуль та те ре ше ния пря мых за дач оп ре де ля ет ся оп ти маль -
ный план ком плек са ра бот при за дан ной схе ме их ор га ни за ции.

Ре ше ние об рат ной за да чи свя за но с по ис ком оп ти маль но -
го пла на ор га ни за ции ра бот, обес пе чи ва ю ще го мак си маль ную
эф фек тив ность.

Мно же ст во воз ни ка ю щих за дач ком мер че с кой де я тель но -
с ти мож но све с ти к од ной из трех на и бо лее ти пич ных по ста -
но вок задач оп ти ми за ции.

1. Ка кое мак си маль ное ко ли че ст во средств и ка ким об ра -
зом мо жет быть вы сво бож де но при за дан ной ор га ни за ции
ра бот при ус ло вии, что об щее вре мя вы пол не ния все го ком -
плек са ра бот не воз рос ло?

2. Как на и луч шим об ра зом ис поль зо вать вы де лен ные ог -
ра ничен ные ре сур сы, что бы вре мя вы пол не ния все го ком -
плек са ра бот не пре вы си ло за дан ной ве ли чи ны?

3. Как рас пре де лить вы де лен ные ре сур сы меж ду ра бо та -
ми, что бы вре мя вы пол не ния все го ком плек са ра бот бы ло бы
ми нималь ным?

При этом в ис ход ных дан ных за дач па ра ме т ры ра бот мо -
гут быть определены со вер шен но точ но (де тер ми ни ро ван -
ный слу чай) или с не ко то рой сте пе нью оп ре де лен но с ти, ве -
ро ят но с ти (сто хасти че с кий слу чай).

Рас смо т рим де тер ми ни ро ван ный слу чай по ста нов ки за да-
чи. Под го тов ка за да чи к ре ше нию на чи на ет ся с фор ми ро ва -
ния ис ход ной ин фор ма ции на ос но ве бе сед со спе ци а ли с та -
ми, деталь но пред став ля ю щих спе ци фи ку пред сто я щей
ра бо ты. Напри мер, спе ци а ли с ты бух гал те рии мо гут по яс -
нить дви же ние денеж ных средств пред при я тия с ука за ни ем
сче тов и про во док бухгал тер ско го уче та, что поз во ли ло по ст -
ро ить ори ен ти ро ван ный граф, пред став лен ный на рис. 4.15.

По сле опи са ния со дер жа ния ком плек са ра бот ком мер че с -
кой де я тель но с ти сле ду ет вы де лить оп ре де ля ю щие их ха рак -
те ри с тики. В ка че ст ве та ко вых мо гут быть:
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Пер вое и вто рое ус ло вия-ог ра ни че ния фор ма ли зу ют на -
правле ние в каж дый го род по од но му аген ту.

Пред став лен ная ма те ма ти че с кая мо дель со от вет ст ву ет за -
да че о на зна че ни ях и мо жет быть ре ше на вен гер ским ме то -
дом или мето дом по тен ци а лов.

4.5.6. Фор ми ро ва ние оп ти маль но го 
шта та фир мы

Ком мер че с кая фир ма про ве ла не за ви си мый ана лиз сво ей
рабо ты и ус та но ви ла про фес си о наль ную не ком пе тент ность
ча с ти со труд ни ков. Про ве ден ные фи нан со вые рас че ты по ка -
за ли не выгод ность обу че ния этих со труд ни ков. Фир ма объ я -
ви ла кон курс на за ме ще ние ва кант ных долж но с тей и про ве -
ла от бор 300 че ловек из 15000 пре тен ден тов, по сколь ку
обу че ние не ком пе тент ных со труд ни ков очень до ро го.

На фир ме име ет ся n групп раз лич ных долж но с тей: про -
давцов, кас си ров, ме не д же ров, бух гал те ров, ком мер сан тов,
мар кето ло гов, в каж дой из ко то рых по bj ва кант ных еди ниц,
j = 1, n. Пре тен ден ты про хо ди ли те с ти ро ва ние на про фес си о -
наль ную при год ность, по ре зуль та там ко торого их раз де ля ли
на m групп по аi кан ди да тов в каж дой груп пе, i = 1, m. Для
каж до го кан ди да та из i-й груп пы не об хо ди мы до пол ни тель -
ные за тра ты cij на обу че ние для за ня тия j-й долж но с ти. Ес ли
cij = 0, пре тен дент со от вет ст ву ет долж но с ти, а ес ли cij = �,
пре тен дент не мо жет во об ще за ни мать рас сма т ри ва е мую
долж ность. Не об хо ди мо так рас пре де лить отобран ных кан -
ди да тов по долж но с тям, что бы за тра ты на их обу чение бы ли
бы ми ни маль ны ми.

Ма те ма ти че с кую мо дель за да чи мож но за пи сать следую -
щим образом

Ре ше ние этой за да чи мож но по лу чить с по мо щью ме то дов
ли ней но го про грам ми ро ва ния, в ча ст но с ти ме то дов ре ше ния
транс порт ной за да чи или вен гер ским ме то дом п. 4.6.8.
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Ма те ма ти че с кую мо дель за да чи по пе ре во ду пред при я тия
роз нич ной тор гов ли на са мо об слу жи ва ние мож но пред ста -
вить следующим об ра зом:

най ти та кой ва ри ант рас пре де ле ния ог ра ни чен ных ре сур -
сов В меж ду эле мен тар ны ми ра бо та ми

b0,1 = ?,   b1,2 = ?,   b2,3 = ?,   b3,4 = ?,   ...,   b8,99 = ?

и та кие не от ри ца тель ные зна че ния дли тель но с тей их вы пол -
не ния

t0,1 = ?,   t1,2 = ?,   t2,3 = ?,   t3,4 = ?,   ...,   t8,99 = ?

ко то рые бы при за дан ных ог ра ни че ни ях

0 < xij � bij,   xij = xhk,   tij > 0,   B = bij

об ра ща ли бы в ми ни мум функ цию це ли
Т = f{t0,1 = f(b0,1); t1,2 = f(b1,2); t2,3 = f(b2,3); ..., t8,9 = f(b8,9)} � min.

Ре ше ние за дач это го клас са мо жет быть ре ше но ме то да ми
сете во го пла ни ро ва ния, рас смо т рен ны ми в п. 4.6.3.

4.6. Ме то ды ре ше ния се те вых за дач
4.6.1. По ст ро е ние мак си маль но го по то ка

На прак ти ке ча с то воз ни ка ют за да чи оп ре де ле ния мак си -
маль но го ко ли че ст ва то ва ра, ко то рое мо жет быть пе ре ве зе но

n

Σ
i =1
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В — об щие ре сур сы по вы пол не нию ком плек са ра бот;
bij — вы де лен ные ре сур сы для вы пол не ния эле мен тар ной

рабо ты (i, j);
tij — дли тель ность вы пол не ния эле мен тар ной ра бо ты (i, j)

выде лен ны ми ре сур са ми bij;
cij — ко эф фи ци ент пе ре сче та ре сур сов ра бо ты (i, j); cij =

= 1/bij;
Т — вре мя вы пол не ния все го ком плек са;
n — ко ли че ст во ра бот.
За тем про во дят вы бор глав но го эко но ми че с ко го по ка за -

те ля, кри те рия эф фек тив но с ти, по ко то ро му оп ре де ля ет ся
ус пех выпол не ния все го ком плек са, на при мер вре мя вы пол -
не ния ра бот Т или ре сур сы В. В ка че ст ве кри те рия эф фек -
тив но с ти вы би ра ем Т — вре мя, ко то рое не об хо ди мо най ти
ми ни маль ным из воз можных.

В на ча ле ре ше ния за да чи рас сма т ри ва ет ся ис ход ный ва -
ри ант рас пре де ле ния об щих ре сур сов В по эле мен тар ным ра -
бо там bij, что и оп ре де ля ет дли тель ность их вы пол не ния, по -
сколь ку из вестна связь tij = f(bij).

За тем про во дят ся сле ду ю щие опе ра ции:
а) со став ля ет ся пе ре чень всех ра бот, ко то рые не об хо ди мо

вклю чить в се те вой гра фик;
б) ука зы ва ет ся ло ги че с кая оче редность вы пол не ния ра бот

(пред ше ст ву ю щие и по сле ду ю щие);
в) оп ре де ля ют ся ре сур сы для каж дой ра бо ты, дли тель -

ность их выпол не ния;
г) оп ре де ля ют ся пра ви ла пе ре сче та ре сур сов при их пе ре -

рас пре де ле нии меж ду ра бо та ми;
д) все све де ния пред став ляют в ви де струк тур но-вре мен -

ной таб ли цы.
На при мер, табл. 4.2 со став ле на для ком плек са ра бот по

пе ре во ду пред при я тия на само об слу жи ва ние.
За да ча со сто ит в по ис ке ми ни маль но го вре ме ни вы пол не -

ния все го ком плек са ра бот при за дан ных ог ра ни че ни ях в ре -
сур сах В пу тем их оп ти маль но го пе ре рас пре де ле ния меж ду
ра бо та ми.

По сколь ку уп рав ля е мы ми па ра ме т ра ми яв ля ют ся ре сур -
сы эле мен тар ных ра бот bij, оп ре де ля ю щие дли тель ность их
вы пол нения tij, то не об хо ди мо най ти но вый ва ри ант пе ре рас -
пре де ле ния вы де лен ных ре сур сов В пу тем пе ре но са с од них
ра бот (i, j) ча с ти ре сур сов 0 < xij � bij на дру гие ра бо ты (h, k),
т. е. xij = xhk так, что бы об щий срок вы пол не ния ра бот был ми -
ни маль ным из воз мож ных.
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Таб ли ца 4.2

Работа
(i, j) Содержание работы

Ресур-
сы, bij

Коэффи-
циенты

пересчета
cij = 1/bij

Длительность 
работ, дни tij

факти-
чески

опти-
маль-

ная

(0, 1)
(1, 2)
(1, 3)
(2, 4)
(3, 5)
(4, 6)
(5, 6)
(5, 8)
(5, 7)
(6, 8)
(7, 8)
(8, 9)

Составление сметы
Приобретение оборудования
Подбор кадров
Монтаж оборудования
Подготовка кадров
Оформление зала
Доставка товаров
Заказ и получение формы
Заказ и получение ценников
Выкладка товаров
Заполнение ценников
Генеральная репетиция

b0,1
b1,2
b1,3
b2,4
b3,5
b4,6
b5,6
b5,8
b5,7
b6,8
b7,8
b8,9

c0,1 = 0,1
c1,2 = 0,2
c1,3 = 0,5
c2,4 = 0,3
c3,5 = 0,6
c4,6 = 0,4
c5,6 = 0,7
c5,8 = 0,9
c5,7 = 1,0
c6,8 = 0,8
c7,8 = 1,1
c8,9 = 1,2

t0,1 = 15
t1,2 = 16
t1,3 = 6
t2,4 = 6
t3,5 = 5
t4,6 = 8
t5,6 = 6
t5,8 =14
t5,7 = 8
t6,8 = 2
t7,8 = 4
t8,9 = 3

?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?



• ду га (s, 1) — уве ли чи ва ю щая, так как она про хо дит по на прав -
ле нию по то ка и по ток по ней мень ше ее про пу ск ной спо собно с ти:
6 < 9;

• ду га (1, 2) — так же уве ли чи ва ю щая ду га: 3 < 6;
• ду га (2, 4) — умень ша ю щая, так как она а) про хо дит про тив

дви же ния по то ка б) по ток по ней 2 > 0;
• ду га (4, t) — уве ли чи ва ю щая: 4 < 7.
По ст ро им уве ли чи ва ю щую цепь для се ти, пред став лен ной на

рис. 4.20.
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от про из во ди те ля по тре би те лю. Ана ло гич ны ми яв ля ют ся за -
да чи оп ре де ле ния мак си маль ной про пу ск ной спо соб но с ти
си с те мы ав то ма ги с т ра лей или энер го се ти, оп ре де ле ния мак -
си маль но го ко ли че ст ва неф ти или га за, пе ре да ва е мых по
тру бо про во дам, инфор ма ции, про пу с ка е мой по ком пью тер -
ной или те ле фон ной сети. Фор маль но эти про бле мы сво дят -
ся к за да че по ст ро е ния макси маль но го по то ка в се ти. Для их
ре ше ния не об хо ди мо вве с ти не сколь ко оп ре де ле ний.

Пусть за да на сеть S = (N, U) с мно же ст вом вер шин N
и множе ст вом дуг U.

Оп ре де ле ние. Ду га и ОU, со еди ня ю щая вер ши ны i ∈ N,
j ∈ N сети S, на зы ва ет ся до пу с ти мой ду гой, ес ли она об ла да ет
од ним из сле ду ю щих свойств:

1) на прав ле ние ду ги сов па да ет с на прав ле ни ем по то ка,
и значе ние по то ка по этой ду ге мень ше ее про пу ск ной спо -
соб но с ти:

u = (i, j),   ϕ(u) < c(u);

2) на прав ле ние ду ги про ти во по лож но на прав ле нию по то -
ка, а ве ли чи на по то ка от лич на от ну ля:

u = (j, i),   ϕ(u) > 0.

Ду ги, об ла да ю щие пер вым свой ст вом, на зы ва ют уве ли чи -
вающи ми; ду ги, об ла да ю щие вто рым свой ст вом, — умень ша -
ю щи ми.

Оп ре де ле ние. Уве ли чи ва ю щей це пью, со еди ня ю щей вход
и вы ход се ти, на зы ва ет ся про стая цепь, все ду ги ко то рой яв -
ля ют ся до пу с ти мы ми.

При мер 4.2. По ст ро им уве ли чи ва ю щую цепь для се ти S = (N, U),
пред став лен ной на рис. 4.19.

Над каж дой ду гой ука за на ее про пу ск ная спо соб ность и в скоб -
ках — ве ли чи на по то ка по этой ду ге.

Цепь (s, 1, 2, 4, t) яв ля ет ся уве ли чи ва ю щей, так как все ее ду ги —
до пу с ти мые:
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Рис. 4.19

Рис. 4.20

Цепь (s, 3, 2, t) — уве ли чи ва ю щая, так как все ее ду ги яв ля ются
до пу с ти мы ми уве ли чи ва ю щи ми ду га ми.

Оп ре де ле ние мак си маль но го по то ка ос но ва но на уве ли че нии
по то ка вдоль уве ли чи ва ю щей це пи на ве ли чи ну Δϕ.

Ал го ритм по ст ро е ния мак си маль но го по то ка вклю ча ет сле ду -
ющую по сле до ва тель ность:

1) за да ние на чаль но го зна че ния по то ка. Удоб но за да вать нуле -
вое на чаль ное зна че ние (V0 = 0);

2) по ст ро е ние уве ли чи ва ю щей це пи от вхо да к вы хо ду се ти. Ес ли
та кой це пи нет, то мак си маль ный по ток по ст ро ен, и его вели чи на

Vmax = ϕ(s, j) = ϕ(j, t),

в про тив ном слу чае пе ре хо дят к пунк ту 3;
3) уве ли че ние вдоль по ст ро ен ной це пи зна че ния по то ка на мак -

си маль но воз мож ную ве ли чи ну Δϕ, при этом по каж дой увели чи ва -
ю щей ду ге по ток уве ли чи ва ет ся на Δϕ, а по каж дой уменьша ю щей
ду ге умень ша ет ся на Δϕ.

Воз врат к пунк ту 2.

При мер 4.3. Оп ре де лим мак си маль ный по ток для се ти (см.
рис. 4.19). На чаль ный по ток в се ти за дан, сле до ва тель но, пункт 1
алго рит ма вы пол нен.

1. Уве ли чим по ток вдоль це пи (s, 1, 2, 4, t).
Вдоль ду ги (s, 1) по ток мож но уве ли чить на раз ни цу меж ду про -

пу ск ной спо соб но с тью этой ду ги 9 и уже про хо дя щим по ней по то -
ком 6 (9 – 6 = 3).

Σ
j = Np

Σ
j =Np



Ми ни маль ный раз рез АА, со от вет ст ву ю щий это му по то ку, со -
дер жит ду ги {(1, 2); (1,4); (3,4)}, а его про пу ск ная спо соб ность
6 + 3 + 4 = 13 со от вет ст ву ет ве ли чи не мак си маль но го по то ка.

Из при ме ра сле ду ет, что зна че ние Δϕ, на ко то рое уве ли чи -
вает ся по ток вдоль уве ли чи ва ю щей це пи, оп ре де ля ет ся сле -
ду ю щим об ра зом:

Δϕ = {Δϕ(u)} = 

Спе ци а ли с там ча с то при хо дит ся изу чать воз мож но с ти се -
тей с не за дан ной, же ст ко фик си ро ван ной ори ен та ци ей, на -
при мер, авто ма ги с т ра лей с двух сто рон ним дви же ни ем при
от сут ст вии сплош ной раз де ли тель ной по ло сы. При этом не -
о ри ен ти ро ванные се ти поз во ля ют уве ли чить зна че ние мак -
си маль ных по то ков по ним.

По ст ро ить мак си маль ный по ток в этом слу чае мож но по
следу ю ще му ал го рит му:

1) за ме нить каж дое ре б ро се ти, не вы хо дя щее из ис точ ни -
ка и не вхо дя щее в сток, дву мя про ти во по лож но на прав лен -
ны ми дуга ми, имeющи ми каж дая ту же про пу ск ную спо соб -
ность, что и за ме ня е мое ре б ро;

2) пе рей ти к ал го рит му по ст ро е ния мак си маль но го по то -
ка для ори ен ти ро ван ной се ти.

При мер 4.4. По ст ро им мак си маль ный по ток для ори ен ти ро -
ванной се ти, пред став лен ной на рис. 4.22.

На чаль ное зна че ние по то ка рав но ну лю V = 0. Уве ли чи ва ю щие
це пи:

1) (s, 1, 2, t), Δϕ = min (8, 4, 10) = 4;
2) (s, 1, 3, 4, t), Δϕ = min (8 – 4, 3, 2, 9) = 2. Боль ше уве ли чи ва ю -

щих це пей по ст ро ить нель зя.

Vmax = 6.

c(u) – Δϕ(u), ес ли ду га уве ли чи ва ю щая,
ϕ(u), ес ли ду га умень ша ю щая.

⎧
⎨
⎩

min
u ∈ U
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Вдоль ду ги (1, 2) ана ло гич ным об ра зом по ток мож но уве личить
на 3 (6 – 3).

Ду га (2, 4) яв ля ет ся умень ша ю щей. Мак си маль ная ве ли чи на,
на ко то рую мож но умень шить по ток по ней, рав на 2, т.е. зна чению
уже про хо дя ще го по то ка.

По ду ге (4, t) по ток мож но уве ли чить на 3 (7 – 4).
Та ким об ра зом, мак си маль ная ве ли чи на Δϕ, на ко то рую можно

уве ли чить по ток, со став ля ет на и мень шую из ве ли чин

Δϕ = min (3, 3, 2, 3) = 2,

при этом на каж дой уве ли чи ва ю щей ду ге по ток уве ли чи ва ет ся на
эту ве ли чи ну, а по каж дой умень ша ю щей — умень ша ет ся.

Но вое зна че ние при построении максимального по то ка за пи са -
но в скоб ках над ду гой (рис. 4.21).
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Рис. 4.21

По сле та ко го пе ре рас пре де ле ния зна че ние по то ка уве ли чилось
на 2 и ста ло рав ным V = 11 (8 + 3 = 6 + 5), а ус ло вие со хране ния по -
то ка в вер ши нах се ти по-преж не му вы пол ня ет ся. За метим, что ес ли
уве ли чить по ток не на 2, а на 3, то на ду ге (4, 2) полу чим от ри ца -
тель ное зна че ние –1 (2 – 3), что про ти во ре чит свой ст ву не от ри ца -
тель но с ти по то ка.

2. Рас смо т рим те перь цепь (s, 1, 2, t).
Эта цепь уве ли чи ва ю щая, так как все ду ги — до пу с ти мые. Поток

вдоль этой це пи мож но уве ли чить на

Δϕ = min (9 – 8; 6 – 5; 10 – 5) = 1.

Но вое зна че ние по то ка ука за но во вто рых скоб ках на рис. 4.21.
За ме тим, что ес ли до пу с тить уве ли че ние по то ка на 5, то поток

по ду гам (s, 1) и (1, 2) пре взой дет про пу ск ную спо соб ность этих дуг.
3. За тем рас смо т рим цепь (s, 3, 4, t)

Δϕ = min (8 – 3; 4 – 3; 7 – 6) = 1.

Боль ше уве ли чи ва ю щих це пей нет, сле до ва тель но, мак сималь -
ный по ток по ст ро ен. Его ве ли чи на:

Vmax = 11 + 1 + 1 = 9 + 4 = 6 + 7 = 13. Рис. 4.22



4.6.2. Ме тод вет вей и гра ниц

Су ще ст ву ет до ста точ но боль шой класс за дач, в ко то рых для
на хож де ния оп ти маль но го ре ше ния не об хо ди мо пе ре брать
все воз мож ные ва ри ан ты ре ше ний по ка ко му-ли бо кри те -
рию. Од нако та кой пря мой пе ре бор мо жет за нять очень мно го
вре ме ни. Напри мер, для вы бо ра оп ти маль ной по сле до ва -
тель но с ти про ве дения мар ке тин го вых ис сле до ва ний груп -
пой из т спе ци а ли с тов раз но го про фи ля в n объ ек тах рын ка
не об хо ди мо пе ре брать большое мно же ст во ва ри ан тов. В за -
да че ком ми во я же ра для фор ми рова ния оп ти маль но го мар ш -
ру та объ ез да n го ро дов не об хо ди мо выбрать один луч ший из
(n – 1)! ва ри ан тов по кри те риям вре ме ни, сто и мо с ти или дли-
не мар ш ру та. Эта за да ча свя за на с оп ре де ле нием га миль то -
но ва цик ла ми ни маль ной дли ны. В та ких слу ча ях мно же ст во
всех воз мож ных ре ше ний сле ду ет пред ста вить в ви де де ре -
ва — связ но го гра фа, не со дер жа ще го цик лов и пе тель. Про -
цесс раз би е ния мно же ст ва всех мар ш ру тов на не пе ре се ка ю -
щи е ся под мно же ст ва в ви де де ре ва пред став лен на рис. 4.26.
Ко рень это го де ре ва объ е ди ня ет все мно же ст во ва ри ан тов,
а вер ши ны дере ва — это под мно же ст ва ча с тич но упо ря до чен -
ных ва ри ан тов реше ний.

Вер ши на (i, j) со от вет ст ву ет подмноже ст ву всех мар ш ру -
тов, со дер жа щих ре б ро (i, j), а вер ши на (i, j) — под мно же ст ву
всех мар ш ру тов, где это ре б ро от сут ст ву ет.

Про цесс раз би е ния на эти под мно же ст ва мож но рас сма т -
ривать как ветв ле ние де ре ва. По это му ме тод на зы ва ет ся ме то -
дом по ис ка по де ре ву ре ше ний, или ме то дом вет вей и гра ниц.

Ме тод вет вей и гра ниц пред став ля ет со бой ал го ритм на -
правлен но го пе ре бо ра мно же ст ва ва ри ан тов ре ше ния за да чи.
Сущность это го ме то да со сто ит в том, что от кор ня де ре ва
вет вят ся не все вер ши ны.
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При мер 4.5. По ст ро им мак си маль ный по ток для не о ри ен ти ро -
ван ной се ти с той же струк ту рой (рис. 4.23).
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Рис. 4.23

Рис. 4.25 Рис. 4.26

Рис. 4.24

За ме няя ре б ра дву мя про ти во по лож но на прав лен ны ми ду гами,
строим максимальный поток в неориентированной сети (рис. 4.24).

Уве ли чи ва ю щие це пи:
1) (s, 1, 2, t), Δϕ = 4;
2) (s, 1, 3, 4, t), Δϕ = 3;
3) (s, 3, 2, t), Δϕ = 2;
4) (s, 3, 4, t), Δϕ = 2.
Боль ше уве ли чи ва ю щих це пей не су ще ст ву ет. Мак си маль ный

по ток Vmax = 7 + 4 = 9 + 2 = 11. Оп ти маль ная ори ен та ция се ти по -
ка за на на рис. 4.25.



За тем вы честь его из эле мен тов рас сма т ри ва е мой стро ки.
В свя зи с этим во вновь по лу чен ной ма т ри це (табл. 4.4)
в каж дой стро ке бу дет как ми ни мум один ноль.
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Cна ча ла про во дит ся оцен ка каж дой вер ши ны пер во го
уров ня, а за тем вет вит ся от той вер ши на, ко то рая по лу ча ет
луч шую оцен ку (ми ни маль ную или мак си маль ную) в со от -
вет ст вии с вы бран ным кри те ри ем. Од на ко вы чис лить точ ное
зна че ние кри те рия, не пере б рав всех ва ри ан тов, не воз мож но.
Что бы из бе жать этой ру тины, ис поль зу ют не точ ное зна че -
ние кри те рия, а оцен ку сни зу или свер ху, ко то рую на зы ва ют
ни жней оцен кой гра ни цы или верх ней оцен кой гра ни цы мно -
же ст ва ва ри ан тов. При этом оцен ка вер шины долж на удов ле -
тво рять сле ду ю щим тре бо ва ни ям:

1) оцен ка не долж на быть боль ше (при ми ни ми за ции) или
мень ше (при мак си ми за ции) ми ни маль но го (мак си маль но -
го) зна че ния функ ции для рас сма т ри ва е мо го мно же ст ва;

2) оцен ка под мно же ст ва ни жне го уров ня не долж на быть
мень ше (при ми ни ми за ции) или боль ше (при мак си ми за -
ции) зна че ния оцен ки под мно же ст ва бо лее вы со ко го уров ня;

3) оцен ка един ст вен но го ва ри ан та ре ше ния на по след нем
уров не точ но сов па да ет со зна че ни ем кри те рия це ле вой функ-
ции ре ше ния.

Про цесс раз би е ния на под мно же ст ва поз во ля ет по лу чить
под мно же ст во, со дер жа щее оп ти маль ный мар ш рут. Па ры го -
родов (зве нья) мар ш ру та фик си ру ют ся при дви же нии по де -
ре ву в об рат ном на прав ле нии к на чаль ной вер ши не. На каж -
дом ша ге ите ра ции на ос но ве срав не ния ни жних гра ниц
под мно жеств ветв ле ние вы пол ня ет ся толь ко из вер ши ны,
име ю щей мень шее зна че ние ни жней гра ни цы.

Рас смо т рим ре ше ние за да чи ком ми во я же ра с ис ход ны ми
дан ны ми, за пи сан ны ми в табл. 4.1.

Для оп ре де ле ния ни жней гра ни цы мно же ст ва вос поль зу -
ем ся опе ра ци ей ре дук ции, или при ве де ния ма т ри цы по стро -
кам и столб цам, для че го не об хо ди мо в каж дой стро ке ма т ри -
цы D найти ми ни маль ный эле мент табл. 4.3.

di = dij,   i = 1, n.min
j
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Таб ли ца 4.3

j
i

1 2 3 4 5 di

1
2
3
4
5

�
60
50
10
20

90
�
30
70
40

80
40
�
20
50

40
50
60
�
20

100
70
20
50
�

40
40
20
10
20

Таб ли ца 4.5

j
i

1 2 3 4 5 di

1
2
3
4
5

�
20
30

0(10)

0(0)

40
�

0(10)

50
10

40
0(20)

�
10
30

0(40)

10
40
�
0(0)

60
30

0(30)

40
�

40
10
0

10
0

dj 0 10 10 0 30

Таб ли ца 4.4

j
i

1 2 3 4 5

1
2
3
4
5

�
20
30
0
0

50
�
10
60
20

40
0

�
10
30

0
10
40
�
0

60
30
0

40
�

dj 0 10 0 0 0

За тем та кую же опе ра цию ре дук ции про во дим по столб -
цам, для че го в каж дом столб це табл. 4.4 на хо дим ми ни маль -
ный эле мент

dj = dij,   j = 1, n.min
i

Та ким об ра зом мы по лу чим пол но стью ре ду ци ро ван ную
матри цу (табл. 4.5). Ве ли чи ны di и dj на зы ва ют кон стан та ми
при ве дения. Cум ма кон стант при ве де ния оп ре де ля ет ни ж -
нюю гра ни цу

H = di + dj = 140.

Эле мент ма т ри цы dij со от вет ст ву ет рас сто я нию от пунк та
i до пунк та j. По сколь ку в ма т ри це n го ро дов, то D яв ля ет ся
ма т ри цей n	n c не от ри ца тель ны ми эле мен та ми dij 
 0. Каж -
дый до пу с ти мый мар ш рут пред став ля ет со бой цикл, по ко то -
ро му ком ми во я жер по се ща ет го род толь ко один раз и воз вра -

n

Σ
j =1

⎧
⎩

⎫
⎭

n

Σ
i =1



По сле опе ра ции при ве де ния со кра щен ная ма т ри ца бу дет
иметь вид табл. 4.8.
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ща ет ся в ис ход ный город. Дли на мар ш ру та оп ре де ля ет ся вы -
ра же ни ем

F(Mk) = dij,   k = 1, n – 1,

при чем каж дая стро ка и стол бец вхо дят в мар ш рут толь ко
один раз с эле мен том dij.

Оп ре де ля ем ре б ро ветв ле ния, для че го для всех кле ток
ма т рицы табл. 4.5 с ну ле вы ми эле мен та ми за ме ня ем по оче -
ред но ну ли на � и оп ре де ля ем для них сум му об ра зо вав ших -
ся кон стант приве де ния, они при ве де ны в скоб ках (табл. 4.5).
На и боль шая сумма кон стант при ве де ния рав на (40 + 0) = 40
для ре б ра (1, 4), следо ва тель но, мно же ст во раз би ва ет ся на
два под мно же ст ва {(1, 4)} вклю ча ю щее ре б ро, и {(1, 4)}, не
вклю ча ю щее ре б ро.

Ис клю че ние ре б ра (1,4) про во дим пу тем за ме ны эле мен -
та d1,4 = 0 на �, по сле че го осу ще ств ля ем оче ред ное при веде -
ние ма т ри цы рас сто я ний для об ра зо вав ше го ся под мно же ст -
ва {(1, 4)}, в ре зуль та те по лу чим ре ду ци ро ван ную ма т ри цу
(табл. 4.6).

n

Σ
(i, j)∈Mk
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Таб ли ца 4.6

j
i

1 2 3 4 5 di

1
2
3
4
5

�
20
30
0
0

40
�
0

50
10

40
0
�
10
30

�
10
40
�
0

60
30
0

40
�

40
0
0
0
0

dj 0 0 0 0 0 40

Таб ли ца 4.7

j
i

1 2 3 5 di

2
3
4
5

20
30
�
0

�
0

50
10

0
�
10
30

30
0

40
�

0
0

10
0

dj 0 0 0 0 10

Таб ли ца 4.8

j
i

1 2 3 5 di

2
3
4
5

20
30
�

0(30)

�
0(10)

40
10

0(20)

�
0(30)

30

30
0(30)

30
�

20
0

30
10

dj 20 10 0 30

Ни жняя гра ни ца га миль то но вых цик лов это го под мно же -
ст ва

Н(1, 4) = 140 + 40 = 180.

Вклю че ние ре б ра (1, 4) про во дит ся пу тем ис клю че ния
всех эле мен тов пер вой стро ки и чет вер то го столб ца табл. 4.6,
в ко торой эле мент d4,1 = 0 за ме ня ем на � для ис клю че ния об -
ра зо ва ния не га миль то но ва цик ла. В ре зуль та те по лу чим дру -
гую со кра щенную ма т ри цу (4 	4) табл. 4.7, ко то рая под ле -
жит опе ра ции приве де ния.

Cум ма кон стант при ве де ния со кра щен ной ма т ри цы

di + dj = 10.Σ
j

Σ
i

Ни жняя гра ни ца под мно же ст ва {(1,4)} рав на:

Н(1, 4) = 140 + 10 = 150 < 180.

По сколь ку ни жняя грани ца это го под мно же ст ва {(1, 4)}
меньше, чем под мно же ст ва {(1, 4)}, то ре б ро (1, 4) вклю ча ем
в мар ш рут.

За тем опять оп ре де ля ем ре б ро ветв ле ния. С этой це лью
оп реде ля ем сум му кон стант при ве де ния (ука за ны в скоб ках)
табл. 4.8 для ну ле вых кле ток, за ме няя их по оче ред но на �.
Мак сималь ная сум ма кон стант d4 + d3 = 30 + 0 = 30 при над -
ле жит и ре б ру (4, 3). Сле до ва тель но, раз биваем мно же ст во
мар ш ру тов {(1, 4)} на два под мно же ст ва {(1, 4); (4, 3)} и {(1, 4);
(4, 3)}.

Ис клю че ние ре б ра (4, 3) про во дим пу тем за ме ны эле мен -
та матри цы d4,3 = 0 на � (табл. 4.9).

Оп ре де ля ем кон стан ты при ве де ния и ни жнюю гра ни цу:

Н(4,3)= 150 + 30 = 180.

Вклю че ние ре б ра (4, 3) в ма т ри цу про во дим пу тем ис -
ключения эле мен тов тре ть ей стро ки и тре ть е го столб ца
(табл. 4.10).



Вы би ра ем ре б ро ветв ле ния (2, 1).
Ис клю ча ем ре б ро (2, 1) пу тем за ме ны d2,1 = 0 на �

(табл. 4.13).
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Оп ре де лим кон стан ты при ве де ния и ни жнюю гра ни цу
подмно же ст ва:

H(4, 3) = 150 + 20 = 170.

По сколь ку эта гра ни ца мень ше, то ре б ро (4, 3) вклю ча ем
в мар ш рут. За тем про во дим опе ра цию при ве де ния и по лу -
чим ре дуци ро ван ную ма т ри цу (табл. 4.11).
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Таб ли ца 4.9

j
i

1 2 3 5 di

2
3
4
5

20
30
�
0

�
0

40
10

0
�
�
30

30
0

30
�

0
0

30
0

dj 20 10 0 0 30

Таб ли ца 4.10

j
i

1 2 5 di

2
3
5

20
30
0

�
0

10

30
0
�

20
0
0

dj 20 10 0 20

Таб ли ца 4.11

j
i 1 2 5

2
3
5

0
30
0

�
0

10

10
0
�

Таб ли ца 4.12

j
i 1 2 5

2
3
5

0(10)

30
0(10)

�
0(10)

10

10
0(10)

�

Оп ре де ля ем ре б ро ветв ле ния, для че го по оче ред но ну ле -
вые эле мен ты ма т ри цы табл. 4.11 за ме ня ем на � и оп ре де ля -
ем для них сум му кон стант при ве де ния (ука за ны в скоб ках
табл. 4.12).

Таб ли ца 4.13

j
i

1 2 5 di

2
3
5

�
30
0

�
0

10

10
0
�

10
0
0

dj 0 0 0 10

Таб ли ца 4.14

Вы чис лим ни жнюю гра ни цу:
H(2, 1)= 170 + 10 = 180.

Вклю ча ем ре б ро (2,1) пу тем ис клю че ния пер вой стро ки и
пер во го столб ца, по лу чим со кра щен ную ма т ри цу (табл. 4.14).

H(2, 1)= 170 + 10 = 180.

j
i 2 5 di

3
5

0
10

0
�

0
10

dj 0 0

Таб ли ца 4.15

j
i 2 5

3
5

�
10

0
�

Для ис клю че ния об ра зо ва ния не га миль то но ва цик ла за -
ме няем d3,2 = 0 на �.

В ко неч ном ито ге по лу ча ем со кра щен ную ма т ри цу
табл. 4.15.

В со от вет ст вии с этой ма т ри цей вклю ча ем в га миль то нов
мар ш рут ре б ра (3, 5) и (5, 2). В ре зуль та те по де ре ву ветв ле -
ний га миль то нов цикл об ра зу ют ре б ра (1, 4), (4, 3), (3, 5),
(5, 2), (2, 1) (рис. 4.28) По сле до ва тель ность объ ез да го ро дов
ком ми во я же ром 1 — 4 — 3 — 5 — 2 — 1 пред став ле на ма т ри -
цей смеж но с ти в табл. 4.16. Дли на мар ш ру та рав на F(Mk) =
= 180 сов па да ет с ни жней гра ни цей под мно же ст ва.



7. Срав ни ва ем ни жние гра ни цы под мно жеств Н{(i, j)} и
Н{(i, j)} и под вер га ем под мно же ст во, име ю щее мень шее зна -
чение ни жней гра ни цы, ветв ле нию.

8. Оп ре де ля ем га миль то нов цикл при по лу че нии ма т ри -
цы 2 	2.

4.6.3. Ме то ды се те во го пла ни ро ва ния

Со вре мен ное раз но об ра зие, мно го связ ность и вза и мо за -
ви симость за дач ком мер че с кой де я тель но с ти вы зы ва ют
боль шие труд но с ти при пла ни ро ва нии ре аль ных сро ков их
вы пол не ния.

Тра ди ци он ные, сло жив ши е ся ме то ды пла ни ро ва ния и уп -
равле ния ино гда не обес пе чи ва ют вы пол не ние опе ра ций
в ком мерче с кой де я тель но с ти в на ме чен ные сро ки и не поз -
во ля ют оп реде лить оп ти маль ные объ е мы ре сур сов, а, как из -
ве ст но, «вре мя — день ги».

Не об хо ди мым свой ст вом си с те мы пла ни ро ва ния и уп рав -
ления ра бо та ми яв ля ет ся спо соб ность оце нить те ку щее со сто -
я ние, учесть воз мож ное со сто я ние в бу ду щем, пред ска зать
даль ней ший ход ра бот и та ким об ра зом обезопасить от воз -
мож ных оши бок, за ра нее опе ра тив но воз дей ст во вать на ход
ком плек са ра бот в сжа тые сро ки и с на и мень ши ми за тра та ми.

На и бо лее эф фек тив ны в на сто я щее вре мя се те вые ме то ды
и мо де ли, на ба зе ко то рых со зда ны ме то ды се те во го пла ни ро -
ва ния и уп рав ле ния (СПУ). Та кие си с те мы пред наз на че ны
для уп рав ления объ ек та ми осо бо го ти па и слож но с ти, по лу -
чив ши ми на звание ком плек сов вза и мо свя зан ных ра бот, ком -
мер че с ких опе раций, раз ра бо ток, ко то рые тре бу ют чет кой
ко ор ди на ции дей ст вий мно же ст ва ис пол ни те лей. СПУ поз -
во ля ет осу ще ст вить на деж ную ко ор ди на цию всех зве нь ев
и под раз де ле ний, уча ст вующих в слож ном ком плек се. В та -
ких слу ча ях СПУ, по су ще ст ву, яв ля ет ся един ст вен но воз -
мож ным ме то дом на уч но го пла ни ро вания и уп рав ле ния по
вы пол не нию боль ших мас шта бов ра бот с вы со кой ве ро ят но -
с тью со блю де ния за дан ных сро ков их ре а ли зации, что яв ля -
ет ся их глав ным до сто ин ст вом.

Осо бен ность СПУ за клю ча ет ся в том, что де я тель ность
всех кол лек ти вов ис пол ни те лей рас сма т ри ва ет ся в це лом
как еди ный ком плекс вза и мо свя зан ных и вза и мо за ви си мых
опе ра ций, направ лен ных на до сти же ние об щей ко неч ной це -
ли. Здесь ис пользу ет ся ин фор ма ци он но-ди на ми че с кая мо -
дель осо бо го ви да, так на зы ва е мая се те вая мо дель ло ги ко-ма -
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Ал го ритм ре ше ния за дач ме то дом вет вей и гра ниц вклю -
ча ет сле ду ю щую по сле до ва тель ность.

1. Про во дим опе ра цию ре дук ции ма т ри цы рас сто я ний по
стро кам и столб цам, на хо дим ни жнюю гра ни цу все го мно же -
ст ва мар ш ру тов:

H = di + dj.

2. В каж дой клет ке, в ко то рых dij = 0, по оче ред но за ме ня -
ем ну ли на �, за тем на хо дим но вые сум мы кон стант при ве -
де ния di + dj, ко то рые за пи сы ва ем в клет ках ря дом с ну лем
в скоб ках табл. 4.5, 4.8.

3. Вы би ра ем ре б ро ветв ле ния (i, j) по мак си маль ной ве ли -
чи не сум мы кон стант при ве де ния. За тем ис клю ча ем его из
мно же ст ва пу тем за ме ны эле мен та ма т ри цы dij = �. В ре -
зуль та те бу дет об разо ва но под мно же ст во мар ш ру тов {(i, j)}.

4. Ре ду ци ру ем по лу чен ную ма т ри цу рас сто я ний и оп ре де -
ля ем ни жнюю гра ни цу это го под мно же ст ва мар ш ру тов H(i, j).

5. Вклю ча ем ду гу (i, j) в мар ш рут пу тем ис клю че ния i-й
строки и j-го столб ца из ма т ри цы и за ме ны сим ме т рич но го
эле мен та ма т ри цы dji = � для ис клю че ния об ра зо ва ния не га -
миль то но ва цик ла.

6. Ре ду ци ру ем со кра щен ную ма т ри цу и оп ре де ля ем ни -
жнюю гра ни цу под мно же ст ва H(i, j).

Σ
j

Σ
i
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Рис. 4.27 Рис. 4.28

Таб ли ца 4.16

j
i

1 2 3 4 5

1
2
3
4
5

0
1
0
0
0

0
0
0
0
1

0
0
0
1
0

1
0
0
0
0

0
0
1
0
0



г) обес пе чи ва ет не пре рыв ность уп рав ле ния хо дом ра бот,
сво е вре мен ность при ня тия ре ше ний, опе ра тив ность вме ша -
тельства;

д) поз во ля ет ра ци о наль но ма не в ри ро вать вы де лен ны ми
ресур са ми;

е) да ет боль шую эко но мию вре ме ни, средств, энер гии, ма -
тери а лов и т.д.;

ж) дис цип ли ни ру ет ис пол ни те лей, со зда ет ся объ ек тив ная
кар ти на ка че ст ва ра бот, до ступ ная каж до му, ис клю ча ет ся
штурмов щи на;

з) со зда ет ся воз мож ность вы пол не ния вы чис ли тель ных
ра бот на ком пью те ре.

В на сто я щее вре мя ме то да ми СПУ ре ша ет ся око ло 14%
за дач об ще го объ е ма при ме ня е мых ма те ма ти че с ких ме то дов.
Ра бо ты по ис поль зо ва нию и раз ви тию СПУ по лу чи ли ши ро -
кое рас простра не ние в раз ных от рас лях на род но го хо зяй ст ва
на шей стра ны и за ру бе жом, уже на коп лен боль шой опыт
и сло жи лась своя исто рия. На при мер, в США в кон це 1950-х гг.
по яви лась си с те ма CRM — ме тод кри ти че с ко го пу ти — для
уп рав ле ния стро и тель ными ра бо та ми, за тем PERT — ме тод
оцен ки и об зо ра про грамм при раз ра бот ке ра кет но го во ору -
же ния «По ла рис».

В Рос сии ра бо ты по при ме не нию ме то дов и мо де лей СПУ
на ча лись с 1961 г. В про цес се раз ви тия по яви лись раз лич ные
целе вые си с те мы: ПУСК — пла ни ро ва ние, уп рав ле ние со зда -
ни ем ко раб ля; СУР — си с те ма уп рав ле ния раз ра бот ка ми;
АСОР — ав тома ти зи ро ван ная си с те ма ор га ни за ции ра бот;
ЦПК — цен т ра ли зован ное пла ни ро ва ние и кон троль и др.

В за ви си мо с ти от мас шта ба ком плек са ра бот раз ли ча ют
та кие си с те мы: боль шие раз работ ки с чис лом со бы тий в се ти
10�12 тыс., сред ние — 1,5�10 тыс. и ма лые — до 1,5 тыс. В слу-
чае неболь ших раз ра бо ток от не сколь ких де сят ков со бы тий
до 100 исполь зу ют ся руч ные ме то ды рас че та и ана ли за, в ос таль -
ных слу чаях — по спе ци аль ным ком пью тер ным про грам мам.

Ме то ды и мо де ли СПУ мо гут с ус пе хом при ме нять ся в ком-
мер че с кой де я тель но с ти при вы пол не нии раз лич ных ком -
плек сов ра бот: про ве де нии те ку ще го или ка пи таль но го ре -
мон та; ре конструк ции ком мер че с ких тор го вых пред при я тий;
под го тов ке и прове де нии оп то вых и роз нич ных яр ма рок; раз -
ра бот ке пла на коммер че с кой де я тель но с ти; за го тов ке, пе ре -
ра бот ке и за клад ке плодо овощ ной про дук ции на дли тель ное
хра не ние; пе ре во де пред при я тий тор гов ли на са мо об слу жи -
ва ние; опе ра тив ной ре кон ст рук ции сек ций су пер мар ке тов;
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те ма ти че с ко го опи са ния, поз во ля ю щая ал го рит ми зи ро вать рас -
че ты па ра ме т ров это го процес са: про дол жи тель но с ти, тру до -
ем ко с ти, сто и мо с ти и т.д. Систе мы рас счи та ны на ис поль зо ва-
ние ком пью тер ных си с тем об работ ки ис ход ных и опе ра тив ных
дан ных для рас че та кон тро ли руемых по ка за те лей и по лу че -
ния не об хо ди мых ана ли ти че с ких и от чет ных сво док.

В СПУ при ме ня ют ся гра фи че с кое изо б ра же ние или ана -
ли тиче с кая за пись пла на ра бот, в ко то рых от ра жа ют ся их ло -
ги че с кая по сле до ва тель ность, вза и мо связь, про дол жи тель -
ность, стоимость и др. Они со зда ют ся с це лью оп ти ми за ции
раз ра бо тан но го пла на и те ку ще го уп рав ле ния хо дом ра бот
пу тем пе ри о ди че с ко го сбо ра ин фор ма ции и со от вет ст ву ю -
щей кор рек ти ров ки пла на.

Эти си с те мы яв ля ют ся ком плек сом гра фи че с ких и рас -
чет ных ме то дов, ор га ни за ци он ных ме ро при я тий и кон троль -
ных приемов, обес пе чи ва ю щих мо де ли ро ва ние и ди на ми че с -
кую пе рестрой ку пла нов в ком мер че с кой де я тель но с ти.
При чем гра фи ческие ме то ды да ют на и бо лее на гляд но обо -
зри мую ин фор ма цию о хо де ком плек са ра бот как в це лом,
так и в де та лях. В це лом систе ма СПУ вклю ча ет сбор, пе ре -
ра бот ку ин фор ма ции, по сту пающей от уп рав ля е мо го объ ек -
та, вы ра бот ку ре ше ний на ее ос но ве и пе ре да чу рас по ря же -
ний на уп рав ля е мый объ ект.

СПУ кон цен т ри ру ют вни ма ние ру ко во ди те лей на са мых
важных ра бо тах ком плек са, от се и вая вто ро сте пен ные. Так,
при сложив ших ся ме то дах уп рав ле ния в по ле зре ния ру ко во -
ди те ля обычно на хо дит ся до 70% ра бот, что, бе зус лов но, за -
труд ня ет при ня тие им эф фек тив ных ре ше ний. Раз ра бот ка СПУ
поз во ли ла ус та новить, что прак ти че с ки лишь око ло 10% ра -
бот от все го ком плек са су ще ст вен но вли я ют на ход вы пол -
не ния ра бот. При этом вре мя, за тра чи ва е мое ру ко во ди те ля -
ми на ре ше ние во про сов уп рав ления, со кра ща ет ся на
50—60%. Кро ме то го, все уча ст ни ки ра бот на хо дят ся в объ -
ек тив но рав ных ус ло ви ях ос ве дом лен но с ти, что ока зы ва ет
вли я ние на ус пех за вер ше ния все го ком плек са ра бот в на ме -
чен ные сро ки.

Пре иму ще ст во СПУ за клю ча ет ся в сле ду ю щем:
а) кон цен т ри ру ет вни ма ние ру ко во ди те лей на не боль шом

чис ле ра бот и ис пол ни те лей;
б) ус та нав ли ва ет чет кую вза и мо связь меж ду ис пол ни те -

ля ми, обес пе чи вая тес ное ор га ни за ци он ное един ст во;
в) поз во ля ет в лю бой мо мент вре ме ни рас по ла гать ис чер -

пыва ю щей ин фор ма ци ей;
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2. На но сят ся на тра фа рет в со от вет ст вии со струк тур но-
времен ной табл. 4.2 по сле до ва тель но все ра бо ты.

3. Про сма т ри ва ют ся воз мож ные ва ри ан ты сле до ва ния со -
бытий и ра бот; таб лич ная за пись и фор мы изо б ра же ния при -
ве де ны на рис. 4.30.

4. Всем стрел кам се те во го гра фи ка за да ют об щее на прав -
ле ние сле ва на пра во.

5. Не долж но быть стре лок, ко то рые ни от ку да не вы хо дят
и ни ку да не вхо дят.

6. Меж ду од ной па рой со бы тий мож но изо б ра зить толь ко
одну ра бо ту.

7. При не об хо ди мо с ти изо б ра же ния двух па рал лель но вы -
полнен ных ра бот меж ду дву мя со бы ти я ми 5 и 7 (рис. 4.31, а)
вво дят до пол ни тель ное про ме жу точ ное со бы тие 6 и фик тив -
ную ра бо ту (6, 7) с ну ле вой про дол жи тель но с тью (рис. 4.31, б).

8. Из се ти ис клю ча ют ту пи ко вые со бы тия, от ко то рых не
начи на ет ся ни од на ра бо та, за ис клю че ни ем за вер ша ю ще го
со бытия ком плек са.
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стро и тель ст ве уни версаль ных оп то вых пред при я тий; раз ра -
бот ке пла на раз ви тия тор говой се ти; пла ни ро ва нии тор го вой
де я тель но с ти; со став ле нии бух гал тер ско го от че та; по став ке
то ва ров по ку па те лям; за клю чении до го во ров на по став ку; от -
кры тии но во го тор го во го пред приятия, а так же мно гих ком -
плек сов фи нан со во-ком мер че с ких опе ра ций.

Под го тов ка за дач к ре ше нию. На пред ва ри тель ном эта -
пе се тево го мо де ли ро ва ния оп ре де ля ют ся струк ту ра ком -
плек са ра бот, по сле до ва тель ность вы пол не ния от дель ных
опе ра ций, со став и вза и мо связь ор га ни за ций со ис пол ни те -
лей, ори ен ти ро воч ные сро ки по ста вок, по треб ность в ос нов -
ных ре сур сах и ас сиг но вани ях. Внеш ние свя зи пла на ра бот
тор го во го пред при я тия со гласо вы ва ют ся со все ми ор га ни за -
ци я ми. За тем пе ре хо дят к ис ход ному пла ни ро ва нию по од -
но му из трех ва ри ан тов.

В пер вом слу чае про во дят рас чле не ние ком плек са ра бот
центра ли зо ван но «свер ху вниз» на со став ля ю щие эле мен ты,
на ба зе ко то рых от вет ст вен ным ис пол ни те лям вы да ют ся за -
да ния.

Вто рой ва ри ант по ст ро е ния се те вой мо де ли «сни зу
вверх» бази ру ет ся на сши ва нии, т.е. со еди не нии не сколь ких
пер вич ных се те вых гра фи ков, по лу чен ных от от вет ст вен ных
ис пол ни те лей, в од ну сеть.

Тре тий, на и бо лее рас про ст ра нен ный спо соб «свер ху
вниз» — «сни зу вверх» вклю ча ет по оче ред ное чле не ние ком -
плек са ра бот и ук руп не ние с ко ор ди на ци ей на ос но ве пер -
вич ных гра фи ков ответ ст вен ных ис пол ни те лей, де таль но
пред став ля ю щих спе ци фику опе ра ций.

От вет ст вен ные ис пол ни те ли в си с те мах СПУ — это спе -
ци а листы, осу ще ств ля ю щие ру ко вод ст во ра бо та ми по от -
дель ным частям ком плек са и не су щие за них пер со наль ную
от вет ст вен ность.

Бо лее на гляд ное пред став ле ние о со дер жа нии ра бот в це лом
и в де та лях да ет по ст ро е ние се те вой мо де ли ком плек са ра бот.

4.6.4. Пра ви ла по ст ро е ния се те вых мо де лей

На и бо лее рас про ст ра нен ным спо со бом изо б ра же ния СПУ
яв ля ют ся се те вые мо де ли в тер ми нах ра бот и со бы тий, где
ра бо ты изо б ра жа ют ся стрел ка ми, а со бы тия — круж ка ми (см.
рис. 4.15, 4.16). При по ст ро е нии се те вых мо де лей сле ду ет
при дер жи вать ся сле ду ю щих ос нов ных пра вил.

1. Стро ит ся тра фа рет со бы тий (рис. 4.29).
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Рис. 4.29

Рис. 4.30

i j
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—
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(0, 1)
(0, 1)

Работа Опорная
работа

(1, 3)
(2, 3)
(3, 4)

—
—

(1, 3), (2, 3)



4.6.5. Па ра ме т ры се те вых мо де лей 
и ме то ды их рас че та

Ос нов ные па ра ме т ры се те вых мо де лей — это кри ти че с кий
путь, ре зер вы вре ме ни со бы тий, ра бот и пу тей. Кро ме этих
по каза те лей име ет ся ряд вспо мо га тель ных, ко то рые яв ля ют ся
ис ходны ми для по лу че ния до пол ни тель ных ха рак те ри стик
по ана ли зу и оп ти ми за ции се те во го пла на ком плек са работ.

При рас че тах при ме ня ют сле ду ю щие обо зна че ния па ра -
метров се те вой мо де ли:

tj
p — ран ний срок свер ше ния j-го со бы тия;

tj
п — по зд ний срок свер ше ния j-го со бы тия;

Rj — ре зерв вре ме ни на свер ше ние j-го со бы тия;
tij

p.н — ран ний срок на ча ла ра бо ты (i, j);
tij

p.о — ран ний срок окон ча ния ра бо ты (i, j);
tij

п.н — по зд ний срок на ча ла ра бо ты (i, j);
tij

п.о — по зд ний срок окон ча ния ра бо ты (i, j);
rij

п — пол ный ре зерв вре ме ни ра бо ты (i, j);
rij

с.в — сво бод ный ре зерв вре ме ни ра бо ты (i, j);
kij

н — ко эф фи ци ент на пря жен но с ти ра бо ты (i, j);
Тп — про дол жи тель ность пу ти Lп; Тп = t(Lп);
Ткр — про дол жи тель ность кри ти че с ко го пу ти Lкр;
R(Lп) — пол ный ре зерв вре ме ни пу ти Lп.
Рас смо т рим оп ре де ле ния и мо де ли рас че та па ра ме т ров

се тевой мо де ли.
Ран ний срок свер ше ния j-го со бы тия tj

p — на и бо лее ран ний
(мини маль ный) из воз мож ных мо мен тов на ступ ле ния дан -
но го со бытия при за дан ной про дол жи тель но с ти ра бот.

По зд ний срок свер ше ния j-го со бы тия tj
п — на и бо лее по зд -

ний (мак си маль ный) из до пу с ти мых мо мен тов на ступ ле ния
дан но го со бы тия, при ко то ром еще воз мож но вы пол не ние
всех по сле дующих ра бот в ус та нов лен ный срок.

Ре зерв вре ме ни на свер ше ние j-го со бы тия Rj — это про ме -
жу ток вре ме ни, на ко то рый мо жет быть от сро че но на ступ ле -
ние со бытия j без на ру ше ния сро ков за вер ше ния все го ком п -
лек са, оп ре деля ет ся как раз ность меж ду по зд ним tj

п и ран ним
tj

p сро ка ми наступ ле ния со бы тия  Rj = tj
п – tj

p.
Ран ний срок на ча ла ра бо ты tij

p.н — на и бо лее ран ний (ми ни -
маль ный) из воз мож ных мо мен тов на ча ла дан ной ра бо ты
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9. Про во дят пре об ра зо ва ние ге о ме т рии вза им но го рас по -
ложе ния ра бот и со бы тий к ви ду, удоб но му для вос при я тия
в це лом, ус т ра ня ют пе ре се че ния ра бот.

10. Ну ме ра цию со бы тий про во дят по сле до ва тель но сле ва
на пра во и свер ху вниз.

По ст ро ен ная по ис ход ным дан ным табл. 4.2 и пе ре чис лен -
ным пра ви лам вза и мо свя зи ра бот и со бы тий (рис. 4.32) пред -
став ля ют со бой се те вую мо дель за да чи по пе ре во ду ком мер -
че с кого пред при я тия на са мо об слу жи ва ние.

В слу чае боль ших ком плек сов ра бот от вет ст вен ные ис -
пол ни те ли сна ча ла стро ят ча ст ные се те вые гра фи ки, а за тем
фор ми руют свод ную мо дель ком плек са пу тем их сши ва ния.

Ус та нов ле но, что на ли с те бу ма ги раз ме ром 1,5 	2 м мож но
раз ме с тить се те вой гра фик, вклю ча ю щий до 1000 со бы тий.

Сле ду ет учи ты вать, что се те вые мо де ли боль шо го объ е ма
труд но обоз ри мы. В свя зи с этим про во дят ук руп не ние се те -
вой мо де ли пу тем ус т ра не ния ме нее важ ных фраг мен тов и,
сле до ватель но, умень ше ния чис ла изо б ра жа е мых со бы тий
и ра бот, остав ляя толь ко на и бо лее зна чи мые.
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Рис. 4.31
а — неправильно; б — правильно

Рис. 4.32



kij
н = ,

где t(Lmax) — дли тель ность мак си маль но го из не кри ти че с ких
пу тей, про ходя щих че рез ра бо ту (i, j); t �(Lкр) — про дол жи -
тель ность ча с ти кри ти че с ких ра бот, вхо дя щих в рассма т ри -
ва е мый путь Lmах.

Чем бли же ко эф фи ци ент на пря жен но с ти к 1, тем слож нее
вы пол нять эту ра бо ту в ус та нов лен ные сро ки.

Ме то ды рас че та па ра ме т ров се те вой мо де ли де лят ся на
две груп пы.

В пер вую груп пу вхо дят ана ли ти че с кие ме то ды, ко то рые
включа ют вы чис ле ния по фор му лам не по сред ст вен но на се -
те вом графи ке, таб лич ный и ма т рич ный ме то ды.

Ко вто рой груп пе от но сят ся ме то ды, ос но ван ные на те о -
рии ста ти с ти че с ко го мо де ли ро ва ния, ко то рые це ле со об раз но
при менять при рас че те сто ха с ти че с ких се тей с очень боль -
шим раз бросом воз мож ных сро ков вы пол не ния ра бот.

В ка че ст ве при ме ра рас смо т рим из пер вой ана ли ти че с кой
груп пы таб лич ный ме тод рас че та па ра ме т ров. В этом слу чае
запол не ние табл. 4.17 про из во дит ся по сле до ва тель но по сле -
дующим пра ви лам:

а) гра фы 1 и 3 за пол ня ют ся на ос но ве ис ход ных дан ных,
представ лен ных в струк тур но-вре мен ной табл. 4.2;

t(Lmax) – t �(Lкр)
——————————

Tкр – t �(Lкр)
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при задан ной про дол жи тель но с ти ра бот. Он сов па да ет с ран -
ним сро ком на ступ ле ния ее на чаль но го со бы тия

tij
p.н = tj

p.

Ран ний срок окон ча ния ра бо ты tij
p.о — на и бо лее ран ний

(ми нималь ный) из воз мож ных мо мен тов окон ча ния дан ной
ра бо ты при за дан ной про дол жи тель но с ти ра бот. Он пре вы -
ша ет ран ний срок на ступ ле ния ее со бы тия i на ве ли чи ну про -
дол жи тель но с ти ра бо ты

tij
p.о = tj

p + tij.

По зд ний срок на ча ла ра бо ты tij
п.н — на и бо лее по зд ний (мак  -

сималь ный) из до пу с ти мых мо мен тов на ча ла дан ной ра бо ты,
при ко то ром еще воз мож но вы пол не ние всех по сле ду ю щих
ра бот в ус та нов лен ный срок

tij
п.н = tj

п – tij.

По зд ний срок окон ча ния ра бо ты tij
п.о — на и бо лее по зд ний

(мак си маль ный) из до пу с ти мых мо мен тов окон ча ния дан -
ной рабо ты, при ко то ром еще воз мож но вы пол не ние по сле -
ду ю щих работ в ус та нов лен ный срок

tij
п.о = tj

п.

Пол ный ре зерв вре ме ни ра бо ты (i, j) rij
п — мак си маль ное

вре мя, на ко то рое мож но от сро чить на ча ло или уве ли чить
про дол житель ность ра бо ты tij без из ме не ния об ще го сро ка
вы пол не ния ком плек са

rij
п = tj

п – ti
р – tij.

Сво бод ный ре зерв вре ме ни ра бо ты (i, j) rij
с.в — мак си маль -

ное вре мя, на ко то рое мож но от сро чить на ча ло или уве ли -
чить продол жи тель ность ра бо ты при ус ло вии, что все со бы -
тия се ти на ступа ют в свои ран ние сро ки:

rij
с.в = tj

р – ti
р – tij..

Пол ный ре зерв вре ме ни пу ти R(Lп) по ка зы ва ет, на сколь ко
могут быть уве ли че ны про дол жи тель но с ти всех ра бот в сум -
ме пу ти Lп от но си тель но кри ти че с ко го пу ти Lкр

R(Lп) = t(Lкр) – t(Lп) = Tкр – Tп.

Ко эф фи ци ент на пря жен но с ти ра бо ты (i, j) kij
н ха рак те ри -

зу ет на пря жен ность по сро кам вы пол не ния ра бо ты (i, j) и оп -
ре де ля ется по фор му ле
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Таб ли ца 4.17

Работа
(i, j)

Количе -
ство пред-

шеству-
ющих
работ

Про-
дол-
жи-

тель-
ность

tij

Сроки  выполнения работ Резервы времени

ранние поздние работ

собы-
тий Rj

начало
tij

p.н

окон-
чание

tij
p.о

начало
tij

п.н

окон-
чание

tij
п.0

пол-
ный

tij
п

сво-
бод-
ный
tij

с.в

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(0, 1)
(1, 2)
(1, 3)
(2, 4)
(3, 5)
(4, 6)
(5, 6)
(5, 8)
(5, 7)
(6, 8)
(7, 8)
(8, 9)

0
1
1
1
1
1
1
1
1
2
1
3

15
16
6
6
5
8
6

14
8
2
4
3

0
15
15
31
21
37
26
26
26
45
34
37

15
31
21
37
26
45
32
40
34
47
38
50

0
15
22
31
28
37
39
33
35
45
43
47

15
31
28
37
33
45
45
47
43
47
47
50

0
0
7
0
7
0

13
7
9
0
9
0

0
0
0
0
0
0

13
7
0
0
9
0

0
0
7
0
7
0
0
0
9
0
0
0



4.6.6. Ана лиз се те вых мо де лей

Ана лиз се те вой мо де ли про во дим с це лью вы яв ле ния ре -
зервов и «уз ких мест». Таб лич ный ме тод рас че та па ра ме т ров
(табл. 4.17) поз во ля ет ре шить эту за да чу. Од на ко боль шую
на гляд ность все же да ет гра фи че с кий ме тод ана ли за. Со еди -
не ние раз лич ных ме то дов се те во го мо де ли ро ва ния поз во ля -
ет объ е ди нить их преиму ще ст ва.

Сле ду ет по мнить, что об на ру жен ные ре зер вы поз во ля ют
бо лее гиб ко уп рав лять ком плек сом ра бот пу тем их ра зум но -
го пе ре распре де ле ния с од них ра бот на дру гие, бо лее на пря -
жен ные, не произ воль но, а обос но ван но по спе ци аль ным ме -
то дам оп ти ми за ции.

Ана лиз се те вой мо де ли (рис. 4.32) на чи на ем с оп ре де ле -
ния ми ни маль но го вре ме ни вы пол не ния все го ком плек са ра -
бот. Для этой це ли про сле дим все воз мож ные пу ти пе ре хо да
из ис ход но го со бы тия (0) к за вер ша ю ще му (9). Та ких пу тей
че ты ре:

L1 = [(0, 1) (1, 2) (2, 4) (4, 6) (6, 8) (8, 9)];
L2 = [(0, 1) (1, 3) (3, 5) (5, 6) (6, 8) (8, 9)];
L3 = [(0, 1) (1, 3) (3, 5) (5, 6) (8, 9)];
L4 = [(0, 1) (1, 3) (3, 5) (5, 7) (7, 8) (8, 9)].

Оп ре де лим дли тель ность этих пу тей:

T1 = t(L1) = t0, 1 + t1, 2 + t2, 4 + t4, 6 + t6, 8 + t8, 9 =
= 16 + 16 + 6 + 8 + 2 + 3 = 50 дн.;

T2 = t(L2) = t0, 1 + t1, 3 + t3, 5 + t5, 6 + t6, 8 + t8, 9 =
= 15 + 6 + 5 + 6 + 2 + 3 = 37 дн.;

T3 = t(L3) = t0, 1 + t1, 3 + t3, 5 + t5, 6 + t8, 9 =
= 15 + 6 + 5 + 14 + 3 = 43 дн.;

T4 = t(L4) = t0, 1 + t1, 3 + t3, 5 + t5, 7 + t7, 8 + t8, 9 =
= 15 + 6 + 5 + 8 + 4 + 3= 41 дн.

По сколь ку мно гие из ра бот, ле жа щих на этих пу тях, вы -
пол няют ся па рал лель но, об щий срок пе ре во да ком мер че с ко -
го предпри ятия на са мо об слу жи ва ние бу дет оп ре де лять ся
пу тем мак сималь ной про дол жи тель но с ти, на зы ва е мым кри -
ти че с ким:

Tкр = {t(Li)} = 50 дн.

Дли тель ность пу ти L2 со став ля ет t(L2) = 37 дней, т.е. ми -
нималь на, од на ко не поз во ля ет вы пол нить все ра бо ты ком п -
лек са.

max
i
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б) в гра фе 2 за пи сы ва ет ся ко ли че ст во пред ше ст ву ю щих
ра бот по се те во му гра фи ку или оп ре де ля ет ся из гра фы 1 по
чис лу ра бот, име ю щих вто рой ци ф рой в ко де ту, с ко то рой
на чи на ет ся дан ная ра бо та. На при мер, в гра фе 1 име ют ся три
ра бо ты, окан чи ва ю щиеся на ци ф ру 8: (5, 8); (6, 8); (7, 8), по -
это му ра бо та (8, 9) име ет три пред ше ст ву ю щие ра бо ты;

г) в гра фе 4 ран нее на ча ло ра бот, вы хо дя щих из ис ход но го
собы тия, а ран нее окон ча ние этих ра бот рав но их про дол жи -
тель ности (графа 5). Ран нее на ча ло по сле ду ю щих ра бот оп -
ре де ля ет ся путем вы бо ра мак си маль но го из сро ков ран не го
окон ча ния предше ст ву ю щих ра бот. Ко ли че ст во срав ни ва е мых
сро ков рав но коли че ст ву пред ше ст ву ю щих ра бот гра фы 2. Ран-
нее на ча ло по следу ю щих ра бот мож но оп ре де лить по сле то го,
как най де но ран нее окон ча ние пред ше ст ву ю щих. В свою оче -
редь ран нее окон ча ние каж дой ра бо ты на хо дит ся как сум ма
ве ли чин ран не го на ча ла и про дол жи тель но с ти дан ной ра бо ты;

г) про дол жи тель ность кри ти че с ко го пу ти оп ре де ля ет ся
по сле за пол не ния граф 4 и 5 как мак си маль ная ве ли чи на из
сро ков ранне го окон ча ния ра бот, ко то рые ве дут к за вер ша ю -
ще му со бы тию 9;

д) най ден ная ве ли чи на кри ти че с ко го пу ти Ткр = 50 дням
зано сит ся в гра фу 7 для всех ра бот, ве ду щих к за вер ша ю ще му
со бытию. За тем за пол не ние ве дет ся сни зу вверх. На хо дят ся все
ра боты, сле ду ю щие за рас сма т ри ва е мой, и оп ре де ля ют ся раз -
но сти меж ду по зд ним окон ча ни ем этих ра бот и их про дол жи -
тель но с тями. Ми ни маль ная из ве ли чин за но сит ся в гра фу 7;

е) в гра фе 6 по зд нее на ча ло ра бо ты оп ре де ля ет ся как раз -
ность по зд не го окон ча ния этих ра бот и их про дол жи тель но -
с ти (из значе ний гра фы 7 вы чи та ют ся дан ные гра фы 3);

ж) в гра фе 8 пол ный ре зерв вре ме ни ра бо ты оп ре де ля ет ся
разно с тью меж ду зна че ни я ми граф 7 и 5. Ес ли он ра вен ну -
лю, то рабо та яв ля ет ся кри ти че с кой;

з) в гра фе 10 ре зерв вре ме ни со бы тий j оп ре де ля ет ся как
разность по зд не го окон ча ния ра бо ты, за кан чи ва ю ще го ся со -
бы ти ем j гра фы 7, и ран ним на ча лом ра бо ты, на чи на ю щим ся
со бы ти ем j; и) зна че ние сво бод но го ре зер ва вре ме ни ра бо ты
оп ре де ля ется как раз ность зна че ний гра фы 10 и дан ных гра -
фы 8 и ука зы вает на рас по ло же ние ре зер вов, не об хо ди мых
для оп ти ми за ции.

Поль зу ясь по лу чен ны ми зна че ни я ми па ра ме т ров ра бот
по пере во ду пред при я тия тор гов ли на са мо об слу жи ва ние
(табл. 4.17), мож но пе рей ти к ана ли зу се те вой мо де ли, а за -
тем про ве с ти оп тими за цию.
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Дли тель ность всех ос таль ных пу тей Т2, Т3, Т4 мень ше, по -
этому вво дим фик тив ные со бы тия 5�, 8�, 7� и фик тив ные ра бо -
ты (5�, 6), (8�, 8), (7�,8) с ну ле вой про дол жи тель но с тью.

В ре зуль та те мы по лу чи ли пол ную кар ти ну рас по ло же -
ния мест сво бод ных ре зер вов вре ме ни ра бот rс.в

5, 6 = 13 дням,
rс.в

5, 8 = 7 дням и rс.в
7, 8 = 9 дням. На и бо лее на пря жен ны ми явля -

ют ся ра бо ты кри ти че с ко го пу ти L1, ко то рые не име ют ре зер -
вов и по это му яв ля ют ся «уз ки ми ме с та ми» ком плек са ра бот.

Та ким об ра зом, в ре зуль та те ана ли за се те вой мо де ли мы
по лучи ли не об хо ди мые дан ные для про ве де ния оп ти ми за ции.

На ли чие ре зер вов поз во лит про ве с ти оп ти ми за цию се те -
во го гра фи ка пу тем луч ше го пе ре рас пре де ле ния вы де лен ных
ре сур сов и по ст ро ить бо лее эко ном ный план, ко то рый даст воз -
мож ность вы пол нить весь ком плекс ра бот за мень шее вре мя.

4.6.7. Оп ти ми за ция се те вых мо де лей

Се те вой гра фик ра бот со став лен та ким об ра зом, что из -
рас ходо ва ны все ре сур сы B. Од на ко на этом гра фи ке не все
ра бо ты кри ти че с кие, по это му мож но умень шить вре мя Ткр за
счет ре зервов, об ра зу ю щих ся на не кри ти че с ких ра бо тах. Пе -
ре не ся эти резер вы на кри ти че с кие ра бо ты, мож но умень шить
вре мя их выпол не ния и тем са мым по лу чить но вые сро ки вы -
пол не ния ра бот и со от вет ст вен но мень ший Ткр. Оп ти маль ным
се те вым пла ном бу дет та кой план, ког да Т 0

кр по лу чит ся на и -
мень шим из всех возмож ных в дан ных ус ло ви ях. Оче вид но, но-
вые дли тель но с ти всех пу тей в та ком слу чае бу дут рав ны, т.е.

Т1
0 = Т2

0 = Т3
0 = Т4

0 = Т 0
кр.

Ме ха низм пе ре рас пре де ле ния средств вклю ча ет умень ше-
ние средств ча с ти ра бот (i, j) на не ко то рую ве ли чи ну xij < bij,
что приво дит, ес те ст вен но, к уве ли че нию вре ме ни ее вы пол -
не ния:

t �ij = f(xij) > tij.

Сред ст ва xij, вло жен ные в дру гую ра бо ту (h, k), хij = хhk,
при водят к умень ше нию вре ме ни ее вы пол не ния:

t�hk = f(xhk) > thk.

Про дол жи тель ность вы пол не ния ра бот за ви сит от объ е ма
выде лен ных ре сур сов (действует фор му ла «вре мя — день ги»)
и не зави сит от то го, ка ким об ра зом эти ре сур сы бы ли ин ве -
с ти ро ва ны. Не труд но по ка зать, что эта за ви си мость не ли -
ней ная и мо жет быть пред став ле на вы ра же ни ем
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Дли тель ность пу ти L1 со став ля ет t(L1) = 50 дней, од на ко
за это вре мя все ра бо ты ком плек са мо гут быть вы пол не ны.
Сле до ватель но, ми ни маль ное вре мя, за ко то рое мо жет быть
вы пол нен весь ком плекс ра бот, со став ля ет 50 дней, сле до ва -
тель но, путь L1 яв ля ет ся кри ти че с ким.

Те перь оп ре де лим пол ные ре зер вы вре ме ни по всем пу тям:
R(L1) = Tкр – T1 = 0;
R(L2) = Tкр – T2 = 13 дн.;
R(L3) = Tкр – T3 = 7 дн.;
R(L4) = Tкр – T4 = 9 дн.

В пре де лах име ю щих ся ре зер вов вре ме ни с вы пол не ни ем
неко то рых ра бот мож но не спе шить, и об щий срок вы пол не -
ния ком плек са ра бот не уве ли чит ся. Ес ли же дли тель ность
вы пол нения лю бой из ра бот кри ти че с ко го пу ти уве ли чи лась,
то об щий срок вы пол не ния ком плек са не из беж но воз ра с тет.

Для на гляд но го вы яв ле ния мест рас по ло же ния ре зер вов
вре мени по ст ро им се те вой гра фик ра бот в мас шта бе вре ме ни
(рис. 4.33).

По ст ро е ние на чи на ет ся с кри ти че с ко го пу ти Lкр в со от -
ветствии с пра ви ла ми се те во го мо де ли ро ва ния по гра фи ку
со бы тий с уче том изо б ра же ния дли тель но с тей ра бот tij
в мас шта бе вре ме ни по оси аб сцисс. По оси ор ди нат дли ны
стре лок вы би ра ют ся из со об ра же ний удоб ст ва вос при я тия
то по ло гии се ти в це лом. Этим объ яс ня ет ся боль шая дли на
стрел ки ра бо ты (6, 8) в срав нении с ра бо той (4, 6), хо тя по
мас шта бу вре ме ни дли тель ность t4, 6 боль ше t6, 8.
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Рис. 4.33



Пе ред на ча лом оп ти ми за ции рас по ло жим дли тель но с ти
всех пу тей по сле до ва тель но в по ряд ке уве ли че ния их ре зер -
вов.

На пер вом эта пе оп ти ми за ции вы би ра ем ре зерв ра бот, бли -
жай ший к кри ти че с ко му пу ти L1 = 50 дней, путь L3 = 43 дня.
На этом пу ти L3 не кри ти че с кая ра бо та (5, 8�) име ет сво бод -
ный ре зерв вре ме ни rс.в

5, 8� =7 дней. Ус ло вие до пу с ти мо с ти ре -
ше ния по ве ли чине пе ре но си мых средств оп ре де ля ет ся вы -
ра же ни ем

x5, 8� � .

Пе ре не сем часть средств ра бо ты (5, 8�) на ра бо ту кри ти -
ческо го пу ти (1, 2).

За ме ча ние. Пе ре но сить сред ст ва с ра бо ты од но го пу ти, на-
при мер (5, 8�) пу ти L2, на лю бую ра бо ту, да же и кри ти че с кую,
но вхо дя щую в этот же путь L2, на при мер (0, 1), нель зя.

Ве ли чи ну пе ре но си мых средств и дли тель но с ти но вых
равных кри ти че с ких пу тей T �1 = T �3 = T �кр мож но най ти, со ста -
вив и ре шив сле ду ю щую си с те му урав не ний:

Най дя ве ли чи ну пе ре но си мых средств, про ве ря ем до пу с -
тимость та ко го ре ше ния по ог ра ни че нию. Ес ли оно не до пу с -
ти мо, то пе ре но сим сред ст ва на лю бую дру гую ра бо ту; опять
со став ляем но вую си с те му урав не ний и та ким об ра зом про -
дол жа ем оп тими за цию. Но вые дли тель но с ти ра бот (5, 8�)
и (1, 2) на хо дим по фор му лам

t �5, 8� = t5, 8�(1 + c5, 8� x5, 8�);
t �1, 2 = t1, 2(1 – c1, 2 x1, 2),

а дли тель но с ти но вых кри ти че с ких пу тей оп ре де ля ем из сле -
дующе го вы ра же ния:

T �1 = T �3 = T �кр = T1 – t1, 2 c1, 2 x1, 2.

На вто ром эта пе рас сма т ри ва ем сле ду ю щий бли жай ший
некри ти че с кий путь L4, на ко то ром у ра бо ты (7, 7�) име ет ся
сво бодный ре зерв вре ме ни

rс.в
7, 7� = T �кр – T4.

Про ве ря ем ус ло вие до пу с ти мо с ти ре ше ния от но си тель но
вели чи ны пе ре но си мых средств

x5, 8� = x1, 2,
T3 + t5, 8� c5, 8� x5, 8� = T1 – t1, 2 c1, 2 x1, 2.

⎧
⎨
⎩

rс.в
5, 8�

—————
t5, 8� c5, 8�
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t = t0 1 ± c
n

= t0 exp (cx) = t0 exp ,

что по ка зы ва ет на экс по нент ную фор му свя зи.
В прак ти ке вы пол не ния рас че тов эти функ ции обыч но

представ ля ют при бли жен но ли ней ны ми вы ра же ни я ми сле -
ду ю ще го ви да:

t �ij = tij(1 + cij xij) = tij + tij ;

t �hk = thk(1 + cyr xhk) = thk – thk .

В свя зи с тем что вы де лен ные ре сур сы В ог ра ни че ны, долж-
но вы пол нять ся ус ло вие их со хра не ния, т.е. сум ма средств,
сни маемых с ра бот (i, j), долж на быть рав на сум ме средств,
пе ре да ва е мых ра бо там (h, k)

xij = xhk,

где М — чис ло ра бот, с ко то рых сред ст ва сни ма лись; N — чис -
ло ра бот, на ко то рые сред ст ва пе ре но си лись.

На этом ос но ва нии об щий срок вы пол не ния все го ком п лек  -
са ра бот оп ре де ля ет ся це ле вой функ ци ей сле ду ю ще го ви да:

Tкр = rl, m + f(xhk),

где (l, m) — но ме ра ра бот кри ти че с ко го пу ти, сред ст ва ко то -
рых не из ме нялись.

В про цес се пе ре рас пре де ле ния средств не об хо ди мо со -
блюдать ус ло вие ог ра ни че ния на ве ли чи ну сни ма е мых
средств xij с ра бо ты (i, j), ко то рое оп ре де ля ет ся на ли чи ем сво -
бод но го ре зер ва вре ме ни rij

с.в этой ра бо ты по фор му ле

tij + rij
с.в 
 tij(1 – cij xij),

и, сле до ва тель но, удов ле тво рять это му ус ло вию

xij � .

Ре ше ние за да чи оп ти ми за ции со сто ит в по сле до ва тель -
ном пе ре но се средств с не кри ти че с ких ра бот на кри ти че с кие,
пе ре ходе от од но го пу ти к дру го му до тех пор, по ка все ра бо -
ты не бу дут кри ти че с ки ми и не бу дут иметь ре зер вов, а дли -
тель но с ти всех путей ста нут рав ны ми.

rij
с.в

———
tij cij 

Σ
Кр

N

Σ
Кр

N

Σ
Пер

M

Σ
Сн

xhk––
bhk

xij––
bij

⎫
⎭

x
–
b

⎧
⎩

⎫
⎭

x
–
n

⎧
⎩

lim
t �0
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Те перь дли тель но с ти всех че ты рех пу тей от ис ход но го со -
бытия (0) к за вер ша ю ще му (9) ста ли рав ны ми

T1��� = T3��� = T4�� = T �2 = T 0
кр = 43,3 дня.

Оп ти ми за ция за кон че на. Та ким об ра зом, при ме не ние ме -
тодов се те во го мо де ли ро ва ния поз во ли ло вы явить эко но мию
50 – 43,3 = 6,7 дня по пе ре во ду ком мер че с ко го пред при я тия
на са мо об слу жи ва ние.

С уче том по лу чен ных в ре зуль та те ре ше ния но вых зна че -
ний дли тель но с тей ра бот по ст ро им оп ти маль ный се те вой
план (рис. 4.34) ком плек са ра бот по пе ре во ду ком мер че с ко го
пред при я тия на са мо об слу жи ва ние.
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x7, 7 � � .

За тем пе ре но сим часть средств x7, 7� ра бо ты (7, 7�) на две
ра боты (1, 2) и (5, 8�) для со кра ще ния вре ме ни вы пол не ния
ра бот перво го и вто ро го пу тей. Для на хож де ния ве ли чин пе -
ре но си мых средств со ста вим си с те му урав не ний:

За тем на хо дим ве ли чи ны пе ре но си мых средств x7, 7�, x �1, 2,
x �5, 8, а так же но вые дли тель но с ти ра бот:

t ��1, 2 = t �1, 2 (1 – c1, 2 x �1, 2);
t ��5, 8� = t �5, 8 �(1 – c5, 8�x �5, 8�);
t ��7, 7 � = t �7, 7 �(1 + c7, 7� x �7,7�).

Дли тель но с ти но вых кри ти че с ких пу тей вы чис ля ем по
форму ле

T1�� = T3�� = T4�� = T ��кр = T4 + t �7, 7�c7, 7�x7, 7�.

На тре ть ем эта пе путь L2 име ет ре зерв вре ме ни у ра бо ты
(5, 5�):

rс.в
5, 5 � = Tкр – T2.

Про ве ря ем ус ло вие до пу с ти мо с ти ре ше ния по фор му ле

x5, 5� � .

За тем пе ре но сим ре зер вы с не кри ти че с кой ра бо ты (5, 5�)
на ра бо ты (1, 2), (5, 8�), (7, 7�) ос таль ных кри ти че с ких пу тей,
для че го за пи шем си с те му урав не ний

Ре шая эту си с те му, на хо дим ве ли чи ны пе ре но си мых
средств, про ве ря ем на до пу с ти мость та ко го ре ше ния и оп ре -
де ля ем но вые дли тель но с ти ра бот:

t ���1, 2 = t ��1, 2(1 – c1, 2 x1, 2) = 9,3 дня;
t ���5, 8� = t ��5, 8�(1 – c5, 8�x5, 8�) = 14,3 дня;
t ��7, 7 � = t �7, 7 �(1 + c7, 7 � x7,7�) = 6,3 дня;
t �5, 5 � = t5, 5� (1 + c5, 5� x5, 5 �) = 12,3 дня.

x5, 5� = x��1, 2 + x��5, 8 + x �7, 7 �,
T ��кр – t ��1, 2c1, 2 x��1, 2 = T2 + t �5, 5 �c5, 5 � x5, 5 �,
T ��кр – t ��5, 8c5, 8 � x��5, 8 = T2 + t �5, 5 �c5, 5 � x5, 5 �,
T ��кр – t �7, 7�c7, 7�x �7, 7 � = T2 + t �5, 5 �c5, 5 � x5, 5 �.

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

rс.в
5, 5 �

—————
t5, 5 � c5, 5 �

x7, 7� = x �1, 2 + x �5, 8,
T �кр – t �1, 2 c1, 2 x1, 2 = T �4 + t �7, 7�c7, 7�x7, 7�,
T �кр – t �5, 8�c5, 8�x5, 8� = T4 + t �7, 7�c7, 7�x7, 7�.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

rс.в
7, 7�

—————
t7, 7� c7, 7�
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Рис. 4.34

Этот план яв ля ет ся оп ти маль ным, по сколь ку все его ра бо -
ты ле жат на кри ти че с ких пу тях и не име ют ре зер вов. Сле ду -
ет за метить, что мы пе ре но си ли ре зер вы с не кри ти че с ких ра -
бот на крити че с кие про из воль но, по это му по лу чен ный план
не яв ля ет ся един ст вен ным. Во об ще мож но пе ре брать все
воз мож ные ва ри анты на ком пью те ре и за тем вы брать из них
луч ший.

4.6.8. Вен гер ский ме тод ре ше ния за дач о на зна че ни ях

Спе ци фи че с кие осо бен но с ти за дач о на зна че ни ях по слу -
жи ли по во дом к по яв ле нию эф фек тив но го вен гер ско го ме то -
да их ре шения. Ос нов ная идея вен гер ско го ме то да за клю ча -
ет ся в пе ре хо де от ис ход ной ква д рат ной ма т ри цы сто и мо с ти
С к эк ви ва лент ной ей ма т ри це Сэ с не от ри ца тель ны ми эле -
мен та ми и си с те мой n не за виси мых ну лей, из ко то рых ни ка -
кие два не при над ле жат од ной и той же стро ке или од но му



эле мен тов — стро ки 2 и 3, стол бец 1, и по лу ча ем со кра щен ную
ма т ри цу

– 2 = .

Ми ни маль ный эле мент со кра щен ной ма т ри цы (2) вы чи -
та ем из всех ее эле мен тов и скла ды ва ем его с эле мен та ми,
рас по ложен ны ми на пе ре се че ни ях вы черк ну тых строк
и столб цов: 12 + 2 = 14; 3 + 2 = 5 ре ду ци ро ван ной ма т ри цы.
В ре зуль та те по лу ча ем эк ви ва лент ную ма т ри цу

Cэ = ;   X = .

4. Ме то дом проб и оши бок оп ре де ля ем ма т ри цу на зна че -
ния Х, ко то рая поз во ля ет по ана ло гич но рас по ло жен ным
эле мен там ис ход ной ма т ри цы (в ква д ра тах) вы чис лить ми -
ни маль ную стоимость на зна че ния

Сmin = 8 + 3 + 10 + 3 = 24 ед.

В. Ре ше ние за дач на мак си мум при бы ли

C(X) = Cij Xij � max.

1. Мо ди фи ци ру ем ма т ри цу ум но же ни ем всех эле мен тов
на (–1) и за тем сло же ни ем их с мак си маль ным эле мен том
ма т ри цы (17) так, что бы ма т ри ца не со дер жа ла бы от ри ца -
тель ных эле мен тов:

2. Ре ду ци руя ма т ри цу по стро кам и столб цам, по лу чим
эк вива лент ную ма т ри цу

Cэ = ;   X = .
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и то му же столб цу. Для за дан но го n су ществу ет n! до пу с ти -
мых ре ше ний. Ес ли в ма т ри це на зна че ния Х рас поло жить
n еди ниц так, что в каж дой стро ке и столб це на хо дит ся толь -
ко по од ной еди ни це, рас став лен ных в со от вет ст вии с рас по-
ло жен ны ми n не за ви си мы ми ну ля ми эк ви ва лент ной ма т ри -
цы стоимо с ти Cэ, то по лу чим до пу с ти мые ре ше ния за да чи
о на зна че ни ях.

Ал го ритм вен гер ско го ме то да рас смо т рим на при ме ре ре -
шения за да чи по за дан ной ма т ри це сто и мо с ти:

.

Сле ду ет иметь в ви ду, что для лю бо го не до пу с ти мо го на -
зна чения со от вет ст ву ю щая ему сто и мость ус лов но по ла га ет ся
рав ной до ста точ но боль шо му чис лу М в за да чах на ми ни мум.
Ес ли исход ная ма т ри ца не яв ля ет ся ква д рат ной, то сле ду ет
вве с ти до полни тель но не об хо ди мое ко ли че ст во строк или
столб цов, а их элемен там при сво ить зна че ния, оп ре де ля е мые
ус ло ви я ми за да чи, воз мож но, по сле ре дук ции, а до ми ни ру ю -
щие аль тер на ти вы, доро гие или де ше вые, ис клю чить.

А. Ре ше ние за дач на ми ни мум за трат

C(X) = Cij Xij � min.

1. Про во дим ре дук цию ма т ри цы по стро кам и столб цам,
как и в ме то де вет вей и гра ниц:

2. Ме то дом проб и оши бок про во дим по иск до пу с ти мо го
реше ния, для ко то ро го все на зна че ния име ют ну ле вую сто и -
мость. По сколь ку рас по ло же ние ну ле вых эле мен тов в ма т ри -
це не поз воля ет об ра зо вать си с те му из че ты рех не за ви си мых
ну лей, то ре шение не до пу с ти мое.

3. Про во дим мо ди фи ка цию ма т ри цы. Вы чер ки ва ем стро -
ки и столб цы с воз мож но боль шим ко ли че ст вом ну ле вых
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2. Мо ди фи ци ру ем ма т ри цу ум но же ни ем всех эле мен тов на (–1)
и сло же ни ем с мак си маль ным чис лом ма т ри цы (8000) и для ус т ра -
не ния дис ба лан са вво дим два ви да Т4, Т5 фик тив ной продук ции
с ну ле вой при бы лью, по сколь ку ма т ри ца долж на быть ква д рат ной:

3. Ре ду ци ру ем ма т ри цу по стро кам и столб цам:

4. Мо ди фи ци ру ем ма т ри цу пу тем ис клю че ния строк 4, 5 и столб-
цов 3, 4, по лу чим со кра щен ную ма т ри цу

– 180 = .

За тем оп ре де ля ем в ней ми ни маль ный эле мент 180, вы чи та ем
его из всех эле мен тов этой ма т ри цы и сум ми ру ем его с эле мен тами,
на хо дя щи ми ся на пе ре се че ни ях ис клю ча е мых строк и столбцов ре -
ду ци ро ван ной ма т ри цы (вы де ле на в ква д рат), объ е ди ня ем ре зуль -
та ты и по лу ча ем эк ви ва лент ную ма т ри цу

Cэ = ,

по ко то рой стро им ма т ри цу на зна че ния

X = ,
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⎛
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600 2000 1400 0 1000 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
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1000 19 000 0 11 000 14 000
180 480 0 780 480

0 0 0 0 0
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П1 П2 П3 П4 П5 min
T1 7200 8600 8000 6600 7600 6600
T2 1000 19000 0 11000 14000 0
T3 6200 6500 6020 6800 6500 6020
T4 0 0 0 0 0 0
T5 0 0 0 0 0 0

П1 П2 П3 П4 П5

T1 800 –600 0 1400 400
T2 7000 –11 000 8000 –3000 –6000
T3 1800 1500 1980 1200 1500
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3. Ме то дом проб и оши бок стро им ма т ри цу на зна че ния Х
и по ней вы чис ля ем мак си маль ную (в ис ход ной ма т ри це
в ква д ра тах) при быль:

Сmax = 9 + 14 + 15 + 17 = 55 ед.

При мер 4.6. Рас пре де лить про из вод ст во трех ви дов то ва ра T1,
T2, T3 сре ди пя ти пред при я тий П1, П2, П3, П4, П5 с це лью по лу че ния
мак си маль ной при бы ли от про да жи то ва ров по сле ду ю щим дан-
ным:

• из держ ки про из вод ст ва cij еди ни цы то ва ра (долл.)

• за тра ты по сбы ту dij еди ни цы то ва ра (долл.)

• го до вой спрос и це на то ва ра (долл.)

Ре ше ние
1. Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая по ста нов ка за да чи. Рас чет при-

бы ли для каж дой па ры «то вар — про из во ди тель» Ti, Пj оп ре де ля ем
по сле ду ю щей мо де ли:

При быль = Це на – Из держ ки – За тра ты

hij = Pj – (cij + dij).

Фор ми ру ем ма т ри цу го до вой при бы ли с уче том спро са (тыс.
долл.)

Нij = hijQi. 

П1 П2 П3 П4 П5

T1 20 –15 0 35 10
T2 1035 –55 40 –15 –30
T3 530 25 33 20 25

Спрос Qi (шт.) Цена Pi (долл.)
T1 40 000 60
T2 200 000 55
T3 60 000 40

П1 П2 П3 П4 П5

T1 20 50 20 10 15
T2 10 80 10 35 50
T3 5 5 5 15 5

П1 П2 П3 П4 П5

T1 20 25 40 15 35
T2 10 30 5 35 35
T3 5 10 2 5 10
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Для при ме ра в ка че ст ве пре тен ден тов вос поль зу ем ся та -
ки ми изве ст ны ми ли те ра тур ны ми пер со на жа ми, как Гоб сек,
Чи чи ков, Со ба ке вич, Но з д рев, Плюш кин, Ос тап Бен дер, по -
ло жи тель ные и от ри ца тель ные ка че ст ва ко то рых опи са ны
в из ве ст ных про из веде ни ях (табл. 4.19).
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и по ней, на ло жив на ма т ри цу ис ход ных дан ных, оп ре де ля ем мак -
си маль ное зна че ние при бы ли

Пmax = 1400 + 8000 + 1800 = 11,2 млн долл.

Та ким об ра зом, вен гер ским ме то дом мож но ре шать мно -
гие за да чи ком мер че с кой де я тель но с ти. Сле ду ет за ме тить,
что на и более слож ной и тон кой ра бо той яв ля ет ся по ста нов -
ка за дач, связан ных с вы чис ле ни ем эле мен тов cij ма т ри цы
сто и мо с ти пре тенден тов по долж но с тям. За тем не об хо ди мо
оп ре де лить ка ким-либо ме то дом эф фек тив ность про яв ле ния
лич но с ти на каж дой ва кант ной долж но с ти, на при мер бух гал -
те ра, ме не д же ра, ком мерсан та или фи нан си с та. При этом
мож но вос поль зо вать ся срав нени ем тре бу е мо го пе реч ня не -
об хо ди мых и до ста точ ных долж ностных ка честв — эта ло на
(табл. 4.18), на при мер ком мер сан та, и фак ти че с ки име ю щих -
ся ка честв у пре тен ден та. Вы чис лить элемент ма т ри цы cij как
раз ность ин те г раль ных кри те ри ев эта ло на и лич но с ти с уче -
том еще и от ри ца тель ных ка честв пре тен ден та.
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Таб ли ца 4.18

Таб ли ца 4.19

Долж ность Ка че ст ва 

Ди рек то р От вет ст вен ность, ор га ни за тор, об ра зо ва ние, опыт ра бо -
ты, во ля, здо ро вье, ин ту и ция, эн ту зи азм, ком му ни ка бель -
ность, са мо кри тич ность, урав но ве шен ность, объ ек тив -
ность, умение раз би рать ся в лю дях, бес кон ф ликт ность,
зна ние эти ке та 

Ме не д же р О б ра зо ва ние, опыт, ком му ни ка бель ность, урав но ве -
шенность, ра бо та с людь ми, ин ту и ция. це ле у с т рем лен -
ность, наход чи вость, со об ра зи тель ность, ак тив ность,
кон суль та тивность, ре ак ци я 

Э ко но ми с т О б ра зо ва ние, ана ли тич ность, опыт, ком му ни ка бель ность,
урав но ве шен ность, ра бо та с людь ми, ин ту и ция, пунк ту -
альность, бес кон ф ликт ность, уме ние пред ви деть, уве рен-
ность, уме ние со став лять биз нес-план, прак тич ность 

Бух гал те р О б ра зо ва ние, стаж, вни ма тель ность, усид чи вость, лю бовь
к сче ту, чет кость, пунк ту аль ность, ис пол ни тель ность, от-
ветствен ность, це ле у с т рем лен ность, уме ние ве с ти кон -
троль, не под куп ность, ло гич ность, прак тич ность, са мо -
об ла да ние, ана ли тич ность, фор ма лизм, бю ро кра тизм

Ком мер -
сант 

Ком му ни ка бель ность, бес кон ф ликт ность, эн ту зи азм,
практич ность, веж ли вость, уме ние убеж дать, ак тив -
ность, кру гозор в то вар ных груп пах, обя за тель ность,
ис пол ни тель ность, на чи тан ность, кон ку рен то спо соб -
ность, на ход чи вость, чувство юмо ра

+ –
Гоб сек Ум, хитрость, уравно ве шенность, твер -

дость, прак тичность, ос торож ность,
сдер жанность, прони ца тельность, об -
разо ван ность, лов кость, де ло ви тость,
пе дан тичность, не до вер чи вость, ор га -
ни зо ванность, умение раз бирать ся
в людях, от вет ст венность, це леустрем -
ленность, умение ве с ти кон троль,
логич ность, энту зи азм, воля, ин туи -
ция, объ ек тивность, зна ние эти ке та,
реак ция, со обра зи тельность, на ходчи -
вость, во ля, здо ровье

Жад ность, бес чув -
ст венность, ехид -
ство, жесткость,
лу кавство, мсти -
тельность, скряж -
ни чество, эго ис тич-
ность, ску пость,
неком му ни ка -
бель ность, кон -
фликтность

Бен дер Пред приим чи вость, на ход чи вость, оп -
ти мизм, ком му ни кабель ность, изо б ре -
та тельность, ловкость, чувство юмо ра,
не при хот ливость, на пори с тость, при -
спо соб ляемость, урав но ве шенность,
уме ние ра бо тать с людь ми, инту и ция,
це леус т рем ленность, со обра зи тель -
ность, ак тив ность, кон суль та тивность,
быстрая ре ак ция, эн ту зи азм, здо ро вье,
орга ни за тор, воля, уме ние раз би рать ся
в лю дях, зна ние эти ке та, внима тель -
ность, кон троль, логич ность, само об ла -
да ние, ана ли тичность

Ко ры с толю бие,
не бреж ность, бес -
прин ципность,
жу лико ва тость,
дер зость, мер кан -
тильность, плу -
тов ст во, фанта зер -
ст во, нахаль ст во,
азарт ность

Чи чи -
ков 

Ак ку ратность, усидчи вость, педан тич -
ность, рас чет ливость, це ле уст рем лен -
ность, бе режли вость, прак тичность,
предпри им чивость, са мо об ла да ние,
тер пе ние, инту и ция, ловкость, ра бото -
спо собность, ос то рожность, об разо ва -
ние, урав но ве шен ность, уме ние ра бо -
тать с людь ми, комму ни ка бельность,
ак тив ность, консуль та тивность,
быстрая ре ак ция, от вет ст венность, эн -
тузи азм, здо ровье, ор га ни затор, объ ек -
тив ность, уме ние разби рать ся в лю дях,
знание эти ке та, вни ма тель ность, уме -
ние ве с ти контроль, ло гичность, ана -
литич ность, фор ма лизм, бю ро кра тизм

Под ха лимство,
чи но почи та ние,
жадность, меркан -
тиль ность, во ро -
ва тость, не по ря -
дочность,
взя точни че ст во,
уверт ли вость,
скольз кость, не -
урав но вешен -
ность
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Ре ше ние на чи на ем с оп ре де ле ния ве са — зна чи мо с ти долж  -
ностных ка честв (см. табл. 4.18) ме то дом пар ных срав не ний
(см. п. 1.3), на чи ная с ди рек то ра (табл. 4.20).

Оп ре де ля ем пра виль ность за пол не ния ма т ри цы:

n = 14;   ΣSi = n2;   196 = 196;   ΣMi = 1,0.

Вес ка честв оп ре де ля ем по фор му ле Mi = Si/n2, ре зуль та -
ты зано сим в табл. 4.20.

За тем, срав ни вая не об хо ди мые ка че ст ва долж но с ти ди -
рек тора (табл. 4.20) с ка че ст ва ми пре тен ден тов (см. табл. 4.21),
стро им ма т ри цу на ли чия ка честв ди рек то ра у пре тен ден тов
(табл. 4.21) и вы чис ля ем зна че ния ко эф фи ци ен тов эф фек -
тив но с ти cij.

На и бо лее под хо дя щим кан ди да том на эту долж ность яв -
ля ется Гоб сек, cij = 0,6224.

По ре зуль та там срав не ния оп ре де ля ем ко эф фи ци ен ты
эффек тив но с ти cij и за но сим в табл. 4.22.

Ана ло гич ным об ра зом про во дим опе ра ции срав не ния по
другим долж но с тям, а по лу чен ные зна че ния cij пред ста вим
в ви де ма т ри цы эф фек тив но с ти (см. табл. 4.22).
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Окончание таб л. 4.19

+ –
Со ба  -
кевич

Хо зяйствен ность, дело ви тость, ос но ва -
тельность, хваткость, уме ние тор го -
вать ся, точ ность в де лах, не довер чи -
вость, обя за тельность, вни матель ность,
чет кость, испол ни тельность, уме ние
ве с ти контроль, практич ность, здо ро -
вье, инту и ция, объек тив ность, уме ние
разби рать ся в лю дях, це леустрем лен-
ность, практич ность, кру го зор в товар -
ных группах, кон курен то спо собность,
ана ли тичность, опыт, ин ту и ция

Не ук люжесть,
гру бость, не веже -
ст во, плутов ст во,
по до зри тельность,
бескуль ту рье, не -
тер пи мость к лю -
дям, кон фликт -
ность, безволь ность

Плюш -
кин

Бес хо зяйствен -
ность, отсут ст вие
круго зо ра в то ва -
рах, жад ность, от-
сут ст вие коммер -
че с кой жил ки,
скупость, не вни -
ма тель ность, ско -
пи домство, не прак-
тич ность, неурав-
  но ве шенность

Таб ли ца 4.20

Качества 
директора

Качества директора
Si Mi Ri

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

1. Ответст-
венность

1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 0 2 9 0,0459 10

2. Образова-
ние

2 1 2 0 2 0 2 2 2 2 2 2 2 2 23 0,1173 3

3. Энтузиазм 2 0 1 0 0 0 2 2 2 2 2 2 0 2 17 0,0867 6

4. Здоровье 2 2 2 1 2 0 2 2 2 2 2 2 2 2 25 0,1276 2

5. Организа-
тор

2 0 2 0 1 0 2 2 2 2 2 2 0 2 19 0,0969 5

6. Воля 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 27 0,1378 1

7. Интуиция 2 0 0 0 0 0 1 0 0 2 2 2 0 2 11 0,0561 9

8. Опыт ра -
боты

2 0 0 0 0 0 2 1 2 2 2 2 0 2 15 0,0765 7

9. Коммуни-
кабельность

2 0 0 0 0 0 2 0 1 2 2 2 0 2 13 0,0663 8

10. Самокри-
тичность

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 2 5 0,0255 12

11. Уравнове-
шенность

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2 3 0,0153 13

12. Объек-
тивность

0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 1 0 2 7 0,0357 11

13. Умение
разбираться 
в людях

2 0 2 0 2 0 2 2 2 2 2 2 1 2 21 0,1071 4

14. Знание
этикета

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0,0051 14

Ре шая по лу чен ную ма т ри цу вен гер ским ме то дом на мак -
симум, по лу чим ма т ри цу оп ти маль но го рас пре де ле ния пре -
тен дентов по долж но с тям (табл. 4.23).

Сле ду ет за ме тить, что долж ность ме не д же ра ос та ет ся ва -
кантной. Мож но про дол жить ре ше ние за да чи с уче том вли я -
ния от рица тель ных ка честв пре тен ден тов, ко то рые умень ша -
ют зна че ния ко эф фи ци ен тов эф фек тив но с ти.



Кон троль ные во про сы
1. Ка ко вы ос нов ные тер ми ны и оп ре де ле ния для не о ри ен тиро -

ван ных гра фов?
2. Ка ко вы ос нов ные тер ми ны и оп ре де ле ния для ори ен тиро ван -

ных гра фов?
3. В чем от ли чие га миль то но ва и эй ле ро ва гра фов?
4. Как стро ит ся ма т ри ца смеж но с ти?
5. Как стро ит ся ма т ри ца ин ци ден ций?
6. В чем за клю ча ет ся прин цип со хра не ния по то ков в се тях?
7. В чем со сто ит сущ ность те о ре мы о мак си маль ном по то ке?
8. Как вы пол ня ют ся раз ре зы се ти?
9. Сфор му ли руй те за да чу ком ми во я же ра.

10. Ка ков ал го ритм ме то да вет вей и гра ниц?
11. Сфор му ли руй те за да чу пла ни ро ва ния ком мер че с кой дея-

тель но с ти.
12. Ка ко вы пра ви ла по ст ро е ния се те вых мо де лей?
13. Ка ков прин цип оп ти ми за ции за дач се те во го пла ни рова ния?

Задачи
1. За пи ши те ма т ри цу ин ци ден ций для ор гра фа, пред став -

ленно го на рис. 4.35.
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Таб ли ца 4.21

Таб ли ца 4.22

Качества директора Mi

Претендент

Гобсек Бендер Чичи-
ков

Соба-
кевич

Плюш-
кин

1. Ответственность 0,0459 + +

2. Образование 0,1173 + +

3. Энтузиазм 0,0867 +

4. Здоровье 0,1276 + + +

5. Организатор 0,0969 +

6. Воля 0,1378 + +

7. Интуиция 0,0561 + + +

8. Опыт работы 0,0765

9. Коммуникабельность 0,0663

10. Самокритичность 0,0255

11. Уравновешенность 0,0153 +

12. Объективность 0,0357 +

13. Умение разбираться
в людях

0,1071

14. Знание  этикета 0,0051 + +

cij 0,6224 0,3266 0,3877 0,0561 0

Претендент
Должность

директор менеджер экономист бухгалтер коммерсант

Гобсек 0,6224 0,3055 0,1954 0,1081 0,2397

Бендер 0,3266 0,2291 0,3256 0,0772 0,3264

Чичиков 0,3877 0,1874 0,3257 0,7349 0,3213

Собакевич 0,0561 0,0416 0,3493 0,1885 0,102

Плюшкин 0 0 0 0 0

Таб ли ца 4.23

Претендент
Должность

директор менеджер экономист бухгалтер коммерсант

Гобсек 1 0 0 0 0

Бендер 0 0 0 0 1

Чичиков 0 0 0 1 0

Собакевич 0 0 1 0 0

Плюшкин 0 0 0 0 0

Рис. 4.35

2. Оп ре де ли те по лу сте пе ни вер шин ор гра фа 1.

3. На ри суй те граф по ма т ри цам смеж но с ти А и В. Сле ва
и свер ху ука за ны но ме ра вер шин.

A = ;   B = 

1 2 3 4 5 6
1 ⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 0 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

2 1 0 1 1 0 0
3 0 1 0 1 0 1
4 0 1 1 0 1 1
5 0 0 0 1 0 1
6 0 0 1 1 1 0

1 2 3 4 5
1 ⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

2 1 0 1 1 0
3 1 1 0 1 0
4 0 1 1 0 1
5 0 0 0 1 1



10. По ст рой те се те вую мо дель за да чи пла ни ро ва ния по -
став ки то ва ров оп то вым по ку па те лям. Про ве ди те оп ти ми за -
цию по крите рию вре ме ни, оп ре де ли те кри ти че с кий путь, ре -
зер вы вре ме ни и эко но мию.

11. Про ве ди те оп ти ми за цию се те вых мо де лей по кри те -
рию вре ме ни, ис поль зуя зна че ния ко эф фи ци ен тов сi из за да -
чи 10; дли тель но с ти вы пол не ния ра бот ука за ны на рис. 4.38.

Содержание работ

Работа Длительность, ti

коэф -
фици -
ент, сi

обо-
зна-

чение,
аi

опор-
ная,

aj

варианты

1 2 3 4 5

Отбор товара 0,1 а1 – 2 4 5 6 3

Подготовка к отправке 0,2 а2 а1 3 2 4 5 6

Выписка накладных 0,3 а3 а2 1 2 3 4 3

Определение объема отгрузки 0,4 а4 а3 1 2 3 4 3

Проверка цен 0,5 а5 а3 1 2 2 2 2

Оформление счета 0,6 а6 а5 1 2 4 3 2

Заказ автомашин 0,7 а7 а4 а6 3 1 1 2 2

Отправление счета покупателю 0,8 а8 а4 а6 1 4 4 3 3

Проверка товара по счету 0,9 а9 а7 2 3 3 4 4

Оплата счета 1,0 а10 а8 12 10 8 6 14

Погрузка товара и проверка
количества

1,1 а11 а9 а10 2 3 3 4 4

Перевозка товара 1,2 а12 а11 4 4 5 6 7

Выгрузка и сверка с докумен -
тами

1,3 а13 а12 4 4 5 4 5
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4. Для се ти, изо б ра жен ной на рис. 4.36, по ст рой те раз ре зы
на за дан ных мно же ст вах:

1) Nр = {s, 1, 3};
2) Nр = {s };
3) Nр = {s, 2, 5};
4) Nр = {s, 4}.
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Рис. 4.36

Рис. 4.37

Рис. 4.38

5. По ст рой те ми ни маль ный раз рез для се ти, пред став лен -
ной на рис. 4.36, и най ди те мак си маль ный по ток.

6. Най ди те мак си маль ный по ток ав то мо би лей для се ти,
пред став лен ной на рис. 4.10.

7. Оп ре де ли те мак си маль ный по ток для се ти, пред став -
лен ной на рис. 4.19, и до ка жи те, что он мак си маль ный, по ка -
зав ми нималь ный раз рез.

8. Оп ре де ли те мак си маль ный по ток для ори ен ти ро ван -
ной сети, изо б ра жен ной на рис. 4.37.

9. По ст рой те оп ти маль ный коль це вой мар ш рут пе ре воз ки
поч ты меж ду го ро да ми, ес ли ма т ри ца име ет сле ду ю щий вид:

N 1 2 3 4 5
1
2
3
4
5

�
20
50
40
10

20
�
70
20
15

50
70
�
30
40

40
20
30
�
80

10
15
40
80
�

12. В Ка ли фор нии был по ст ро ен ко с ми че с кий ко рабль
«Шаттл», ко то рый за тем был пе ре ве зен на пло щад ку для за -
пу с ка. До на ча ла стро и тель ст ва бы ла по став ле на за да ча вы -
бо ра од но го из трех воз мож ных мест А, В или С стро и тель ст -



а) из держ ки на про из вод ст во еди ни цы то ва ра:

б) за тра ты по сбы ту еди ни цы то ва ра:

в) го до вой спрос и и про гно зи ру е мые це ны то ва ров:

15. Рас пре де ли те пре тен ден тов из табл. 4.25 по долж но с -
тям, ис поль зуя табл. 4.24 и мо де ли рас че та.

Спрос Qi (шт.) Цена Pi (долл.)
T1 35 000 55
T2 160 000 50
T3 54 000 30

П1 П2 П3 П4 П5

Т1 20 50 20 10 13
Т2 7 30 8 35 60
Т3 5 5 4 15 6

П1 П2 П3 П4 П5

Т1 20 23 38 15 35
Т2 8 29 6 35 35
Т3 5 8 3 4 7
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ва (рис. 4.39), а за тем оп ти маль но го мар ш ру та транс пор ти -
ров ки ко раб ля к од ному из трех мест за пу с ка D, Е или F.

Пе ре воз ку ре ше но бы ло вы пол нить толь ко на гру зо вых
ав томо би лях с без бор то вой плат фор мой. Меж ду вы бран ны -
ми пункта ми рас по ло же но 28 мос тов, мак си маль но до пу с ти -
мые на груз ки в тон нах ко то рых по ка за ны на рис. 4.39. Оп ре -
де лить мак сималь но до пу с ти мый вес для транс пор ти ров ки
ча с тя ми ко раб ля «Шаттл» и оп ти маль ный мар ш рут сле до ва -
ния с ме с та стро и тельства до ме с та за пу с ка.

13. Про ве ди те ре ше ние за да чи о на зна че ни ях на max и min
вен гер ским ме то дом:

а) ; б) ;

в) ; г) .

14. Рас пре де ли те вен гер ским ме то дом за ка зы на из го тов -
ле ние то ва ров Т1, Т2, Т3 сре ди пред при я тий П1, П2, П3, П4, П5
и оп ре дели те ве ли чи ну мак си маль ной при бы ли при сле ду ю -
щих ус ло ви ях:

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

5 5 — 2 2 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

7 4 2 3 1
9 3 5 — 2
7 2 6 7 8

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

10 12 10 16 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

14 8 9 14
8 6 6 12
6 10 14 10

12 8 16 12
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Рис. 4.39

Таб ли ца 4.24

Долж ность Ка че ст ва 

Ди рек тор От вет ст венность, ор га низа тор, об ра зова ние, опыт рабо -
ты, во ля, здо ро вье, ин туиция, эн ту зиазм, ком му ника -
бель ность, са мо кри тичность, урав нове шен ность, объ ек -
тив ность, са мо об ла да ние, уме ние раз бирать ся в лю дях,
зна ние за конов, адап тивность, бес конфликт ность, вла -
де ние этике то м

Ме не д же р О б ра зо ва ние, опыт, ком муни ка бель ность, урав но ве -
шен ность, ра бо та с людь ми, ин туиция, це ле устрем лен -
ность, на ход чи вость, со об ра зи тельность, ак тивность,
кон сульта тив ность, реак ци я 

Э ко но -
мист 

О б ра зо ва ние, ана ли тич ность, опыт, ком муни ка бель -
ность, урав но ве шенность, ра бо та с людь ми, ин туиция,
пунк туаль ность, бескон фликтность, пред ви де ние, уве -
рен ность, уме ние со став лять биз нес-план, прак тич но с ть 

Бух гал тер О б ра зо ва ние, стаж, вни матель ность, усид чи вость, лю бовь
к сче ту, чет кость, пункту аль ность, испол ни тель ность, от-
ветствен ность, це ле у с т рем ленность, уме ние ве с ти конт -
роль, не подкуп ность, логич ность, практич  ность, са мо -
об ла да ние, ана ли тич ность, фор ма лизм, бю ро кра тизм

Ком мер -
сант 

Ком му ни кабель ность, бескон фликтность, эн ту зиазм,
прак тич ность, веж ли вость, уме ние убеждать, ак тив -



16. На Лу ну ко с ми че с ким ко раб лем был до став лен лу но -
ход в рас по ло же ние мо ря Не кта ра (1) для сбо ра об раз цов
лун ных пород со сле ду ю щих мо рей: Изо би лия (2), Кри зи сов
(3), Спо койствия (4), Яс но с ти (5). Лун ные мо ря пред став ля -
ют со бой за стывшую ла ву, их тем ная ок ра с ка оп ре де ля ет ся
со дер жа ни ем тем но го ми не ра ла иль ме ни та. Рас сто я ния меж -
ду мо ря ми пред став ле ны в ви де ма т ри цы:

По ст рой те крат чай ший коль це вой мар ш рут объ ез да лу но -
ходом всех мо рей.

17. Поч то во му ве дом ст ву США по тре бо ва лось оп ре де лить
эко ном ный мар ш рут до став ки поч то вых гру зов до от кры тия
зимней Олим пи а ды в Солт-Лейк-Си ти по го ро дам: Си этл (С),
Чи каго (Ч), Нью-Йорк (Н), Мем фис (М), Хью с тон (X), Сан-
Фран циско (С-Ф), Солт-Лейк-Си ти (С-Л-С), Сент-Лу ис (С-Л).
Рас стояния меж ду го ро да ми пред став ле ны в ви де ма т ри цы:

По ст рой те мар ш рут ми ни маль ной дли ны.

lij С Ч Н М Х C-Ф C-Л-C C-Л
С 0 120 — — — 50 45 —
Ч 120 0 55 35 — — 80 25
Н — 55 0 60 — — — —
М — 35 60 0 75 — — 30
Х — — — 75 0 95 85 30

C-Ф 50 — — — 95 0 40 —
C-Л-C 45 80 — — 85 40 0 75

C-Л — 25 — 30 30 — 75 0

Lij 1 2 3 4 5
1 0 61 122 75 133
2 61 0 72 68 129
3 122 72 0 78 106
4 75 68 78 0 65
5 133 129 106 65 0

285284

Окончание таб л. 4.24 Окончание таб л. 4.25

Долж ность Ка че ст ва 

ность, кру го зор в то вар ных груп пах, обя затель ность,
испол ни тельность, на читан ность, кон ку рен тоспо соб -
ность, на ход чи вость, чув ст во юмо ра 

Мар ке то -
ло г

Чув ст во рын ка, ис сле до ва тельские, ана ли тиче с кие спо -
собно с ти, ком муни ка бель ность, об ра зо ва ние, ак тив -
ность, опыт ра бо ты, ана ли тич ность, про гно зи ро вание —
пред виде ние, бес конфликт ность, по сто ян ный сбор ин -
фор мации, оп ти мизм, ра ци о на лизм, ос то рож ность, от -
вет ст венность, зна ние конъ юнк ту ры рын ка

Таб ли ца 4.25

+ –
Во ланд Уве рен ность, силь ная во ля, высшее об -

ра зо ва ние, зна ние ино ст ранных язы ков,
це леустрем лен ность, ин ту и ция, жиз нен -
ный опыт, пунк туаль ность, от вет ст вен -
ность, ком муни ка бель ность, веж ли вость,
рас суди тель ность, способ ность к ри с ку,
ана ли ти че с кий ум, вни ма тель ность, са -
мо об ла да ние, раци о  на лизм, зна ние за ко -
нов, объ ек тивность, ли дер ст во

Вспыль чи вость,
не при ми ри -
мость

Ма с тер Выс шее об ра зова ние, зна ние иностран -
ных язы ков, эмо ци аль ность, от вет ст вен -
ность, веж ли вость, це леустрем лен ность,
испол ни тель ность, са мо кри тич ность,
бес кон ф ликт ность, так тич ность, внима -
тель ность, творче с кое на ча ло, честность,
тща тель ность, усид чи вость, во обра же -
ние, мо раль, куль ту ра, зна ние ис кус ст ва

Не уве рен ность,
от сут ст вие эн ту -
зи аз ма, вя лость,
неурав но ве шен -
ность, впе  чат ли -
тель ность, пес -
си  мизм, до вер -
чи вость

Мар га -
ри та 

Уве рен ность, силь ная во ля, краси вая
внеш  ность, зна ние ино ст ранных язы ков,
ра цио на лизм, уме ние пла ни ро вать, ком -
му ни ка бель ность, жиз не лю бие, анали ти  -
че с кий ум, энту зи азм, ис пол нитель ность,
ра бо та с до ку мен та ми, вежли вость, ак -
ку  рат ность, пунк ту альность, от вет ст -
венность

Мсти тель ность,
вспыль чи вость,
скрыт ность,
жертвен ность,
конфликт ность,
непри ми ри -
мость

Бе ге мот Уве рен ность, оба я ние, так тичность,
веж ли вость, ар ти с тизм, ком муни ка бель -
ность, обра зо ва ние, ана лити че с кий ум,
способ ность убеж дать, на ход чи вость,
выра зи тель ная внешность, це ле у с т -
ремлен ность , вни матель ность, ак тив -
ность, умение об щать ся

Вспыль чи вость,
на глость

+ –
Бер ли оз Уве рен ность, выс шее об ра зо вание, эру ди  -

ро ванность, эн ту зи азм, ис пол ни тель ность,
от вет ст вен ность, вни ма тель ность, ос то -
рож ность, четкость, со сре до точен ность,
ана ли тиче с кий ум, ло ги ческие спо соб но  -
с ти, пунк ту аль ность, не под куп ность, прак-
тич ность, ак ку рат ность, лю бо пыт ст во

Тре вож ность,
по до зри тель -
ность



19. Для се тей с ука зан ны ми про пу ск ны ми спо соб но с тя ми
дуг по ст рой те мак си маль ный по ток и ука жи те его мощ ность,
най дите ми ни маль ный раз рез и его про пу ск ную спо соб ность
(рис. 4.41).
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18. Дай те ха рак те ри с ти ку гра фам и по ст рой те ма т ри цы
смежно с ти (рис. 4.40).
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Рис. 4.40

Рис. 4.41 (начало) Рис. 4.42

Рис. 4.41 (окончание)

20. Для се тей с ука зан ны ми про пу ск ны ми спо соб но с тя ми
дуг по ст рой те мак си маль ный по ток и ука жи те его мощ ность,
най дите ми ни маль ный раз рез и его про пу ск ную спо соб ность
(рис. 4.42).



В ре зуль та те изу че ния ма те ри а ла сту ден ты будут:
знать о си с те мах мас со во го об слу жи ва ния в ком мер че с кой де -

я тель но с ти, ме то ды и мо де ли те о рии мас со во го об слу жи ва ния, ка -
на лы, по то ки за явок на об слу жи ва ние и их ха рак те ри с ти ки, про -
стей ший по ток за явок и его при зна ки: ста ци о нар ность,
ор ди нар ность и от сут ст вие по сле дей ст вия;

уметь про во дить по ста нов ку за дач мас со во го об слу жи ва ния,
вре мя об слу жи ва ния за явок, ин тен сив ность вход но го и вы ход но го
по то ков, ста ци о нар ный ре жим ра бо ты си с те мы: ус ло вие об ра зо ва -
ние оче ре ди на об слу жи ва ние;

вла деть тех ни кой ре ше ния за дач мас со во го об слу жи ва ния, оп -
ре де лять про пу ск ную спо соб ность и оп ти маль ное ко ли че ст во ка на -
лов об слу жи ва ния, про во дить оп ти ми за цию функ ци о ни ро ва ния
ком мер че с ко го пред при я тия.

5.1. Мас со вое об слу жи ва ние ком мер че с кой де я тель но с ти
При ро да мас со во го об слу жи ва ния, осо бен но в та кой сфе -

ре, ка кой яв ля ет ся ком мер че с кая де я тель ность, весь ма тон ка
и сложна. Ком мер че с кая де я тель ность свя за на с вы пол не ни -
ем мно жества опе ра ций на эта пах дви же ния, на при мер то -
вар ной мас сы из сфе ры про из вод ст ва в сфе ру по треб ле ния.
Та ки ми опе ра ци я ми яв ля ют ся по груз ка то ва ров, пе ре воз ка,
раз груз ка, хра не ние, обра бот ка, фа сов ка, ре а ли за ция. Кро ме
та ких ос нов ных опе ра ций про цесс дви же ния то ва ров со про -
вож да ет ся боль шим ко ли чеством пред ва ри тель ных, под го то -
ви тель ных, со пут ст ву ю щих, парал лель ных и по сле ду ю щих
опе ра ций с пла теж ны ми до ку мен тами, та рой, день га ми, ав то -
ма ши на ми, кли ен та ми и т.п.

Для пе ре чис лен ных фраг мен тов ком мер че с кой де я тель -
но с ти ха рак тер ны мас со вость по ступ ле ния то ва ров, де нег,
по се ти те лей в слу чай ные мо мен ты вре ме ни, за тем их по сле -
до ва тель ное об служи ва ние (удов ле тво ре ние тре бо ва ний, за -
про сов, за явок) пу тем вы пол не ния со от вет ст ву ю щих опе ра -
ций, вре мя вы пол не ния кото рых но сит так же слу чай ный
ха рак тер. Все это со зда ет не рав номер ность в ра бо те, по рож да-
ет не до груз ки, про стой и пе ре груз ки в ком мер че с ких опе ра -
ци ях. Мно го не при ят но с тей до став ля ют оче ре ди, на при мер,
по се ти те лей в ка фе, сто ло вых, ре с то ра нах или во ди те лей ав -
то мо би лей на то вар ных ба зах, ожи да ю щих разгруз ки, по -
груз ки или оформ ле ния до ку мен тов. В свя зи с этим воз ни ка -
ют за да чи ана ли за су ще ст ву ю щих ва ри ан тов вы пол не ния
всей со во куп но с ти опе ра ций, на при мер, тор го во го за ла су -
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Гла ва 5
СИСТЕМЫ И МОДЕЛИ

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

В на сто я щее вре мя по яви лось боль шое ко ли че ст во ли те -
ра туры, по свя щен ной не по сред ст вен но те о рии мас со во го об -
слу жи вания, раз ви тию ее ма те ма ти че с ких ас пек тов, а так же
раз лич ных сфер ее при ло же ния — во ен ной, ме ди цин ской,
транс порт ной, тор гов ле, авиа ции и др.

Те о рия мас со во го об слу жи ва ния опи ра ет ся на те о рию ве -
ро ятно с тей и ма те ма ти че с кую ста ти с ти ку. Пер во на чаль ное
раз ви тие те о рии мас со во го об слу жи ва ния свя за но с име нем
дат ско го учено го А. К. Эр лан га (1878—1929), с его тру да ми
в об ла с ти про ек тиро ва ния и экс плу а та ции те ле фон ных стан -
ций.

Те о рия мас со во го об слу жи ва ния — об ласть при клад ной ма -
тема ти ки, за ни ма ю ща я ся ана ли зом про цес сов в си с те мах про -
извод ст ва, об слу жи ва ния, уп рав ле ния, в ко то рых од но род ные
собы тия по вто ря ют ся мно го крат но, на при мер, на пред при я ти -
ях бы то во го об слу жи ва ния; в си с те мах при ема, пе ре ра бот ки
и пе реда чи ин фор ма ции; ав то ма ти че с ких ли ни ях про из вод ст -
ва и др. Боль шой вклад в раз ви тие этой те о рии вне сли рос сий-
ские ма те ма ти ки А. Я. Хин чин, Б. В. Гне ден ко, А. Н. Кол мо -
го ров, Е. С. Вент цель и др.

Пред ме том те о рии мас со во го об слу жи ва ния яв ля ет ся ус -
та новле ние за ви си мо с тей меж ду ха рак те ром по то ка за явок,
чис лом кана лов об слу жи ва ния, про из во ди тель но с тью от -
дель но го ка на ла и эф фек тив ным об слу жи ва ни ем с це лью на -
хож де ния на и луч ших пу тей уп рав ле ния эти ми про цес са ми.
За да чи те о рии мас со во го об слу жи ва ния но сят оп ти ми за ци он-
ный ха рак тер и в ко неч ном ито ге вклю ча ют эко но ми че с кий
ас пект по оп ре де ле нию та ко го ва ри ан та си с те мы, при ко то -
ром бу дет обес пе чен ми ни мум суммар ных за трат от ожи да -
ния об слу жи ва ния, по терь вре ме ни и ресур сов на об слу жи -
ва ние и от про сто ев ка на лов об слу жи ва ния.
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дя щий по ток за явок. В це лом со во куп ность эле мен тов вхо дя -
ще го по то ка заявок, оче ре ди, ка на лов об слу жи ва ния и вы хо -
дя ще го по то ка заявок об ра зу ет про стей шую од но ка наль ную
си с те му мас со во го об слу жи ва ния — СМО, струк тур ная мо -
дель ко то рой пред став лена на рис. 5.1.

Под си с те мой по ни ма ет ся со во куп ность вза и мо свя зан -
ных и це ле на прав лен но вза и мо дей ст ву ю щих ча с тей (эле мен -
тов). Приме ра ми та ких про стей ших СМО в ком мер че с кой
де я тель но с ти яв ля ют ся ме с та при ема и об ра бот ки то ва ров,
уз лы рас че та с по купа те ля ми в ма га зи нах, ка фе, сто ло вых,
ра бо чие ме с та эко но миста, бух гал те ра, ком мер сан та, по ва ра
на раз да че и т.д.

Про це ду ра об слу жи ва ния счи та ет ся за вер шен ной, ког да
за явка на об слу жи ва ние по ки да ет си с те му. Про дол жи тель -
ность интер ва ла вре ме ни, тре бу е мо го для ре а ли за ции про це ду-
ры об служи ва ния, за ви сит в ос нов ном от ха рак те ра за про са
за яв ки на обслу жи ва ние, со сто я ния са мой об слу жи ва ю щей
си с те мы и ка на ла об слу жи ва ния.

Дей ст ви тель но, про дол жи тель ность пре бы ва ния по ку па -
те ля в су пер мар ке те за ви сит, с од ной сто ро ны, от лич но ст -
ных ка честв по ку па те ля, его за про сов, от ас сор ти мен та то ва -
ров, ко то рый он со би ра ет ся при об ре с ти, а с дру гой — от
фор мы ор га ни за ции обслу жи ва ния и об слу жи ва ю ще го пер -
со на ла, что мо жет зна чи тельно по вли ять на вре мя пре бы ва -
ния по ку па те ля в су пер мар ке те и ин тен сив ность об слу жи ва -
ния. На при мер, ов ла де ние кас си ра ми-кон тро ле ра ми ра бо ты
«сле пым» ме то дом на кас со вом ап па ра те поз во ли ло уве ли -
чить про пу ск ную спо соб ность уз лов рас че та в 1,3 ра за и сэ ко -
но мить вре мя, за тра чи ва е мое на рас че ты с по ку па теля ми,
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пермар ке та, ре с то ра на или в це хах про из вод ст ва соб ст вен -
ной продук ции для це лей оцен ки их ра бо ты, вы яв ле ния сла -
бых зве нь ев и ре зер вов для раз ра бот ки в ко неч ном ито ге ре -
ко мен да ций, направ лен ных на уве ли че ние эф фек тив но с ти
ком мер че с кой деятель но с ти.

Кро ме то го, воз ни ка ют дру гие за да чи, свя зан ные с со зда -
нием, ор га ни за ци ей и пла ни ро ва ни ем но во го эко но мич но го,
ра циональ но го ва ри ан та вы пол не ния мно же ст ва опе ра ций
в пре де лах тор го во го за ла, кон ди тер ско го це ха, всех зве нь ев
об слу жи ва ния ре с то ра на, ка фе, сто ло вой, пла но во го от де ла,
бух гал те рии, от дела ка д ров и др.

За да чи ор га ни за ции мас со во го об слу жи ва ния воз ни ка ют
прак ти че с ки во всех сфе рах че ло ве че с кой де я тель но с ти, на -
пример, об слу жи ва ние про дав ца ми по ку па те лей в ма га зи нах,
об служи ва ние по се ти те лей на пред при я ти ях об ще ст вен но го
пи та ния, об слу жи ва ние кли ен тов на пред при я ти ях бы то во го
об слу жи вания, обес пе че ние те ле фон ных раз го во ров на те ле -
фон ной станции, ока за ние ме ди цин ской по мо щи боль ным в по-
ли кли ни ке и т.д. Во всех при ве ден ных при ме рах воз ни ка ет
не об хо ди мость в удов ле тво ре нии за про сов боль шо го чис ла
по тре би те лей.

Пе ре чис лен ные за да чи мож но ус пеш но ре шать с по мо щью
ме то дов и мо де лей спе ци аль но со здан ной для этих це лей те о-
рии мас со во го об слу жи ва ния (ТМО). В этой те о рии по яс ня -
ет ся, что об слу жи вать не об хо ди мо ко го-ли бо или что-ли бо,
что оп ре де ляемыми по ня ти ем «за яв ка (тре бо ва ние) на об -
слу жи ва ние», а опе рации об слу жи ва ния вы пол ня ют ся кем-
ли бо или чем-ли бо, на зыва е мы ми ка на ла ми (уз ла ми) об слу -
жи ва ния.

Роль за явок в ком мер че с кой де я тель но с ти вы пол ня ют то -
вары, по се ти те ли, день ги, ре ви зо ры, до ку мен ты, а роль ка на -
лов обслу жи ва ния — про дав цы, ад ми ни с т ра то ры, по ва ра,
кон ди те ры, офи ци ан ты, кас си ры, то ва ро ве ды, груз чи ки, тор -
го вое обо ру до вание и др. Важ но за ме тить, что в од ном ва ри -
ан те, на при мер, по вар в про цес се при го тов ле ния блюд яв ля -
ет ся ка на лом об слу жи ва ния, а в дру гом — вы сту па ет в ро ли
за яв ки на об слу жи ва ние, на при мер к за ве ду ю ще му про из -
вод ст вом за по лу че ни ем то ва ра.

За яв ки в си лу мас со во с ти по ступ ле ния на об слу жи ва ние
обра зу ют по то ки, ко то рые до вы пол не ния опе ра ций об слу -
жи вания на зы ва ют ся вхо дя щи ми, а по сле воз мож но го ожи -
да ния нача ла об слу жи ва ния, т.е. про стоя в оче ре ди, об ра зу ют
по то ки обслу жи ва ния в ка на лах, а за тем фор ми ру ет ся вы хо -
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ет ся, но боль шая оче редь, а по ку па тель не рас по ла га ет вре ме -
нем.

Те о рия мас со во го об слу жи ва ния за ни ма ет ся изу че ни ем про -
цес сов, свя зан ных с мас со вым об слу жи ва ни ем, раз ра бот кой
мето дов ре ше ния ти пич ных за дач мас со во го об слу жи ва ния.

При ис сле до ва нии эф фек тив но с ти ра бо ты си с те мы об -
слу жива ния важ ную роль иг ра ют раз лич ные спо со бы рас по -
ло же ния ка на лов в ней.

При па рал лель ном рас по ло же нии ка на лов требо ва ние мо -
жет быть об слу же но лю бым сво бод ным ка на лом. При ме ром
та кой си с те мы об слу жи ва ния яв ля ет ся рас чет ный узел в ма -
га зи нах са мо об слу жи ва ния, где чис ло ка на лов об слу жива -
ния сов па да ет с чис лом кас си ров-кон тро ле ров.

На прак ти ке ча с то об слу жи ва ние од ной за яв ки осу ще ств -
ляет ся по сле до ва тель но не сколь ки ми ка на ла ми об слу жи ва -
ния. При этом оче ред ной подобный ка нал на чи на ет ра бо ту
по об слу жи ва нию за яв ки по сле то го, как пре ды ду щий ка нал
за кончил свою ра бо ту. В та ких си с те мах про цесс об слу жи ва -
ния но сит мно го фа зо вый ха рак тер, об слу жи ва ние за яв ки од -
ним ка на лом на зы ва ет ся фа зой об слу жи ва ния. На при мер, ес ли
в ма га зи не само об слу жи ва ния име ют ся от де лы с про дав ца -
ми, то по ку па те ли сна ча ла об слу жи ва ют ся про дав ца ми, а по -
том уже кас си ра ми-кон тро ле ра ми.

Ор га ни за ция си с те мы об слу жи ва ния за ви сит от во ли че -
ло века. Под ка че ст вом функ ци о ни ро ва ния си с те мы в те о рии
мас сово го об слу жи ва ния по ни ма ют не то, на сколь ко хо ро шо
вы пол нено об слу жи ва ние, а то, на сколь ко пол но за гру же на
эта си с те ма, не про ста и ва ют ли ка на лы об слу жи ва ния, не об -
ра зу ет ся ли оче редь.

В ком мер че с кой де я тель но с ти за яв ки, по сту па ю щие в СМО,
вы сту па ют с вы со ки ми пре тен зиями еще и на ка че ст во об -
слу жи ва ния в це лом, ко то рое вклю ча ет не толь ко пе ре чень
ха рак те ри с тик, ис то ри че с ки сло жив ших ся и рас сма т ри ва е -
мых не по сред ст вен но в те о рии мас со во го об слу жива ния,
но и до пол ни тель ные, ха рак тер ные для спе ци фи ки коммер -
че с кой де я тель но с ти, в ча ст но с ти от дель ных про це дур об -
служи ва ния, тре бо ва ния к уров ню ко то рых к на сто я ще му
вре ме ни силь но воз рос ли. В свя зи с этим не об хо ди мо учи ты -
вать еще и пока за те ли ком мер че с кой де я тель но с ти.

Ра бо ту си с те мы об слу жи ва ния ха рак те ри зу ют та кие по -
ка за тели, как вре мя ожи да ния на ча ла об слу жи ва ния, дли на
оче ре ди, воз мож ность по лу че ния от ка за в об слу жи ва нии,
воз мож ность про стоя ка на лов об слу жи ва ния, сто и мость об -
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по каж дой кас се бо лее чем на 1,5 ч в день. Вне д ре ние едино -
го уз ла рас че та в су пер мар ке те да ет ощу ти мые пре иму ще ст -
ва по ку па те лю. Так, ес ли при тра ди ци он ной фор ме рас че тов
вре мя об слу жи ва ния од но го по ку па те ля со став ля ло в сред -
нем 1,5 мин, то при вве де нии еди но го уз ла рас че та — 67 с. Из
них 44 с ухо дят на оформ ле ние по куп ки в сек ции и 23 с не -
по сред ст вен но на расче ты за по куп ки. Ес ли по ку па тель де ла -
ет не сколь ко по ку пок в раз ных сек ци ях, то по те ри вре ме ни
со кра ща ют ся при при об ре тении двух по ку пок в 1,4 ра за,
трех — в 1,9, пя ти — в 2,9 ра за.

Под об слу жи ва ни ем за явок бу дем по ни мать про цесс удов  -
летво ре ния по треб но с ти. Об слу жи ва ние име ет раз лич ный
ха рак тер по сво ей при ро де. Од на ко во всех при ме рах по сту -
пив шие за яв ки нуж да ют ся в об слу жи ва нии со сто ро ны ка ко -
го-ли бо ус т рой ст ва. В не ко то рых слу ча ях об слу жи ва ние про -
из во дит ся од ним че ло веком (по ку па те ля од ним про дав цом),
в не ко то рых — груп пой лю дей (боль но го вра чеб ной ко мис -
си ей в по ли кли ни ке), а в не ко то рых слу ча ях — тех ни че с ки ми
ус т ройства ми (про да жа га зи ро ван ной во ды, бу тер б ро дов ав -
то ма та ми). Со во куп ность средств, ко то рые осу ще ств ля ют
об слу жи ва ние заявок, на зы ва ет ся ка на лом об слу жи ва ния.

Ес ли ка на лы об слу жи ва ния спо соб ны удов ле тво рить оди -
нако вые за яв ки, то ка на лы об слу жи ва ния на зы ва ют ся од но -
род ными. Со во куп ность од но род ных ка на лов об слу жи ва ния
на зы ва ется об слу жи ва ю щей си с те мой.

В СМО по сту па ет боль шое ко личе ст во за явок в слу чай -
ные мо мен ты вре ме ни, дли тель ность об служи ва ния ко то рых
так же яв ля ет ся слу чай ной ве ли чи ной. По сле дова тель ное по -
ступ ле ние за явок в си с те му об слу жи ва ния на зы ва ется вхо -
дя щим по то ком за явок, а по сле до ва тель ность за явок, по ки -
да ю щих си с те му об слу жи ва ния, — вы хо дя щим по то ком.

Слу чай ный ха рак тер рас пре де ле ния дли тель но с ти вы пол-
нения опе ра ций об слу жи ва ния на ря ду со слу чай ным ха рак -
те ром по ступ ле ния тре бо ва ний на об слу жи ва ние при во дит
к то му, что в ка на лах об слу жи ва ния про те ка ет слу чай ный
про цесс, ко то рый мо жет быть на зван (по ана ло гии с вход ным
по то ком за явок) пото ком об слу жи ва ния за явок или про сто
по то ком об слу жи ва ния.

За ме тим, что за яв ки, по сту па ю щие в си с те му об слу жи ва -
ния, мо гут по ки нуть ее и бу ду чи не об слу жен ны ми. На при -
мер, ес ли по ку па тель не най дет в ма га зи не нуж ный то вар,
то он по ки да ет ма га зин, бу ду чи не об слу жен ным. По ку па -
тель мо жет по ки нуть ма га зин так же, ес ли нуж ный то вар име -
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ках слу чай ны ми яв ля ют ся мо мен ты по яв ле ния по ку па те лей,
вре мя ожи да ния в оче ре ди и вре мя, за тра чи ва е мое на об слу -
жи ва ние каж до го по ку па те ля. При этом ос нов ной ха рак тер -
ной чер той по то ков яв ля ет ся ве роят но ст ное рас пре де ле ние
вре ме ни меж ду со сед ни ми со бы тиями. Су ще ст ву ют раз лич -
ные по то ки, ко то рые от ли ча ют ся своими ха рак те ри с ти ка ми.

По ток со бы тий на зы ва ет ся ре гу ляр ным, ес ли в нем со бы -
тия сле ду ют од но за дру гим че рез за ра нее за дан ные и стро го
оп ре делен ные про ме жут ки вре ме ни. Та кой по ток яв ля ет ся
иде аль ным и очень ред ко встре ча ет ся на прак ти ке. Ча ще
встре ча ют ся не ре гуляр ные по то ки, не об ла да ю щие свой ст -
вом ре гу ляр но с ти.

По ток со бы тий на зы ва ет ся ста ци о нар ным, ес ли ве ро ят -
ность по па да ния лю бо го чис ла со бы тий на про ме жу ток вре -
ме ни за висит толь ко от дли ны это го про ме жут ка и не за -
висит от то го, как да ле ко рас по ло жен этот про ме жу ток от
на ча ла от сче та вре ме ни. Ста ци о нар ность по то ка оз на ча ет
не за ви си мость от вре ме ни его ве ро ят но ст ных ха рак те ри с тик,
в ча ст но с ти, ин тен сив ность та кого по то ка есть сред нее чис ло
со бы тий в еди ни цу вре ме ни и ос тает ся ве ли чи ной по сто ян ной.
На прак ти ке обыч но по то ки мо гут счи тать ся ста ци о нар ны ми
толь ко на не ко то ром ог ра ни чен ном про ме жут ке вре ме ни.
Обыч но по ток по ку па те лей, на при мер, в ма га зи не су ще ст -
вен но ме ня ет ся в те че ние ра бо че го дня. Од на ко мож но вы де -
лить оп ре де лен ные вре мен ные ин тер ва лы, вну т ри ко то рых
этот по ток до пу с ти мо рас сма т ри вать как ста ци о нар ный, име -
ю щий по сто ян ную ин тен сив ность.

По ток со бы тий на зы ва ет ся по то ком без по след ст вия, ес ли
чис ло со бы тий, по па да ю щих на один из про из воль но вы -
бранных про ме жут ков вре ме ни, не за ви сит от чис ла со бы -
тий, по павших на дру гой, так же про из воль но вы бран ный
про ме жу ток, при ус ло вии, что эти про ме жут ки не пе ре се ка -
ют ся меж ду со бой. В по то ке без по след ст вия со бы тия по яв -
ля ют ся в по сле до ва тель ные мо мен ты вре ме ни не за ви си мо
друг от дру га. На при мер, по ток по ку па те лей, вхо дя щих в ма -
га зин, мож но счи тать по то ком без по след ст вия по то му, что
при чи ны, обус ло вив шие при ход каж дого из них, не свя за ны
с ана ло гич ны ми при чи на ми для дру гих поку па те лей.

По ток со бы тий на зы ва ет ся ор ди нар ным, ес ли ве ро ят ность
попа да ния на очень ма лый от ре зок вре ме ни сра зу двух или
бо лее со бы тий пре не бре жи мо ма ла по срав не нию с ве ро ят но -
с тью по пада ния толь ко од но го со бы тия. В ор ди нар ном по то ке
со бы тия про ис хо дят по оди ноч ке, а не по два или бо лее сра зу.
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слу жи ва ния и в конеч ном ито ге удов ле тво ре ние ка че ст вом
об слу жи ва ния, ко то рое еще вклю ча ет по ка за те ли ком мер че -
с кой де я тель но с ти.

Что бы улуч шить ка че ст во функ ци о ни ро ва ния си с те мы
обслу жи ва ния, не об хо ди мо оп ре де лить, ка ким об ра зом рас -
пре делить по сту па ю щие за яв ки меж ду ка на ла ми об слу жи ва -
ния, ка кое ко ли че ст во ка на лов об слу жи ва ния не об хо ди мо
иметь, как рас поло жить или сгруп пи ро вать ка на лы об слу жи -
ва ния или об слу жи вающие ап па ра ты для улуч ше ния по ка за те-
лей ком мер че с кой деятель но с ти. Для ре ше ния пе ре чис лен -
ных за дач су ще ст ву ет эф фектив ный ме тод мо де ли ро ва ния,
вклю ча ю щий и объ е ди ня ю щий до сти же ния раз ных на ук, в том
чис ле ма те ма ти ки.

Кон троль ные во про сы
1. Что та кое об слу жи ва ние?
2. Ка ко вы ви ды за явок на об слу жи ва ние в ком мер че с кой дея -

тель но с ти?
3. Что яв ля ет ся ка на ла ми об слу жи ва ния в ком мер че с кой дея -

тель но с ти?
4. Ка ко вы ме ха низ мы мас со во с ти по ступ ле ния за явок на обслу -

жи ва ние в ком мер че с кой де я тель но с ти?
5. Ка кие труд но с ти в ре а ли за ции обес пе че ния мас со во го обслу -

жи ва ния в ком мер че с кой де я тель но с ти?
6. Пе ре чис ли те по ка за те ли ком мер че с кой де я тель но с ти.
7. Ка ков уни вер саль ный ме тод ре ше ния за дач мас со во го обслу -

жи ва ния?

5.2. Мо де ли ро ва ние си с тем мас со во го об слу жи ва ния
5.2.1. По то ки со бы тий

Пе ре хо ды СМО из од но го со сто я ния в дру гое про ис хо дят
под воз дей ст ви ем впол не оп ре де лен ных со бы тий — по ступ -
ления за явок и их об слу жи ва ния. По сле до ва тель ность по яв -
ле ния со бы тий, сле ду ю щих од но за дру гим в слу чай ные мо -
мен ты време ни, фор ми ру ет так на зы ва е мый по ток со бы тий.
При ме ра ми та ких по то ков в ком мер че с кой де я тель но с ти яв -
ля ют ся по то ки раз лич ной при ро ды — то ва ров, де нег, до ку -
мен тов, транс пор та, кли ен тов, по ку па те лей, те ле фон ных
звон ков, пе ре го во ров. Пове де ние си с те мы обыч но оп ре де ля -
ет ся не од ним, а сра зу несколь ки ми по то ка ми со бы тий. На -
при мер, об слу жи ва ние по купа те лей в ма га зи не оп ре де ля ет ся
по то ком по ку па те лей и по током об слу жи ва ния; в этих по то -

294



щью ве роят но с ти про ти во по лож но го со бы тия на про ме жут ке
вре ме ни (0; t), ку да не по па ло ни од но го со бы тия, т.е. m = 0,
тог да

F(t) = 1 – P0 = 1 – e–a = 1 – e–λt,   t 
 0.

Для ма лых Δt мож но по лу чить при бли жен ную фор му лу,
по луча е мую за ме ной функ ции e–λt, толь ко дву мя чле на ми
раз ло жения в ряд по сте пе ням Δt, тог да ве ро ят ность по па да -
ния на ма лый про ме жу ток вре ме ни Δt хо тя бы од но го со бы -
тия со став ля ет

P(T < Δt) = 1 – e–λt � 1 – 1 – λΔt + (λΔt)2 – (λΔt)3 � λΔt.

Плот ность рас пре де ле ния про ме жут ка вре ме ни меж ду
дву мя по сле до ва тель ны ми со бы ти я ми по лу чим, про диф фе -
рен ци ро вав F(t) по вре ме ни

f(t) = λe–λt, t 
 0.

Поль зу ясь по лу чен ной функ ци ей плот но с ти рас пре де ле -
ния, мож но по лу чить чис ло вые ха рак те ри с ти ки слу чай ной ве -
ли чи ны Т: ма те ма ти че с кое ожи да ние М(Т), дис пер сию D(T)
и сред нее ква д ра ти че с кое от кло не ние σ(Т):

M(T) = λ te–λt dt = ;   D(T) = ;   σ(T) = .

От сю да мож но сде лать сле ду ю щий вы вод: сред ний ин тер -
вал вре ме ни Т меж ду лю бы ми дву мя со сед ни ми со бы ти я ми
в простей шем по то ке в сред нем ра вен 1/λ и его сред нее ква д  -
ра ти ческое от кло не ние так же рав но 1/λ, где λ — ин тен сив ность
по то ка, т.е. сред нее чис ло со бы тий, про ис хо дя щих в еди ни цу
вре ме ни. За кон рас пре де ле ния слу чай ной ве ли чи ны, об ла да -
ю щей та ки ми свой ст ва ми М(Т) = Т, на зы ва ет ся по ка за тель -
ным (или экс по ненци аль ным), а ве ли чи на λ яв ля ет ся па ра -
мет  ром это го по ка за тельно го за ко на. Та ким об ра зом, для
про стей ше го по то ка ма те ма тиче с кое ожи да ние ин тер ва ла
вре ме ни меж ду со сед ни ми со бы тиями рав но его сред не ква д -
ра ти че с ко му от кло не нию.

В этом слу чае ве ро ят ность то го, что чис ло за явок, по сту -
пающих на об слу жи ва ние за про ме жу ток вре ме ни t, рав но k,
оп ре деля ет ся по за ко ну Пу ас со на

Pk(t) = e–λt,
(λt)k

———
k!
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Ес ли по ток од но вре мен но об ла да ет свой ст ва ми ста ци о -
нар ности, ор ди нар но с ти и от сут ст ви ем по след ст вия, то та кой
по ток на зыва ет ся про стей шим (или пу ас со нов ским) по то ком
со бы тий. Ма тема ти че с кое опи са ние воз дей ст вия та ко го по -
то ка на си с те мы оказы ва ет ся на и бо лее про стым. По это му,
в ча ст но с ти, про стей ший по ток иг ра ет сре ди дру гих су ще ст -
ву ю щих по то ков осо бую роль.

Рас смо т рим на оси вре ме ни не ко то рый про ме жу ток вре -
ме ни τ. До пу с тим, ве ро ят ность по па да ния слу чай но го со бы -
тия на этот про ме жу ток р, а пол ное чис ло воз мож ных со бы -
тий n. При нали чии свой ст ва ор ди нар но с ти по то ка со бы тий
ве ро ят ность р долж на быть до ста точ но ма лой ве ли чи ной,
a n — до ста точ но боль шим чис лом, по сколь ку рас сма т ри ва -
ют ся мас со вые яв ле ния. В этих ус ло ви ях для вы чис ле ния ве -
ро ят но с ти по па да ния на проме жу ток вре ме ни τ не ко то ро го
чис ла со бы тий m мож но вос пользо вать ся фор му лой Пу ас со на:

Pm, n = e–a,   m = 0, n,

где ве ли чи на а = np — сред нее чис ло со бы тий, по па да ю щих
на про ме жу ток вре ме ни τ, ко то рое мож но оп ре де лить че рез
ин тенсив ность по то ка со бы тий λ сле ду ю щим об ра зом:

а = λτ.

Раз мер ность ин тен сив но с ти по то ка λ есть сред нее чис ло
собы тий в еди ни цу вре ме ни. Меж ду n и λ, р и τ име ет ся сле -
ду ю щая связь:

n = λt;   p = ,

где t — весь про ме жу ток вре ме ни, на ко то ром рас сма т ри ва ет -
ся дей ст вие пото ка со бы тий.

Не об хо ди мо оп ре де лить рас пре де ле ние ин тер ва ла вре ме -
ни Т меж ду со бы ти я ми в та ком по то ке. По сколь ку это слу -
чай ная ве личи на, най дем ее функ цию рас пре де ле ния. Как
из ве ст но из те о рии ве ро ят но с тей, ин те г раль ная функ ция
рас пре де ле ния F(t) есть веро ят ность то го, что ве ли чи на Т бу -
дет мень ше вре ме ни t

F(t) = Р(Т < t).

По ус ло вию в те че ние вре ме ни Т не долж но про изой ти ни
одно го со бы тия, а на ин тер ва ле вре ме ни t долж но по явить ся
хо тя бы од но со бы тие. Эта ве ро ят ность вы чис ля ет ся с по мо -

τ
–
t

am

––
m!
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бы ти я ми T1, T2, ..., Tk, ..., Tn яв ля ют ся не за ви си мы ми, оди на ко -
во рас пре де лен ны ми, слу чай ны ми ве ли чи на ми, но в от ли чие
от про стей ше го по то ка не обя за тель но рас пре де лен ны ми по
по ка за тель но му за ко ну. Простей ший по ток яв ля ет ся ча ст -
ным слу ча ем по то ка Паль ма.

Важ ным ча ст ным слу ча ем по то ка Паль ма яв ля ет ся так
на зыва е мый по ток Эр лан га. Этот по ток по лу ча ет ся «про ре -
жи ва ни ем» про стей ше го по то ка. Та кое «про ре жи ва ние» про -
из во дит ся пу тем от бо ра по оп ре де лен но му пра ви лу со бы тий
из про стей ше го по тока. На при мер, ус ло вив шись учи ты вать
толь ко каж дое вто рое собы тие из об ра зу ю щих про стей ший
по ток, мы по лу чим по ток Эрлан га вто ро го по ряд ка. Ес ли
брать толь ко каж дое тре тье со бы тие, то об ра зу ет ся по ток Эр -
лан га тре ть е го по ряд ка и т.д. Мож но по лучить по то ки Эр -
лан га лю бо го k-го по ряд ка. Оче вид но, про стейший по ток
есть по ток Эр лан га пер во го по ряд ка.

Лю бое ис сле до ва ние си с те мы мас со во го об слу жи ва ния
на чина ет ся с изу че ния то го, что не об хо ди мо об слу жи вать,
сле до ватель но, с изу че ния вход но го по то ка за явок и его ха -
рак те ри с тик.

По сколь ку мо мен ты вре ме ни ti и ин тер ва лы вре ме ни по -
ступле ния за явок τ, за тем про дол жи тель ность опе ра ций об -
слу жи вания tобс и вре мя ожи да ния в оче ре ди tоч, а так же дли -
на оче ре ди lоч — слу чай ные ве ли чи ны, то, сле до ва тель но,
ха рак те ри с ти ки состо я ния СМО но сят ве ро ят но ст ный ха -
рак тер, а для их опи са ния сле ду ет при ме нять ме то ды и мо де -
ли те о рии мас со во го об слу жива ния.

Пе ре чис лен ные вы ше ха рак те ри с ти ки k, τ, λ, Lоч, Точ, ν, tобс,
μ, ρ, Рk яв ля ют ся на и бо лее об щи ми для СМО, ко то рые яв ля -
ют ся обыч но лишь не ко то рой ча с тью це ле вой функ ции, по -
сколь ку не об хо ди мо учи ты вать еще и по ка за те ли ком мер че -
с кой де я тельно с ти.

Ана лиз вход но го по то ка за явок

При мер 5.1. Ре зуль та ты на блю де ния за по то ком по ку па те лей
в сек ции уни вер ма га в те че ние 10 дней ра бо ты и про ве де ния ре -
гист  ра ции ко ли че ст ва по ку па те лей в те че ние каж до го ча са ра бо ты
пред став ле ны в табл. 5.1.

Оп ре де лим ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка по ку па те лей за
час ра бо ты ма га зи на и, ис поль зуя кри те рий Пир со на с уров нем зна -
чи мо с ти α = 0,05, обос ну ем пред по ло же ние, что по ток опи сыва ет ся
пу ас со нов ским за ко ном рас пре де ле ния.
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где λ — ин тен сив ность по ступ ле ния по то ка за явок, сред нее
чис ло со бы тий в СМО за еди ни цу вре ме ни, на при мер

; ; ; ; ; .

Для та ко го по то ка за явок вре мя меж ду дву мя со сед ни ми
заяв ка ми Т рас пре де ле но экс по нен ци аль но с плот но с тью ве -
роят но с ти

f(t) = λe–λt.

Слу чай ное вре мя ожи да ния в оче ре ди на ча ла об слу жи ва -
ния tоч то же мож но счи тать рас пре де лен ным экс по нен ци аль но

f(toч) = Ve–νtоч,

где ν — ин тен сив ность по то ка про хо да оче ре ди, оп ре де ля е -
мая сред ним числом за явок, про хо дя щих на об слу жи ва ние
в еди ни цу вре ме ни:

ν = ,

где Точ — сред нее вре мя ожи да ния об слу жи ва ния в оче ре ди.
Вы ход ной по ток за явок свя зан с по то ком об слу жи ва ния

в кана ле, где дли тель ность об слу жи ва ния tобс яв ля ет ся то же
слу чайной ве ли чи ной и под чи ня ет ся во мно гих слу ча ях по ка -
за тель но му за ко ну рас пре де ле ния с плот но с тью ве ро ят но с ти

f(tобс) = μe–μ tобс,

где μ — ин тен сив ность по то ка об слу жи ва ния, т.е. сред нее
чис ло за явок, обслу жи ва е мых в еди ни цу вре ме ни:

μ = ; ; ; ; ; ,

где tобс — сред нее вре мя об слу жи ва ния за явок.
Важ ной ха рак те ри с ти кой СМО, объ е ди ня ю щей по ка за те -

ли λ и μ, яв ля ет ся ин тен сив ность на груз ки ρ = λ/μ, ко то рая
по ка зы вает сте пень со гла со ва ния вход но го и вы ход но го по -
то ков за явок ка на ла об слу жи ва ния и оп ре де ля ет ус той чи -
вость си с те мы мас сово го об слу жи ва ния.

Кро ме по ня тия про стей ше го по то ка со бы тий ино гда при -
ходит ся поль зо вать ся по ня ти я ми по то ков дру гих ти пов. На -
при мер, по ток со бы тий на зы ва ет ся по то ком Паль ма, ког да
в по то ке про межут ки вре ме ни меж ду по сле до ва тель ны ми со -
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4. По сколь ку χ2
набл < χ2

кр, то мож но счи тать в на шем слу чае это
ус ло вие вы пол ня ет ся: 12,51 < 14,1, вхо дя щий по ток по ку па телей
опи сы ва ет ся пу ас со нов ским за ко ном рас пре де ле ния с ин тенсив но -
с тью λ.

При мер 5.2. Ре зуль та ты на блю де ния за по то ком по ку па те лей
в те че ние 7 дней ра бо ты уни вер ма га и про ве де ния ре ги с т ра ции по -
ку па те лей за каж дый час пред став ле ны в табл. 5.2.

Оп ре де лим ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка по ку па те лей
в рас че те на час ра бо ты и по кри те рию Пир со на с уров нем зна чи -
мос ти α = 0,05; обос ну ем пред по ло же ние о том, что по ток опи сыва -
ет ся пу ас со нов ским за ко ном рас пре де ле ния.

Ре ше ние. Ис поль зу ем мо де ли ал го рит ма. По лу чим λ = 4,66 пок/ч;
χ2

набл = 15,32 < χ2
кр(α, ν) — 16,9, что сви де тель ст ву ет о пра виль ном

пред по ло же нии о пу ас со нов ском за ко не рас пре де ле ния вхо дя ще го
по то ка по ку па те лей.

Ана лиз по то ка об слу жи ва ния за явок

При мер 5.3. Ре зуль та ты ре ги с т ра ции про дол жи тель но с ти об -
служи ва ния по ку па те лей в обув ной сек ции уни вер ма га при ве де ны
в табл. 5.3.
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Ре ше ние
1. Сгруп пи ру ем дан ные по чис лу по ку па те лей k, по се тив ших ма -

га зин в те че ние ча са, а ре зуль та ты пред ста вим в ви де таб ли цы.

Вы чис лим ин тен сив ность по то ка

λ = k = = = 3,49 пок./ч.

Най дем те о ре ти че с кие ча с то ты по фор му ле

fi
T = N e–λ,   где N = fi = 80.

2. Вы чис лим на блю да е мое зна че ние кри те рия Пир со на по фор -
му ле

χ2
набл = = 12,51.

3. По за дан но му урав ню зна чи мо с ти α = 0,05 и чис лу сте пеней
сво бо ды ν = n – 2, где n — чис ло групп в ря ду (в на шем случае n = 9),
по таб ли це зна че ний кри ти че с ких то чек χ2-рас пре деле ния оп ре де -
лим χ2

кр(α): χ2
кр(0,05, 7) = 14,1.

(fi – fi
T )2

——————
fi

T

9

Σ
i =1

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

f Т 8,53 14,9 17,3 15,1 10,5 6,11 3,05 1,33 0,51

9

Σ
i =1

λki——
ki!

279
——
80

k f

f

i i
i

i
i

=

=

∑

∑
1

9

1

9

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

f 3 19 23 21 6 4 2 1 1
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Таб ли ца 5.1

Часы
Дни

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 4 2 3 4 3 5 2

2 3 2 3 2 7 2 3 3

3 1 3 4 3 4 6 4 2

4 4 4 4 5 9 3 4 4

5 2 1 3 7 3 6 2 3

6 3 2 3 4 5 5 3 2

7 4 3 4 3 8 3 4 3

8 1 2 2 4 3 4 2 4

9 3 4 6 3 4 2 4 2

10 2 2 3 5 6 4 2 5

Таб ли ца 5.2

Таб ли ца 5.3

Часы
Дни

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 6 3 5 11 6 4
2 3 4 5 4 3 8 4 2
3 2 3 4 5 4 5 6 5
4 4 5 3 10 5 3 4 2
5 3 2 9 5 4 4 5 3
6 5 3 5 12 5 3 2 7
7 2 5 8 4 7 5 6 4

№ интервала Интервал времени 
обслуживания Δt, мин Частота f

1 0—5 17
2 5—10 20
3 10—15 19
4 15—20 11
5 20—25 9
6 25—30 6
7 30—35 3
8 35—40 1



Оп ре де лим сред нее вре мя tобс и ин тен сив ность μ об слу жи вания
по ку па те лей и по кри те рию Пир со на с уров нем зна чи мо с ти α = 0,05
обос ну ем пред по ло же ние о том, что вре мя об слу жи ва ния рас пре де -
ле но по по ка за тель но му за ко ну.

tобс = 10,22 мин;   μ = 6 пок/ч;   χ2
набл = 6,75;   χ2

кр(α, ν) = 9,49.

При мер 5.5. Ре зуль та ты ре ги с т ра ции вход но го по то ка по се ти -
телей в те че ние дня и зна че ния его ха рак те ри с ти ки при ве де ны
в табл. 5.5.
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Оп ре де лим сред нее вре мя tобс и ин тен сив ность μ об слу жи вания
по ку па те лей, за тем по кри те рию Пир со на с уров нем зна чимос ти
α = 0,05 обос ну ем пред по ло же ние, что вре мя об слу жи вания рас пре -
де ля ет ся по по ка за тель но му за ко ну.

Ре ше ние
1. Для каж до го ин тер ва ла Δt1 вы чис лим его се ре ди ну по фор му ле

ti = ,   i = (1; 8).

2. Вы чис лим сред нее вре мя об слу жи ва ния tобс и ин тен сивность
об слу жи ва ния μ

tобс = = = 13,08 мин.

μ = = = 0,08 пок./мин = 4,8 пок./ч.

3. Най дем те о ре ти че с кие ча с то ты по фор му ле

fi
T = N(eμti–l – eμti),   где N = fi = 86.

4. Вы чис лим на блю да е мое зна че ние кри те рия Пир со на по фор -
му ле

χ2
набл = = 10,7.

5. По за дан но му уров ню зна чи мо с ти α = 0,05 и чис лу сте пеней
сво бо ды ν = n – 2, где n — чис ло групп в ря ду (в на шем слу чае n = 8)
по таб ли це зна че ний кри ти че с ких то чек χ2-рас пре де ле ния оп ре де -
лим χ2

кр(α, ν) : χ2
кр(0,05, 6) = 12,59.

6. Срав ним, ес ли χ2
набл < χ2

кр, то мож но счи тать, что вре мя обслу -
жи ва ния по ку па те лей рас пре де ле но по по ка за тель но му за кону
с ин тен сив но с тью m, по сколь ку в на шем слу чае это ус ло вие вы пол -
ня ет ся: 10,7 < 12,59.

При мер 5.4. Ре зуль та ты на блю де ния за ра бо той кон суль тан тов
спе ци а ли зи ро ван но го ма га зи на ау дио- и ви део тех ни ки по вре мени
об слу жи ва ния по ку па те лей пред став ле ны в табл. 5.4.

(fi – fi
T )2

——————
fi

T

8

Σ
i =1

№ интервала 1 2 3 4 5 6 7 8

F T 27 19 13 9 6 4 3 2

8

Σ
i =1

1
———
13,08

1
——
tобс
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———

86

t f

f

i i
i

i
i

=

=

∑

∑
1

8

1

8

№ интервала 1 2 3 4 5 6 7 8
ti 2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5

t i–1 + t i—————
2
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Таб ли ца 5.4

Таб ли ца 5.5

№ интервала Интервал времени обслу-
живания Δt, мин Частота f

1 0—5 27

2 5—10 23

3 10—15 18

4 15—20 11

5 20—25 8

6 25—30 3

Интервалы
времени,

ч

Макси -
мальное

количество
покупате-
лей, чел.

Макси -
мальная

интенсив -
ность

потока

λmax
⎤
⎥
⎦

⎡
⎢
⎣

1——
мин

Мини-
мальное

количество
покупате-
лей, чел.

Мини- 
мальная

интенсив-
ность

потока

λmin
⎤
⎥
⎦

1——
мин

⎡
⎢
⎣

Среднее
количество
покупате-
лей, чел.

8—9 300 5,0 200 3,3 250

9—10 500 8,3 400 6,6 450

10—11 800 13,3 500 8,3 650

11—12 1000 16,6 300 5,0 650

12—13 700 11,6 300 5,0 500

13—14 0 0 0 0 0

14—15 900 15,0 200 3,3 550

15—16 800 13,3 300 5,0 550

16—17 700 11,6 100 1,6 400

17—18 800 13,3 300 5,0 550

18—19 500 8,3 100 1,6 300

19—20 400 6,6 300 5,0 350

Итого 7400 λmax = 10,2 3000 λmin = 4,14 5200



По при ве ден ным дан ным мож но рас счи тать ин тен сив ность об -
слу жи ва ния по ку па те лей при раз лич ной ор га ни за ции тор го вого
про цес са: все про дав цы ра бо та ют как од на бри га да и тог да они об -
ра зу ют один ка нал об слу жи ва ния, каж дый про да вец ра бо та ет са мо -
сто я тель но и тог да чис ло ка на лов об слу жи ва ния бу дет оп реде лять -
ся ко ли че ст вом про дав цов.

Для слу чая бри гад ной ор га ни за ции тор го во го про цес са по лучи -
ли сле ду ю щую ин тен сив ность об слу жи ва ния (табл. 5.8).

По дан ным табл. 5.8 с уве ли че ни ем ко ли че ст ва про дав цов, об ра -
зу ю щих ка нал об слу жи ва ния, уве ли чи ва ет ся ин тен сив ность об слу -
жи ва ния μ.
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По при ве ден ным дан ным по ток по се ти те лей в те че ние дня не
по сто я нен: в раз ные ча сы ра бо ты ма га зи на в не го за хо дит раз ное
ко ли че ст во по се ти те лей, при чем раз ность меж ду мак си маль ным
и ми ни маль ным ко ли че ст вом по се ти те лей, за шед ших в ма га зин
в те че ние ча са, весь ма су ще ст вен на (от 100 до 1000 че л.).

Од на ко на ог ра ни чен ном про ме жут ке вре ме ни, на при мер в те че -
ние ча са, по ток по се ти те лей мо жет счи тать ся про стей шим. Ес ли
к то му же дли тель но с ти ин тер ва лов меж ду дву мя со сед ни ми со бы -
ти я ми рас пре де ле ны по за ко ну Пу ас со на, сле до ва тель но, мож но
вы чис лить ин тен сив ность по то ка по се ти те лей для каж дого ча са ра -
бо ты ма га зи на, а так же их сред нее зна че ние.

Ин тен сив ность по то ка по ку па те лей в те че ние дня, как и коли че -
ст во по се ти те лей ма га зи на, яв ля ет ся ве ли чи ной не по сто янной и из-
ме ня ет ся в пре де лах от λmin = 1,6 пок./мин до λmax = 16,6 пок./мин,
од на ко эти зна чения мож но ус ред нить, и тог да по лу чают ся сле ду ю -
щие зна че ния λmin = 4,14 пок./мин и λmax = 10,21 пок./мин. Сред нее
зна че ние ин тен сив но с ти по то ка по се ти те лей в те че ние дня λср =
= 7,21 пок./мин.

Рас смо т рим рас пре де ле ние по то ка по се ти те лей то го же ма гази -
на, но уже в те че ние не де ли. Ди на ми ка по то ка по се ти те лей пред -
став ле на в табл. 5.6, в ко то рой зна че ния ин тен сив но с ти явля ют ся
ус ред нен ны ми ха рак те ри с ти ка ми по то ка для каж до го дня не де ли.
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Таб ли ца 5.6

Таб ли ца 5.7

Таб ли ца 5.8Интервал 
времени, дн.

Количество 
посетителей, чел.

Интенсивность потока 

пок./ч пок./мин

Понедельник 4000 333,3 5,5
Вторник 3600 300,0 5,0
Среда 6000 500,0 8,3
Четверг 3000 250,0 4,2
Пятница 6800 566,0 9,4
Суббота 7200 600,0 10,0
Итого 30 600 λ = 364,3 λ = 6,1

Сле ду ет от ме тить, что мак си маль ные (ми ни маль ные) зна чения
ин тен сив но с ти по то ка, ко то рые при ве де ны в табл. 5.6 (λmax = 10,2,
λmin = 4,2), при мер но сов па да ют со сред ни ми зна чени ями ин тен сив -
но с ти, при ве ден ны ми в табл. 5.5 (λmax = 10,2 мин–1, λmin = 4,14 мин–1).

Изу че ние по то ка по се ти те лей ма га зи на по мо га ет ра ци о нально
ор га ни зо вать ра бо ту СМО, а так же ра бо ту про дав цов и кас сиров
в те че ние ра бо че го дня, до бить ся бо лее рав но мер ной за грузки тор -
го вых ра бот ни ков, по вы сить эф фек тив ность их тру да.

Рас смо т рим ха рак те ри с ти ки по то ка об слу жи ва ния на при мере
ра бо ты сек ции по про да же ра дио- и те ле ап па ра ту ры. Ре зуль таты
хро но ме т ра жа вре ме ни об слу жи ва ния по ку па те лей раз ным чис лом
про дав цов в ма га зи не пред став ле ны в табл. 5.7.

Количество 
обслуживаемых

покупателей, чел.

Время обслуживания tобс, мин

2 продавца 4 продавца 6 продавцов

10 30 18 10
18 42 26 15
28 53 32 22
36 67 38 24
46 45 28
54 53 32

Количество 
обслуживаемых

покупателей, чел.

Интенсивность обслуживания α, пок./мин

2 продавца 4 продавца 6 продавцов

10 0,33 0,55 1,00
18 0,43 0,69 1,20
28 0,53 0,87 1,27
36 0,54 0,95 1,50
46 1,02 1,64
54 1,02 1,69

Для слу чая, ког да каж дый про да вец ра бо та ет са мо сто я тель но,
по лу чи ли зна че ния ин тен сив но с ти об слу жи ва ния, ко то рые приве -
де ны в табл. 5.9.

По дан ным табл. 5.9 вид но, что не за ви си мо от ко ли че ст ва про -
дав цов ин тен сив но с ти об слу жи ва ния для каж до го ка на ла при мер -
но оди на ко вы, что сви де тель ст ву ет, в свою оче редь, о равно мер ной
за груз ке про дав цов.

Та ким об ра зом, изу чая вход ные по то ки об слу жи ва ния, мож но
оце нить про из во ди тель ность ка на лов об слу жи ва ния, сте пень их за -
груз ки и раз ра бо тать ре ко мен да ции по ра ци о наль ной ор га низа ции
ра бо ты си с тем мас со во го об слу жи ва ния.



Та кие слу чай ные про цес сы на зы ва ют ся про цес са ми без по -
след ст вия, или мар ков ски ми, в ко то рых при фик си ро ван ном
насто я щем бу ду щее со сто я ние СМО не за ви сит от про шло го.
Случай ный про цесс, про те ка ю щий в си с те ме, на зы ва ет ся мар-
ковским слу чай ным про цес сом, или про цес сом без по след ст вия,
ес ли он об ла да ет сле ду ю щим свой ст вом: для каж до го мо мен -
та вре ме ни t0 ве ро ят ность лю бо го со сто я ния t > t0 си с те мы Si
в бу дущем (t > t0) за ви сит толь ко от ее со сто я ния в на сто я -
щем (при t = t0) и не за ви сит от то го, ког да и ка ким об ра зом
си с те ма при шла в это со сто я ние, т.е. от то го, как раз ви вал ся
про цесс в про шлом.

Мар ков ские слу чай ные про цес сы де лят ся на два клас са:
процес сы с дис крет ны ми и не пре рыв ны ми со сто я ни я ми. Про -
цесс с дис крет ны ми со сто я ни я ми воз ни ка ет в си с те мах, об -
ла да ю щих толь ко не ко то ры ми фик си ро ван ны ми со сто я ни я -
ми, меж ду ко торы ми воз мож ны скач ко об раз ные пе ре хо ды
в не ко то рые, за ра нее не из ве ст ные мо мен ты вре ме ни.

Рас смо т рим при мер про цес са с дис крет ны ми со сто я ни я -
ми. В офи се фир мы име ют ся два те ле фона. Воз мож ны сле ду -
ю щие со сто я ния у этой си с те мы об слу жи вания: S0 — те ле фо -
ны сво бод ны; S1 — один из те ле фо нов за нят; S2 — оба те ле фо на
за ня ты. Про цесс, про те ка ю щий в этой си с те ме, со сто ит в том,
что систе ма слу чай ным об ра зом пе ре хо дит скач ком из од но -
го дис кретно го со сто я ния в дру гое.

Про цес сы с не пре рыв ны ми со сто я ни я ми от ли ча ют ся не -
прерыв ным плав ным пе ре хо дом из од но го со сто я ния в дру гое.
Эти про цес сы бо лее ха рак тер ны для тех ни че с ких ус т ройств,
не же ли для эко но ми че с ких объ ек тов, где обыч но лишь при -
бли жен но мож но го во рить о не пре рыв но с ти про цес са (на -
при мер, о не прерыв ном рас хо до ва нии за па са то ва ра), тог да
как фак ти че с ки всегда про цесс име ет дис крет ный ха рак тер.
По это му да лее мы бу дем рас сма т ри вать толь ко про цес сы
с дис крет ны ми со сто я ни я ми.

Мар ков ские слу чай ные про цес сы с дис крет ны ми со сто я -
ни я ми в свою оче редь под раз де ля ют ся на про цес сы с дис -
крет ным вре менем и про цес сы с не пре рыв ным вре ме нем.
В пер вом слу чае пе ре ходы из од но го со сто я ния в дру гое про -
ис хо дят толь ко в оп ре де ленные, за ра нее фик си ро ван ные мо -
мен ты вре ме ни, тог да как в проме жут ки меж ду эти ми мо мен -
та ми си с те ма со хра ня ет свое со сто я ние. Во вто ром слу чае
пе ре ход си с те мы из со сто я ния в состо я ние мо жет про ис хо -
дить в лю бой слу чай ный мо мент вре ме ни.
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5.2.2. Об слу жи ва ние как  мар ков ский 
слу чай ный про цесс

Пе ре ход СМО из од но го со сто я ния в дру гое про ис хо дит
случай ным об ра зом и пред став ля ет со бой слу чай ный про -
цесс. Ра бота СМО — слу чай ный про цесс с дис крет ны ми со -
сто я ни я ми, посколь ку его воз мож ные со сто я ния во вре ме ни
мож но за ра нее пере чис лить. При чем пе ре ход из од но го со -
сто я ния в дру гое про ис хо дит скач ко об раз но, в слу чай ные
мо мен ты вре ме ни, поэто му он на зы ва ет ся про цес сом с не -
пре рыв ным вре ме нем. Та ким об ра зом, ра бо та СМО пред -
став ля ет со бой слу чай ный про цесс с дис крет ны ми со сто я ни -
я ми и не пре рыв ным вре ме нем. На пример, в про цес се
об слу жи ва ния оп то вых по ку па те лей на фир ме «Кри с талл»
в Моск ве мож но фик си ро вать за ра нее все воз мож ные со сто -
я ния про стей ших СМО, ко то рые вхо дят в весь цикл коммер -
че с ко го об слу жи ва ния от мо мен та за клю че ния до го во ра на
по став ку ли ке ро-во доч ной про дук ции, ее оп ла ты, оформ ле -
ния до ку мен тов до от пу с ка и по лу че ния про дук ции, по груз -
ки и вы воза со скла да го то вой про дук ции.

Из мно же ст ва раз но вид но с тей слу чай ных про цес сов наи -
боль шее рас про ст ра не ние в ком мер че с кой де я тель но с ти по -
лу чили та кие про цес сы, для ко то рых в лю бой мо мент вре ме -
ни его ха ракте ри с ти ки в бу ду щем за ви сят толь ко от его
со сто я ния в на сто я щий мо мент и не за ви сят от пре ды с то -
рии — от про шло го. На при мер, воз мож ность по лу че ния с за -
во да «Кри с талл» ли ке ро-во доч ной про дук ции за ви сит от на -
ли чия ее на скла де го то вой про дук ции, т.е. его со сто я ния
в дан ный мо мент, и не за ви сит от то го, ког да и как по лу ча ли
и уво зи ли в про шлом эту про дук цию дру гие по ку па те ли.
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Таб ли ца 5.9

Количество 
обслуживаемых

покупателей, чел.

Интенсивность обслуживания α, пок./мин

2 продавца =
= 2 канала

4 продавца =
= 4 канала

6 продавцов  =
= 6 каналов

10 0,16 0,14 0,16

18 0,22 0,17 0,2

28 0,26 0,22 0,21

36 0,27 0,24 0,25

46 0,26 0,27

54 0,26 0,28



си с тема ока зы ва ет ся в том или дру гом за ра нее из ве ст ном
дис крет ном со сто я нии по сле до ва тель но. Та кая слу чай ная по-
сле до ва тельность со бы тий на зы ва ет ся мар ков ской це пью, ес -
ли для каж до го ша га ве ро ят ность пе ре хо да из од но го со сто я -
ния Si в лю бое дру гое Sj не за ви сит от то го, ког да и как
си с те ма пе ре шла в со сто я ние Si. Опи сы ва ет ся мар ков ская цепь
с по мо щью ве ро ят но с ти со стояний, при чем они об ра зу ют
пол ную груп пу со бы тий, по это му их сум ма рав на еди ни це.
Ес ли ве ро ят ность пе ре хо да не за ви сит от но ме ра k, то мар -
ков ская цепь на зы ва ет ся од но род ной. Зная началь ное со сто -
я ние си с те мы об слу жи ва ния, мож но най ти ве ро ятно с ти со -
сто я ний для лю бо го зна че ния k — чис ла за явок, по ступив ших
на об слу жи ва ние.

5.2.4. Урав не ния Кол мо го ро ва.
Фи наль ные ве ро ят но с ти со сто я ния СМО

Рас смо т рим ма те ма ти че с кое опи са ние мар ков ско го слу чай-
ного про цес са с дис крет ны ми со сто я ни я ми си с те мы S0, S1, S2
(см. рис. 5.2) и не пре рыв ным вре ме нем. По ла га ем, что все пе -
рехо ды си с те мы мас со во го об слу жи ва ния из со сто я ния Si
в со стояние Sj про ис хо дят под воз дей ст ви ем про стей ших по -
то ков со бы тий с ин тен сив но с тя ми λij, а об рат ный пе ре ход —
под воз дей ст ви ем дру го го по то ка λij. Вве дем обо зна че ние рi
как ве ро ят ность то го, что в мо мент вре ме ни t си с те ма на хо -
дит ся в со сто я нии Si. Для любо го мо мен та вре ме ни t спра вед -
ли во за пи сать нор ми ро воч ное усло вие — сум ма ве ро ят но с -
тей всех со сто я ний рав на 1:

pi(t) = p0(t) + p1(t) + p2(t) = 1.

Про ве дем ана лиз си с те мы в мо мент вре ме ни t, за дав ма -
лое при ра ще ние вре ме ни Δt, и най дем ве ро ят ность p1(t + Δt)
то го, что си с те ма в мо мент вре ме ни (t + Δt) бу дет на хо дить ся
в со сто я нии S1, ко то рое до сти га ет ся раз ны ми ва ри ан та ми:

а) си с те ма в мо мент t с ве ро ят но с тью pi(t) на хо ди лась
в со стоянии S1 и за ма лое при ра ще ние вре ме ни Δt так и не пе -
ре шла в дру гое со сед нее со сто я ние — ни в S0, ни в S2. Вы ве с ти
си с те му из со сто я ния S1 мож но сум мар ным про стей шим по -
то ком с ин тенсив но с тью (λ10 + λ12), по сколь ку су пер по зи ция
про стей ших пото ков так же яв ля ет ся про стей шим по то ком.
На этом ос но ва нии ве ро ят ность вы хо да из со сто я ния S1 за ма  -
лый про ме жу ток вре мени Δt при бли жен но рав на (λ10 + λ12)Δt.

2

Σ
i =0
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На прак ти ке про цес сы с не пре рыв ным вре ме нем встре ча -
ют ся зна чи тель но ча ще, по сколь ку пе ре хо ды си с те мы из од -
но го со стояния в дру гое обыч но про ис хо дят не в ка кие-то
фик си ро ван ные мо мен ты вре ме ни, а в лю бые слу чай ные мо -
мен ты вре ме ни.

Для опи са ния про цес сов с не пре рыв ным вре ме нем ис -
поль зует ся мо дель в ви де так на зы ва е мой мар ков ской це пи
с дис крет ными со сто я ни я ми си с те мы, или не пре рыв ной мар -
ков ской це пью.

5.2.3. Гра фы со сто я ний СМО

При ана ли зе слу чай ных про цес сов с дис крет ны ми со сто я -
ниями и не пре рыв ным вре ме нем удоб но поль зо вать ся ва ри -
ан том схема тич но го изо б ра же ния воз мож ных со сто я ний СМО
(рис. 5.2) в ви де гра фа с раз мет кой его воз мож ных фик си ро -
ван ных со стояний. Со сто я ния СМО изо б ра жа ют ся обыч но
ли бо пря мо угольни ка ми, ли бо круж ка ми, а воз мож ные на -
прав ле ния пе ре хо дов из од но го со сто я ния в дру гое ори ен ти -
ро ва ны стрел ка ми, со еди няющи ми эти со сто я ния. На при -
мер, раз ме чен ный граф со сто я ний од но ка наль ной си с те мы
слу чай но го про цес са об слу жи ва ния в газет ном ки о с ке при -
ве ден на рис. 5.2.
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Рис. 5.2
Си с те ма мо жет на хо дить ся в од ном из трех со сто я ний:

S0 — ка нал сво бо ден, про ста и ва ет, S1 — ка нал за нят об слу жи -
ва ни ем, S2 — ка нал за нят об слу жи ва ни ем и од на за яв ка в оче -
ре ди. Пе реход си с те мы из со сто я ния S0 в S1 про ис хо дит под
воз дей ст ви ем про стей ше го по то ка за явок ин тен сив но с тью
λ01, а из со сто я ния S1 в со сто я ние S0 си с те му пе ре во дит по ток
об слу жи ва ния с интен сив но с тью λ10. Граф со сто я ний си с те -
мы об слу жи ва ния с простав лен ны ми ин тен сив но с тя ми по то -
ков у стре лок на зы ва ет ся раз ме чен ным. По сколь ку пре бы ва -
ние си с те мы в том или ином со сто я нии но сит ве ро ят но ст ный
ха рак тер, то ве ро ят ность рi(t) то го, что си с те ма бу дет на хо -
дить ся в со сто я нии Si в мо мент време ни t, на зы ва ет ся ве ро ят -
но с тью i-го со сто я ния СМО и оп ре деля ет ся чис лом по сту -
пив ших за явок k на об слу жи ва ние.

Слу чай ный про цесс, про ис хо дя щий в си с те ме, за клю ча ет -
ся в том, что в слу чай ные мо мен ты вре ме ни t0, t1, t2, ..., tk, ..., tn



Урав не ния Кол мо го ро ва поз во ля ют вы чис лить все ве ро -
ят ности со сто я ний СМО Si в функ ции вре ме ни рi(t). В те о -
рии слу чайных про цес сов по ка за но, что ес ли чис ло со сто я -
ний си с те мы конеч но, а из каж до го из них мож но пе рей ти
в лю бое дру гое со стояние, то су ще ст ву ют пре дель ные (фи -
наль ные) ве ро ят но с ти со сто я ний, ко то рые по ка зы ва ют на
сред нюю от но си тель ную вели чи ну вре ме ни пре бы ва ния си с -
те мы в этом со сто я нии. Ес ли пре дель ная ве ро ят ность со сто -
я ния S0 рав на р0 = 0,2, то, сле до ватель но, в сред нем 1/5 ра бо -
че го вре ме ни, си с тема на хо дит ся в со сто я нии S0. На при мер,
при от сут ст вии за явок на об слу жи ва ние k = 0, р0 = 0,2, сле до -
ва тель но, в сред нем 2 ч в день си с те ма на хо дит ся в со сто я нии
S0 и про ста и ва ет, ес ли продол жи тель ность ра бо че го дня со -
став ля ет 10 ч.

По сколь ку пре дель ные ве ро ят но с ти си с те мы по сто ян ны,
то, за ме нив в урав не ни ях Кол мо го ро ва со от вет ст ву ю щие
про из водные ну ле вы ми зна че ни я ми, по лу чим си с те му ли -
ней ных ал ге б раиче с ких урав не ний, опи сы ва ю щих ста ци о -
нар ный ре жим СМО. Та кую си с те му урав не ний со став ля ют
по раз ме чен но му гра фу состо я ний СМО по сле ду ю щим пра -
ви лам: сле ва от зна ка ра вен ст ва в урав не нии сто ит пре дель -
ная ве ро ят ность рi рас сма т ри ва е мо го со сто я ния S1, ум но жен -
ная на сум мар ную ин тен сив ность всех пото ков, вы во дя щих
(вы хо дя щие стрел ки) из дан но го со сто я ния Si си с те му, а спра-
ва от зна ка ра вен ст ва — сум ма про из ве де ний интен сив но с ти
всех по то ков, вхо дя щих (вхо дя щие стрел ки) в со стояние Si
си с те му, на ве ро ят ность тех со сто я ний, из ко то рых эти пото -
ки ис хо дят. Для ре ше ния по доб ной си с те мы не об хо ди мо до -
бавить еще од но урав не ние, оп ре де ля ю щее нор ми ро воч ное
ус ло вие, по сколь ку сум ма ве ро ят но с тей всех со сто я ний СМО
рав на 1

pi(t) = 1.

На при мер, для СМО, име ю щей раз ме чен ный граф из трех
состо я ний S0, S1, S2 рис. 5.2, си с те ма урав не ний Кол мо го ро ва,
состав лен ная на ос но ве из ло жен но го пра ви ла, име ет сле ду ю -
щий вид

Вы хо дя щие Вхо дя щие
Для со сто я ния S0 � p0λ01 = p1λ10
Для со сто я ния S1 � (λ10 + λ12) = p0λ01 + p2λ21
Для со сто я ния S2 � p2λ21 = p1λ12

p0 + p1 + p2 = 1

n

Σ
i =0
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Тог да ве ро ят ность не выхо да из это го со сто я ния рав на
[1 – (λ10 + λ12)Δt]. В со от вет ст вии с этим ве ро ят ность то го,
что си с те ма ос та нет ся в со сто я нии S1 на ос но ва нии те о ре мы
ум но же ния ве ро ят но с тей, рав на p1(t)[1 – (λ10 + λ12)Δt];

б) си с те ма на хо ди лась в со сед нем со сто я нии S0 и за ма лое
вре мя Δt пе ре шла в со сто я ние S1. Пе ре ход си с те мы про ис хо -
дит под воз дей ст ви ем по то ка λ01 с ве ро ят но с тью, при бли -
жен но равной λ01 Δt. Ве ро ят ность то го, что си с те ма бу дет на -
хо дить ся в со сто я нии S1, в этом ва ри ан те рав на p0(t)λ01 Δt;

в) си с те ма на хо ди лась в со сто я нии S2 и за вре мя Δt пе ре -
шла в со сто я ние S1 под воз дей ст ви ем по то ка ин тен сив но с тью
λ21 с веро ят но с тью, при бли жен но рав ной λ21Δt. Ве ро ят ность
то го, что си с те ма бу дет на хо дить ся в со сто я нии S1, рав на
p2(t)λ21Δt.

При ме няя те о ре му сло же ния ве ро ят но с тей для этих ва ри -
антов, по лу чим вы ра же ние

p1(t + Δt) = p1(t)[1 – (λ10 + λ12)Δt] + p0(t)λ01 Δt + p2(t)λ21 Δt,

ко то рое мож но за пи сать ина че

= p0(t)λ01 + p2(t)λ21 – p1(t)(λ10 + λ12).

Пе ре хо дя к пре де лу при Δt � 0, при бли жен ные ра вен ст ва
перей дут в точ ные, и тог да по лу чим про из вод ную пер во го
по ряд ка

= p0λ01 + p2λ21 – p1(λ10 + λ12),

что яв ля ет ся диф фе рен ци аль ным урав не ни ем.
Про во дя рас суж де ния ана ло гич ным об ра зом для всех дру-

гих со сто я ний си с те мы, по лу чим си с те му диф фе рен ци аль ных
уравне ний, ко то рые на зы ва ют ся урав не ни я ми А. Н. Кол мо го -
ро ва

Для со став ле ния урав не ний Кол мо го ро ва су ще ст ву ют об -
щие пра ви ла.
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с те му при за дан ных на чальных ус ло ви ях, по лу чим все ве ро -
ят но с ти со сто я ний как функ ции вре ме ни:

p1(t), p2(t), ..., pn(t).

Во мно гих слу ча ях на прак ти ке ока зы ва ет ся, что ве ро ят -
но с ти со сто я ний как функ ции вре ме ни ве дут се бя та ким об -
ра зом, что су ще ст ву ет

pi(t) = pi (i = 1, 2, ..., n)

не за ви си мо от ви да на чаль ных ус ло вий. В этом слу чае го во -
рят, что су ще ст ву ют пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ний си с -
те мы при t � � и в си с те ме ус та нав ли ва ет ся не ко то рый пре -
дель ный ста ционар ный ре жим. При этом си с те ма слу чай ным
об ра зом ме ня ет свои со сто я ния, но каж дое из этих со сто я ний
осу ще ств ля ет ся с не ко то рой по сто ян ной ве ро ят но с тью, оп -
ре де ля е мой сред ним вре ме нем пре бы ва ния си с те мы в каж -
дом из со сто я ний.

Вы чис лить пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ния рi мож но,
ес ли в си с те ме по ло жить все про из вод ные рав ны ми 0, по сколь-
ку в уравне ни ях Кол мо го ро ва при t � � за ви си мость от вре ме-
ни про па дает. Тог да си с те ма диф фе рен ци аль ных урав не ний
пре вра ща ет ся в си с те му обыч ных ли ней ных ал ге б ра и че с ких
урав не ний, ко то рая вме с те с нор ми ро воч ным ус ло ви ем поз -
во ля ет вы чис лить все предель ные ве ро ят но с ти со сто я ний.

При мер 5.7. За пи шем си с те му ал ге б ра и че с ких урав не ний для
вы чис ле ния пре дель ных ве ро ят но с тей со сто я ний си с те мы, изобра -
жен ной на рис. 5.3.

Для это го до пу с тим, что

= 0 (i = 1; 2; 3; 4),

тог да из за пи сан ной ра нее в при ме ре 5.6 си с те мы урав не ний Кол -
мо го ро ва по лу ча ем:

и, кро ме то го, мы долж ны учесть нор ми ро воч ное ус ло вие:

p1 + p2 + p3 + p4 = 1.

Лю бое из урав не ний за пи сан ной си с те мы мож но ис клю чить, ис -
поль зо вав вме с то не го нор ми ро воч ное ус ло вие.

λ21 p23 – λ12 p1 = 0,
λ12 p1 + λ23 p3 – (λ21 + λ23)p2 = 0,
λ23 p2 + λ43 p4 – (λ32 + λ34)p3 = 0,
λ34 p3 – λ43 p4 = 0;

⎧
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⎪
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⎪
⎪
⎩

dpi——
dt

lim
t��
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При мер 5.6. Со ста вим си с те му урав не ний Кол мо го ро ва в об щем
ви де для слу чая, ког да граф со сто я ний име ет вид (рис. 5.3):
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Рис. 5.3

Плот ность ве ро ят но с тей этих пе ре хо дов ука за на ря дом с соот -
вет ст ву ю щи ми стрел ка ми. Поль зу ясь при ве ден ны ми вы ше пра ви -
ла ми, по лу ча ем си с те му урав не ний:

= λ21p2(t) – λ12p1(t);

= λ12p1(t) + λ32p3(t) – (λ21 + λ23)p2(t);

= λ23p2(t) + λ43p4(t) – (λ32 + λ34)p3(t);

= λ34p3(t) – λ43 p4(t);

p1(t) + p2(t) + p3(t) + p4(t) = 1.

К этим урав не ни ям на до до ба вить еще на чаль ные ус ло вия. На -
при мер, ес ли при t = 0 си с те ма S на хо дит ся в со сто я нии S1, то на -
чаль ные ус ло вия мож но за пи сать так:

p1(0) = 1;   p2(0) = p3(0) = p4(0) = 0.

Пе ре хо ды меж ду со сто я ни я ми СМО про ис хо дят под воз -
действи ем по ступ ле ния за явок и их об слу жи ва ния. Ве ро ят -
ность пере хо да в слу чае, ес ли по ток со бы тий про стей ший,
оп ре де ля ет ся ве ро ят но с тью по яв ле ния со бы тия в те че ние
вре ме ни Δt, т.е. ве личи ной эле мен та ве ро ят но с ти пе ре хо да
λijΔt, где λij — ин тен сивность по то ка со бы тий, пе ре во дя щих
си с те му из со сто я ния i в состо я ние j (по со от вет ст ву ю щей
стрел ке на гра фе со сто я ний).

Ес ли все по то ки со бы тий, пе ре во дя щие си с те му из од но го
со сто я ния в дру гое, про стей шие, то про цесс, про те ка ю щий
в систе ме, бу дет мар ков ским слу чай ным про цес сом, т.е. про -
цес сом без по след ст вия. В этом слу чае по ве де ние си с те мы до -
ста точ но про сто оп ре де ля ет ся, ес ли из ве ст ны ин тен сив ность
всех этих про стей ших по то ков со бы тий. На при мер, ес ли
в си с те ме про тека ет мар ков ский слу чай ный про цесс с не пре -
рыв ным вре ме нем, то, за пи сав си с те му урав не ний Кол мо го -
ро ва для ве ро ят но с тей со сто я ний и про ин те г ри ро вав эту си -

dp4(t)
————

dt

dp3(t)
————

dt

dp2(t)
————

dt

dp1(t)
————

dt



Ре шая эту си с те му урав не ний, мож но по лу чить вы ра же -
ния, оп ре де ля ю щие фи наль ные со сто я ния си с те мы мас со во -
го об служи ва ния:

p0 = 1 + + + + ...  + 
–1

;

p1 = p0;   p2 = p0;   p3 = p0;   pn = p0.

Сле ду ет за ме тить, что в фор му лы оп ре де ле ния фи наль -
ных веро ят но с тей со сто я ний p1, p2, р3, ..., pn вхо дят сла га е мые,
яв ляющи е ся со став ной ча с тью сум мы вы ра же ния, оп ре де ля -
ю щей р0. В чис ли те лях этих сла га е мых на хо дят ся про из ве де -
ния всех интен сив но с тей, сто я щих у стре лок гра фа со сто я ний,
ве ду щих слева на пра во до рас сма т ри ва е мо го со сто я ния Sk,
а зна ме на те ли пред став ля ют со бой про из ве де ния всех ин тен -
сив но с тей, стоящих у стре лок, ве ду щих спра ва на ле во до рас -
сма т ри ва е мо го состо я ния Sk, т.е. μ0, μ1, μ2, μ3, ..., μk. В свя зи
с этим за пи шем эти моде ли в бо лее ком пакт ном ви де:

Рас смо т рим при ме не ние по лу чен ных мо де лей для ана ли -
за си с те мы мас со во го об слу жи ва ния.

При мер 5.8. Узел рас че та ми ни-мар ке та со сто ит из двух кас со -
вых ап па ра тов, раз ме чен ный граф со сто я ний ко то ро го име ет вид,
изо б ра жен ный на рис. 5.5.
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5.2.5. Про цес сы «рож де ния-ги бе ли»
Сре ди од но род ных мар ков ских про цес сов су ще ст ву ет

класс слу чай ных про цес сов, име ю щих ши ро кое при ме не ние
при постро е нии ма те ма ти че с ких мо де лей в об ла с тях де мо -
гра фии, би о логии, ме ди ци ны (эпи де ми о ло гии), эко но ми ки,
ком мер че с кой деятель но с ти. Это так на зы ва е мые про цес сы
«рож де ния-ги бе ли», мар ков ские про цес сы со сто ха с ти че с ки -
ми гра фа ми со сто я ний сле ду ю ще го ви да (рис. 5.4).

314

Рис. 5.4

Рис. 5.5

Этот граф вос про из во дит из ве ст ную би о ло ги че с кую ин тер -
пре та цию: ве ли чи на λk ото б ра жа ет ин тен сив ность рож де ния
ново го пред ста ви те ля не ко то рой по пу ля ции, на при мер кро -
ли ков, при чем те ку щий объ ем по пу ля ции ра вен k; ве ли чи на 
яв ля ет ся ин тен сив но с тью ги бе ли (про да жи) од но го пред ста -
ви те ля этой по пу ля ции, ес ли те ку щий объ ем по пу ля ции ра -
вен k. В ча ст но с ти, по пу ля ция мо жет быть не о гра ни чен ной
(чис ло n со сто я ний марков ско го про цес са яв ля ет ся бес ко -
неч ным, но счет ным), ин тенсив ность λ мо жет быть рав на ну -
лю (по пу ля ция без воз мож но с ти воз рож де ния), на при мер,
при пре кра ще нии вос про из вод ст ва кро ли ков.

Для мар ков ско го про цес са «рож де ния-ги бе ли», опи сан но-
го сто ха с ти че с ким гра фом, при ве ден ным на рис. 5.4, най дем
фина ль ное рас пре де ле ние. Поль зу ясь пра ви ла ми со став ле -
ния уравне ний для ко неч но го чис ла n пре дель ных ве ро ят но -
с тей со стояния си с те мы S1, S2, S3, ..., Sk, ..., Sn, со ста вим со от -
вет ст ву ю щие урав не ния для каж до го со сто я ния:

• для со сто я ния S0: λ0 p0 = μ0p1;
• для со сто я ния S1: (λ1 + μ0)p1 = λ0 p0 + μ1 p2, ко то рое с уче -

том пре ды ду ще го урав не ния для со сто я ния S0 мож но пре об -
ра зо вать к ви ду λ1 p1 = μ1 p2.

Ана ло гич но мож но со ста вить урав не ния для ос таль ных
со сто я ний си с те мы S2, S3, ..., Sk ..., Sn. В ре зуль та те по лу чим
сле дующую си с те му урав не ний:

⎧
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λ0 p0 = μ0 p1,
λ1 p1 = μ1 p2,
. . . . . . . . . . . . . .
λk–1 pk–1 = μk, k+1 pk,
. . . . . . . . . . . . . .
λn–1 pn–1 = μn pn,
p0 + p1 + p2 + ... + pk + ... + pn = 1.

S0 — со сто я ние, ког да обе кас сы сво бод ны;
S1— од на кас са за ня та (лю бая из двух);
S2 — обе кас сы за ня ты.
Най дем пре дель ные ве ро ят но с ти р0, р1, р2 при сле ду ю щих ис ход -

ных дан ных:

λ0 = 1 пок./мин; λ1 = 0,8 пок./мин; μ1 = μ0 = 0,6 пок./мин.

Со ста вим си с те му ал ге б ра и че с ких урав не ний для ве ро ят ностей
пе ре хо дов:



зан с об слу жи вани ем. Для об лег че ния про цес са мо де ли ро ва -
ния сле ду ет поль зовать ся клас си фи ка ци ей СМО по раз лич -
ным при зна кам, для кото рых при год ны оп ре де лен ные груп пы
ме то дов и мо де лей те о рии мас со во го об слу жи ва ния, уп ро ща -
ю щие под бор адек ват ных ма тема ти че с ких мо де лей к ре ше -
нию за дач об слу жи ва ния в ком мер ческой де я тель но с ти.

Су ще ст ву ю щие ва ри ан ты за явок, осо бен но с ти их об слу -
жи вания и об ра зо ва ния оче ре дей, рас по ло же ние, ко ли че ст во
и ор гани за ция ка на лов об слу жи ва ния по слу жи ли при чи ной
по яв ле ния боль шо го раз но об ра зия СМО. На и бо лее рас про -
ст ра нен ные в ком мер че с кой де я тель но с ти ви ды СМО пред -
став ле ны в ви де клас си фи ка ци он ной струк ту ры на рис. 6.6.
В це лом струк ту ра вклю ча ет сле ду ю щие де сять ос нов ных
клас си фи ка ци он ных призна ков: ор га ни за ция по то ка за явок,
ко ли че ст во ка на лов об служи ва ния, ха рак тер об ра зо ва ния оче -
ре ди, ог ра ни че ния на очередь, дис цип ли на оче ре ди, ха рак те -
ри с ти ка ка на лов, рас по ло жение ка на лов, вид ог ра ни че ний на
оче редь, пра ви ло от бо ра за явок, на ли чие и ха рак те ри с ти ка
при ори те та. Пе ре чис лен ные при зна ки яв ля ют ся клю че вы ми
в про ве де нии ис сле до ва ния и поз во ля ют по до брать пе ре чень
не об хо ди мых и до ста точ ных харак те ри с тик СМО в са мом
на ча ле ре ше ния. На при мер, при прове де нии ана ли за си с те мы
мас со во го об слу жи ва ния по су ды в кафе по ла га ют, что си с те -
ма яв ля ет ся за мк ну той, мно го фаз ной, с ожи да ни ем об слу жи ва-
ния, на при мер, ка ко го-ли бо ви да по су ды: (ста ка нов, та ре лок,
ло жек, ви лок), за тем про дук тов для при готов ле ния пи щи, за -
тем по се ти те лей и др. Это поз во ля ет вы явить преж де все го
на и бо лее су ще ст вен ные свой ст ва СМО.

По чис лу ка на лов об слу жи ва ния СМО раз де ля ют ся на
од нока наль ные n = 1 и мно го ка наль ные, для ко то рых n 
 2.
К од но кана ль ным СМО в ком мер че с кой де я тель но с ти мож -
но от не с ти прак ти че с ки лю бой ва ри ант ло каль но го об слу жи -
ва ния, на при мер вы пол ня е мые на ра бо чем ме с те опе ра ции
од ним бух гал те ром, мене дже ром, ком мер сан том, то ва ро ве -
дом, эко но ми с том, тор го вым ап па ра том. В за ви си мо с ти от
вза им но го рас по ло же ния ка на лов си с те мы под раз де ля ют ся
на СМО с па рал лель ны ми и с по сле дова тель ны ми ка на ла ми.
В СМО с па рал лель ны ми ка на ла ми входной по ток за явок на
об слу жи ва ние яв ля ет ся об щим, и по это му заяв ки в оче ре ди
мо гут об слу жи вать ся лю бым сво бод ным ка на лом, на при мер,
офи ци ан та ми в ре с то ра не. В та ких СМО оче редь на обслу -
жи ва ние мож но рас сма т ри вать как об щую. В СМО с по сле -
дова тель ным рас по ло же ни ем ка на лов каж дый ка нал мо жет
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В ре зуль та те ре ше ния этой си с те мы по лу ча ем зна че ния пре -
дель ных ве ро ят но с тей: р0 = 0,204; p1 = 0,341; p2 = 0,455. Сле до ва -
тель но, до ля вре ме ни про стоя уз ла рас че та, ког да нет за явок k = 0,
со став ля ет 20,4% от все го ра бо че го вре ме ни, 34,1 и 45,5% — от все -
го вре ме ни ра бо ты в си с те ме об слу жи ва ния на хо дят ся со ответ ст -
вен но од на и две за яв ки.

Рас смо т рен ный граф яв ля ет ся частным слу ча ем не пре -
рыв ной мар ков ской це пи — так на зы ва е мой це пи «раз мно же -
ния-ги бе ли». Этот граф пред став ля ет со бой од ну це поч ку,
в ко то рой каж дое из со сто я ний свя за но пря мой и об ратной
свя зью с со сед ни ми со сто я ни я ми. Во мно гих слу ча ях за да чи
мас со во го об слу жи ва ния мо гут быть ре ше ны пу тем по ст ро е -
ния и ана ли за со от вет ст ву ю щей це пи «рож де ния-ги бе ли».

Кон троль ные во про сы
1. Ка кой по ток со бы тий на зы ва ет ся про стей шим?
2. Ка ко вы свой ст ва про стей ше го по то ка со бы тий?
3. Ка кие слу чай ные про цес сы на зы ва ют ся мар ков ски ми?
4. Ка кие ве ро ят но ст ные ха рак те ри с ти ки пол но стью оп ре деля ют

лю бое рас пре де ле ние мар ков ско го про цес са?
5. По яс ни те при ро ду ин тен сив но с тей пе ре хо дов мар ков ского

про цес са.
6. Ка кой мар ков ский про цесс на зы ва ет ся од но род ным?
7. За пи ши те си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний Кол мого -

ро ва.
8. Что та кое фи наль ное рас пре де ле ние од но род но го мар ковско -

го про цес са?
9. За пи ши те си с те му ал ге б ра и че с ких урав не ний для оп ре деле -

ния фи наль но го рас пре де ле ния.
10. Что та кое сто ха с ти че с кий граф мар ков ско го слу чай но го про -

цес са?
11. Ка кие про цес сы на зы ва ют про цес са ми «рож де ния-гибе ли»?
12. Как най ти фи наль ное рас пре де ле ние про цес са «рож дения-

ги бе ли»?

5.3. Си с те мы мас со во го об слу жи ва ния 
в ком мер че с кой де я тель но с ти

Си с те мы мас со во го об слу жи ва ния в ком мер че с кой де я -
тельно с ти яв ля ют ся ба зо вой ос но вой са мой при ро ды ком -
мер ции, посколь ку каж дый шаг в этой сфе ре не из мен но свя -

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

p0 = 0,6p1,
0,8p1 = 0,6p2,
p0 + p1 + p2 = 1.
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рас сматри вать ся как от дель ная од но ка наль ная СМО или фа -
за об слу жива ния. Оче вид но, вы ход ной по ток об слу жен ных
за явок од ной СМО яв ля ет ся вход ным по то ком для по сле ду -
ю щей СМО.

Прак ти че с ки лю бые за яв ки в ком мер че с кой де я тель но с -
ти: то ва ры, по се ти те ли, тор го вое обо ру до ва ние, день ги, до ку -
мен ты про хо дят мно же ст во фаз об слу жи ва ния, сле до ва тель -
но, ком мерче с кие си с те мы яв ля ют ся мно го фаз ны ми.

В за ви си мо с ти от ха рак те ри с тик ка на лов об слу жи ва ния
много ка наль ные СМО под раз де ля ют ся на СМО с од но род -
ны ми и не од но род ны ми ка на ла ми. От ли чие со сто ит в том,
что в СМО с од но род ны ми ка на ла ми за яв ка по то ка мо жет
об слу жи вать ся любым сво бод ным ка на лом, а в СМО с не од -
но род ны ми ка на ла ми от дель ные за яв ки об слу жи ва ют ся
толь ко спе ци аль но для этой це ли пред наз на чен ны ми ка на ла -
ми. В ка фе, на при мер, по се титель про хо дит не сколь ко раз -
ных по сво е му со дер жа нию опе раций об слу жи ва ния, каж дая
из ко то рых мо жет быть пред став ле на в ви де про стей шей од -
но ка наль ной СМО, на зы ва е мой фа зой обслу жи ва ния, а в це -
лом весь про цесс об слу жи ва ния толь ко по сети те лей мо жет
быть пред став лен в ви де струк тур ной мо де ли много фаз ной
СМО об слу жи ва ния по се ти те лей в ка фе, пред став лен ной на
рис. 5.7.

Про цесс дви же ния то ва ров на ком мер че с ком пред при я тии
то же мож но пред ста вить в ви де по доб ной мно го фаз ной СМО.
Ана ло гич ный под ход мож но ис поль зо вать и по мо де ли ро ва -
нию опе ра ций с дру ги ми ви да ми за явок: день га ми, та рой, до -
ку мен тами и др. В це лом мо дель ка фе мож но пред ста вить
в ви де мно жества мно го фаз ных, од но- и мно го ка наль ных
СМО, объ е ди ненных со во куп но с тью вза и мо свя зан ных опе -
ра ций по об слу жи ванию за явок раз но го ти па в ви де слож ной
се ти. В обоб щен ном ви де по доб но го ро да мо дель, толь ко уже
для су пер мар ке та, приве де на на рис. 5.8 с ука за ни ем за явок
не сколь ких ти пов толь ко на вхо де и вы хо де.
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СМО в за ви си мо с ти от воз мож но с ти об ра зо ва ния оче ре -
ди под раз де ля ют ся на два ос нов ных ти па: СМО с от ка за ми
об слу жива ния и СМО с ожи да ни ем (оче ре дью) об слу жи ва -
ния. В СМО с от ка за ми воз мо жен от каз в об слу жи ва нии, ес -
ли все ка на лы уже за ня ты об слу жи ва ни ем, а об ра зо вы вать
оче редь и ожи дать об служи ва ние нель зя. При ме ром та ких
СМО яв ля ет ся мно же ст во коммер че с ких фирм, связь с ко то -
ры ми ус та нав ли ва ет ся по те ле фо ну, но ме ра ко то рых ука за -
ны в рек лам ной га зе те «Экс тра-М». В СМО с ожи да ни я ми
при шед шая за яв ка, на хо дя щая все ка на лы об служи ва ния за -
ня ты ми, ста но вит ся в оче редь и ожи да ет, по ка не осво бо дит -
ся хо тя бы один из ка на лов. Та кие си с те мы в ком мер ческой
сфе ре име ют боль шое рас про ст ра не ние, по сколь ку все по сту -
па ю щие за яв ки в ком мер че с кие пред при я тия вы нуж де ны
ожи дать на ча ла об слу жи ва ния.

В то же вре мя СМО с ожи да ни ем под раз де ля ют ся на
СМО с не о гра ни чен ным ожи да ни ем, или с не о гра ни чен ной
оче ре дью Lоч или вре ме нем ожи да ния Точ, и СМО с ог ра ни -
чен ны ми ожида ни я ми или оче ре дью, в ко то рых на кла ды ва -
ют ся ог ра ни че ния на мак си маль но воз мож ную дли ну оче ре ди
max Lоч = т или на мак си маль но воз мож ное вре мя пре бы ва -
ния за яв ки в оче ре ди max Точ = tогр, или на вре мя ра бо ты си с -
те мы.

При ме ра ми СМО с ог ра ни че ни ем на дли ну оче ре ди яв ля -
ют ся СМО, пред наз на чен ные для при ема, на при мер, по сту -
па ю щих то ва ров в под соб ные по ме ще ния, скла ды, хра ни ли -
ща, хо ло дильные ка ме ры, ем ко с ти, вме с ти мость ко то рых,
ес те ст вен но, не беспре дель на, а вре мя хра не ния и сро ки ре а -
ли за ции весь ма ог ра ниче ны. От ка зы по лу ча ют за яв ки, по -
сту пив шие и на шед шие полно с тью за пол нен ны ми та кие на -
ко пи те ли, как, на при мер, тор го вые за лы ре с то ра на, ка фе.

При ме ром СМО с ог ра ни че ни ем на вре мя ожи да ния яв -
ля ется об слу жи ва ние ско ро пор тя щих ся то ва ров, го то вых
блюд в произ вод ст ве ре с то ра на, ка фе, пло до овощ ной про -
дук ции и про доволь ст вен ных то ва ров, вре мя хра не ния ко то -
рых и об слу жи ва ния на всех опе ра ци ях от на ча ла до кон ца,
ко неч но, ог ра ни че но по при чи не боль шой ско ро сти по те ри
их свойств (ка че ст ва, ко ли чества, то вар но го ви да и сто и мо с -
ти). В по доб но го ти па СМО по луча ют от каз в об слу жи ва нии
и не уча ст ву ют в даль ней шем про цессе на и бо лее «ста рые»
за яв ки, т.е. ис пор чен ные то ва ры, доль ше всех на хо див ши е ся
на хра не нии, у ко то рых Точ > tогр = max tоч, и, сле до ва тель но,
под ле жа щие спи са нию.
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К дру гим слож ным СМО ком мер че с кой де я тель но с ти от -
носят ся по сред ни че с кие фир мы, ми ни-мар ке ты, ма га зи ны,
тор говые па ви ль о ны, сто ло вые, ка фе, скла ды, ба зы, се ти ком -
мер ческой де я тель но с ти рай о нов го ро да.

Мо дель ное опи са ние не об хо ди мо для це лей ана ли за, ко -
то рый мо жет учи ты вать не толь ко ха рак те ри с ти ки вхо дя щих
по то ков и про цес сов об слу жи ва ния, но и вну т рен нюю струк -
ту ру вза и мосвя зей, вза и мо по мо щи, дис цип ли ну и при ори те -
ты об слу жи вания. Та кой под ход поз во лит бо лее объ ек тив но
про гно зи ро вать пер спек ти ву ра бо то спо соб но с ти и раз ра ба -
ты вать дей ст вен ные ре ко мен да ции по эф фек тив но му пе ре ст -
ро е нию со во куп но с тей су ще ст ву ю щих СМО, а так же раз ра -
бо тать ре ко мен да ции для вновь про ек ти ру е мых слож ных
си с тем об слу жи ва ния.

Каж дая про стей шая или слож ная СМО в за ви си мо с ти от
числа ка на лов об слу жи ва ния и их про из во ди тель но с ти,
от ха рак те ра по то ка за явок име ет про пу ск ную спо соб ность,
поз во ля ю щую ей бо лее или ме нее ус пеш но справ лять ся с по -
то ком за явок. По это му пред ме том ис сле до ва ния СМО в ком -
мер че с кой де я тель но с ти явля ет ся ус та нов ле ние за ви си мо с ти
меж ду ха рак те ром по то ка заявок, чис лом ка на лов, их рас по -
ло же ни ем, про из во ди тель но с тью, пра ви ла ми и эф фек тив но -
с тью об слу жи ва ния для ус пеш но го дости же ния по став лен ной
це ли при ма лых за тра тах на со зда ние и функ ци о ни ро ва ние
си с те мы в це лом.
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Рис. 5.8



иму ще ст ва в об слу жи ва нии, т.е. при ори те та. При ори тет от -
бо ра за явок на обслу жи ва ние мо жет быть сле ду ю щий: пер -
вый при шел — пер вый об слу жен; по след ний при шел — пер -
вый об слу жен; слу чай ный отбор. Для СМО с ожи да ни ем
и об слу жи ва ни ем по при ори те ту возмож ны сле ду ю щие ви ды:
аб со лют ный при ори тет, на при мер, для со труд ни ков кон т -
роль но-ре ви зи он но го уп рав ле ния, ми ни с т ра; от но си тель ный
при ори тет, на при мер, для ди рек то ра в под ве домствен ных
ему пред при я ти ях; спе ци аль ные пра ви ла при ори те та, ког да
об слу жи ва ние за явок, на при мер, спе ци аль ны ми слу жа щими
бан ков де нег в ма га зи нах, ого во ре но в со от вет ст ву ю щих до -
кумен тах. Су ще ст ву ют и дру гие ви ды СМО: с по ступ ле ни ем
группо вых за явок, с ка на ла ми раз ной про из во ди тель но с ти,
с на дежны ми ка на ла ми об слу жи ва ния, с груп по вым об слу -
жи ва ни ем, со сме шан ным по то ком за явок.

Пе ре чис лен ные ва ри ан ты СМО име ют ме с то и рас про ст -
ра нены в ком мер че с кой де я тель но с ти. В сво их со во куп но с -
тях раз ные ти пы СМО, по сле до ва тель но и па рал лель но объ -
е ди нен ные, обра зу ют бо лее слож ные мно го фаз ные струк ту ры
СМО: су пер маркет, тор го вое пред при я тие, сто ло вая, ка фе,
ре с то ран, пред приятие и ор га ни за ция об ще ст вен но го пи та -
ния рай о на, го ро да и т.д. Мо де ли ро ва ние СМО поз во ля ет
вы явить су ще ст вен ные свя зи в ком мер че с кой де я тель но с ти,
а для их опи са ния при ме нить ме тоды и мо де ли те о рии мас со -
во го об слу жи ва ния и раз ра бо тать ре комен да ции по ре ор га ни-
за ции, на прав лен ные на со вер шен ст во вание си с тем мас со во го
об слу жи ва ния, ба зи ру ясь на ко ли че ст венном обос но ва нии
уп рав лен че с ких ре ше ний. Важ ней шим на ча лом в этой ра бо -
те яв ля ют ся за мы сел и эко но ми ко-ма те ма тиче с кая по ста нов -
ка за дач мас со во го об слу жи ва ния, что и бу дет рас смо т ре но
в сле ду ю щем раз де ле.
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В за ви си мо с ти от ор га ни за ции по то ка за явок СМО под -
раз деля ют ся на ра зо мк ну тые и за мк ну тые. В ра зо мк ну тых
СМО выход ной по ток об слу жен ных за явок не свя зан с вход -
ным по то ком за явок на об слу жи ва ние и име ет не о гра ни чен -
ный ис точ ник заявок.

В за мк ну тых СМО (рис. 5.9) об слу жен ные за яв ки в об -
щем слу чае по сле не ко то рой вре мен ной за держ ки tзад сно ва
по сту па ют на вход СМО и μ2 за явок ог ра ни чен и вхо дит в со -
став СМО. При ме ром та кой си с те мы в ком мер че с кой де я -
тель но с ти яв ля ет ся си с те ма об слу жи ва ния ме ха ни ка ми тор -
го во го обо ру до ва ния, кото рое че рез не ко то рое вре мя по сле
ре мон та все же опять при ходит в не ис прав ное со сто я ние
и по сту па ет с за яв кой на об слу жива ние. В за мк ну той СМО
цир ку ли ру ет од но и то же ко неч ное чис ло по тен ци аль ных за -
явок, на при мер объ ем по су ды (лож ки, вил ки, но жи, та рел ки,
ста ка ны) в ка фе, сто ло вой че рез тор го вый зал, мой ку и раз -
да чу, хо тя сле ду ет за ме тить, что их ко ли че ст во по раз ным
при чи нам по сто ян но из ме ня ет ся (рис. 5.10). По ка потен ци -
аль ные за яв ки цир ку ли ру ют и не пре об ра зо ва лись на вхо де
СМО в за яв ку на об слу жи ва ние, счи та ет ся, что они на хо дят -
ся в ли нии за держ ки.

Фа зы об слу жи ва ния раз но род ных за явок мо гут осу ществ -
лять ся па рал лель но или по сле до ва тель но, од но вре мен но или
не од но вре мен но, иметь пе ре се че ния в ме с тах схож де ния по -
то ков за явок, на при мер по се ти те лей, блюд го то вой про дук -
ции и де нег у кон тро ле ра-кас си ра. На рис. 5.11 представлена
мо дель СМО ка фе.

Ти по вые ва ри ан ты СМО оп ре де ля ют ся так же ус та нов лен -
ной дис цип ли ной оче ре ди, ко то рая за ви сит от пра вил пре -
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ность ис поль зо ва ния средств, вло жен ных в то вар ные за па сы.
То ва ро обо ра чи ва е мость от ра жа ет сред нюю ско рость ре а ли -
за ции сред не го то вар но го за паса. По ка за те ли то ва ро обо ра -
чи ва е мо с ти и уров ня за па сов тес но свя за ны из ве ст ны ми мо -
де ля ми. Та ким об ра зом, мож но про следить и ус та но вить
вза и мо связь этих и дру гих по ка за те лей коммер че с кой де я -
тель но с ти с вре мен ны ми ха рак те ри с ти ка ми.

Сле до ва тель но, эф фек тив ность ра бо ты ком мер че с ко го
предпри ятия или ор га ни за ции скла ды ва ет ся из со во куп но с -
ти вре мени вы пол не ния от дель ных опе ра ций об слу жи ва ния,
в то же время для на се ле ния за тра ты вре ме ни вклю ча ют вре -
мя на до ро гу, посе ще ние ма га зи на, сто ло вой, ка фе, ре с то ра -
на, ожи да ние на ча ла об слу жи ва ния, оз на ком ле ние с ме ню,
вы бор про дук ции, рас чет и т.д. Про ве ден ные ис сле до ва ния
струк ту ры за трат вре ме ни на селе ния сви де тель ст ву ют о том,
что зна чи тель ная его часть рас ходу ет ся не ра ци о наль но. За -
ме тим, что ком мер че с кая де я тель ность в ко неч ном сче те на -
прав ле на на удов ле тво ре ние по треб но с ти чело ве ка. По это му
уси лия мо де ли ро ва ния СМО долж ны вклю чать ана лиз за -
трат вре ме ни по каж дой эле мен тар ной опе ра ции об служи ва -
ния. С по мо щью со от вет ст ву ю щих ме то дов сле ду ет со зда -
вать мо де ли свя зи по ка за те лей СМО. Это обус лов ли ва ет
не об ходи мость на и бо лее об щие и из ве ст ные эко но ми че с кие
по ка за тели, та кие, как то ва ро обо рот, при быль, из держ ки обра-
ще ния, рента бель ность и дру гие, увя зы вать в эко но ми ко-ма те-
ма ти че с ких мо де лях с до пол ни тель но воз ни ка ю щей груп пой
по ка за те лей, оп ре де ля е мых спе ци фи кой об слу жи ва ю щих
си с тем и вно си мых соб ст вен но спе ци фи кой те о рии мас со во -
го об слу жи ва ния

По ка за те ля ми СМО с от ка за ми яв ля ют ся: вре мя ожи да -
ния заявок в оче ре ди Точ = 0, по сколь ку по сво ей при ро де
в та ких систе мах су ще ст во ва ние оче ре ди не воз мож но, то
Lоч = 0 и, сле до ватель но, ве ро ят ность ее об ра зо ва ния Роч = 0.
По чис лу за явок k опре де ля ет ся ре жим ра бо ты си с те мы, ее
со сто я ние: при k = 0 — про стой ка на лов, при 1 < k < n — об -
слу жи ва ние за явок, при k > n — об слу жи ва ние и от каз. По ка -
за те ля ми та ких СМО яв ля ют ся ве роят ность от ка за в об слу -
жи ва нии Ротк, ве ро ят ность об слу жи ва ния Pобс, сред нее вре мя
про стоя ка на ла tпр, сред нее чис ло за ня тых nз и сво бод ных ка -
на лов nсв, сред нее вре мя об слу жи ва ния tобс, аб солют ная про -
пу ск ная спо соб ность А.

Для СМО с не о гра ни чен ным ожи да ни ем ха рак тер но, что
ве роят ность об слу жи ва ния за яв ки Робс = 1, по сколь ку дли на
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Кон троль ные во про сы
1. Ка ко во оп ре де ле ние тер ми на «си с те ма»?
2. Что та кое си с те ма мас со во го об слу жи ва ния?
3. За чем нуж на те о рия мас со во го об слу жи ва ния?
4. Ка ко вы клас си фи ка ци он ные при зна ки СМО?
5. Что та кое СМО с от ка за ми?
6. Что та кое СМО с ожи да ни ем?
7. Что та кое мно го фаз ная СМО?
8. Что та кое за мк ну тая СМО?
9. При ве ди те при ме ры за мк ну тых СМО.

10. Пред ставь те ком мер че с кое пред при я тие в ви де со во купно с ти
про стей ших СМО.

5.4. Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая по ста нов ка 
за дач мас со во го об слу жи ва ния

Пра виль ная или на и бо лее удач ная эко но ми ко-ма те ма ти -
ческая по ста нов ка за да чи в зна чи тель ной сте пе ни оп ре де ля -
ет по лезность ре ко мен да ций по со вер шен ст во ва нию си с тем
мас со во го об слу жи ва ния в ком мер че с кой де я тель но с ти.

В свя зи с этим не об хо ди мо тща тель но про во дить на блю де -
ние за про цес сом об слу жи ва ния в си с те ме, по ис ка и вы яв ле -
ния суще ст вен ных свя зей, фор ми ро ва ния про бле мы, вы де ле -
ния це ли, оп ре де ле ния по ка за те лей и вы де ле ния эко но ми че с ких
кри те ри ев оцен ки ра бо ты СМО. В этом слу чае в ка че ст ве на -
и бо лее об ще го, ин те г раль но го по ка за те ля мо гут вы сту пать
за тра ты, с од ной сторо ны, СМО ком мер че с кой де я тель но с ти
как об слу жи ва ю щей систе мы, а с дру гой — за тра ты за явок,
ко то рые мо гут иметь раз ную по сво е му фи зи че с ко му со дер -
жа нию при ро ду.

По вы ше ние эф фек тив но с ти в лю бой сфе ре де я тель но с ти
К. Маркс в ко неч ном сче те рас сма т ри вал как эко но мию вре -
ме ни и ус ма т ри вал в этом один из важ ней ших эко но ми че с -
ких за ко нов. Он пи сал, что эко но мия вре ме ни, рав но как
и пла но мер ное распре де ле ние ра бо че го вре ме ни по раз лич -
ным от рас лям про из водства, ос та ет ся пер вым эко но ми че с -
ким за ко ном на ос но ве коллек тив но го про из вод ст ва. Этот за -
кон про яв ля ет ся во всех сфе рах об ще ст вен ной де я тель но с ти.

Для то ва ров, в том чис ле и де неж ных средств, по сту па ю -
щих в ком мер че с кую сфе ру, кри те рий эф фек тив но с ти свя зан
со вре менем и ско ро стью об ра ще ния то ва ров и оп ре де ля ет
ин тен сив ность по ступ ле ния де неж ных средств в банк. Вре мя
и ско рость об ра щения, яв ля ясь эко но ми че с ки ми по ка за те ля -
ми ком мер че с кой деятель но с ти, ха рак те ри зу ют эф фек тив -
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плу а та цию ка на ла — Ск; за тра ты про стоя ка на ла — Спр; ка пи -
таль ные вло же ния — Скап; при ве денные го до вые за тра ты —
Спр; те ку щие за тра ты — Стек; до ход СМО в еди ни цу вре ме -
ни — Д1.

В про цес се по ста нов ки за дач не об хо ди мо рас крыть вза и -
мо свя зи по ка за те лей СМО, ко то рые по сво ей ба зо вой при -
над лежно с ти мож но раз де лить на две груп пы: пер вая свя за на
с из держка ми об ра ще ния Сио, ко то рые оп ре де ля ют ся чис лом
за ня тых обслу жи ва ни ем ка на лов, за тра та ми на со дер жа ние
СМО, ин тен сив но с тью об слу жи ва ния, сте пе нью за груз ки
ка на лов, эффек тив но с тью их ис поль зо ва ния, про пу ск ной
спо соб но с тью СМО и др.; вто рая груп па по ка за те лей оп ре де -
ля ет ся из держ ка ми соб ст вен но за явок Сип, по сту па ю щих на
об слу жи ва ние, ко то рые об ра зу ют вхо дя щий по ток, ощу ща ют
эф фек тив ность об слу жи вания и свя за ны с та ки ми по ка за те -
ля ми, как дли на оче ре ди, вре мя ожи да ния об слу жи ва ния, ве -
ро ят ность от ка за в об слу жи ва нии, вре мя пре бы ва ния за яв ки
в СМО и др.

Эти груп пы по ка за те лей про ти во ре чи вы в том смыс ле,
что улуч ше ние по ка за те лей од ной груп пы, на при мер со кра -
ще ние дли ны оче ре ди или вре ме ни ожи да ния в оче ре ди пу -
тем уве ли чения чис ла ка на лов об слу жи ва ния (офи ци ан тов,
по ва ров, груз чиков, кас си ров), свя за но с ухуд ше ни ем по ка -
за те лей дру гой группы, по сколь ку это мо жет при ве с ти к уве -
ли че нию вре ме ни просто ев ка на лов об слу жи ва ния, за трат на
их со дер жа ние и т.д. В свя зи с этим при фор ма ли за ции за дач
об слу жи ва ния впол не есте ст вен но стрем ле ние по ст ро ить СМО
та ким об ра зом, что бы уста но вить ра зум ный ком про мисс
меж ду по ка за те ля ми соб ст вен но за явок и пол но той ис поль -
зо ва ния воз мож но с тей си с те мы. С этой це лью не об хо ди мо вы-
брать обоб щен ный, ин те г раль ный по ка затель эф фек тив но с ти
СМО, вклю ча ю щий од но вре мен но пре тензии и воз мож но с ти
обе их групп. В ка че ст ве та ко го по ка за те ля может быть вы -
бран кри те рий эко но ми че с кой эф фек тив но с ти, вклю ча ю щий
как из держ ки об ра ще ния Сио, так и из держ ки заявок Сип, ко -
то рые бу дут иметь оп ти маль ное зна че ние при ми ниму ме об -
щих за трат С. На этом ос но ва нии це ле вую функ цию за дачи
мож но за пи сать так:

С = (Сио + Сип) � min.

По сколь ку из держ ки об ра ще ния вклю ча ют за тра ты, свя -
занные с экс плу а та ци ей СМО — Сэкс и про сто ем ка на лов об -
слу жи вания — Спр, а из держ ки за явок вклю ча ют по те ри, свя -
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оче ре ди и вре мя ожи да ния на ча ла об слу жи ва ния не ог ра ни -
че ны, т.е. формаль но Lоч � � и Точ � �. В та ких си с те мах
воз мож ны сле дующие ре жи мы ра бо ты: при k = 0 на блю да ет -
ся про стой ка на лов обслу жи ва ния, при 1 < k � n — об слу жи -
ва ние и при k > n — об слу жива ние и оче редь. По ка за те ля ми
эф фек тив но с ти та ких СМО яв ля ют ся сред нее чис ло за явок
в оче ре ди Lоч, сред нее чис ло заявок в си с те ме k, сред нее вре -
мя пре бы ва ния за яв ки в си с те ме Тсмо, аб со лют ная про пу ск -
ная спо соб ность А.

В СМО с ожи да ни ем с ог ра ни че ни ем на дли ну оче ре ди, ес -
ли чис ло за явок в си с те ме k = 0, то на блю да ет ся про стой ка -
на лов, при 1 < k � n — об слу жи ва ние, при n < k < n + m — об -
слу жи ва ние и оче редь и при k > n + m — об слу жи ва ние,
оче редь и от каз в ожида нии об слу жи ва ния. По ка за те ля ми
эф фек тив но с ти та ких СМО яв ля ют ся ве ро ят ность от ка за
в об слу жи ва нии Ротк, ве ро ят ность об слу жи ва ния Робс, сред -
нее чис ло за явок в оче ре ди Lоч, сред нее чис ло за явок в си с те -
ме Lсмо, сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в си с те ме Tсмо, аб -
со лют ная про пу ск ная спо соб ность А.

Та ким об ра зом, пе ре чень ха рак те ри с тик си с тем мас со во го
обслу жи ва ния мож но пред ста вить сле ду ю щим об ра зом:
сред нее вре мя об слу жи ва ния — tобс; сред нее вре мя ожи да ния
в оче ре ди — Точ; сред нее вре мя пре бы ва ния в СМО — Тсмо;
сред няя дли на очере ди — Lоч; сред нее чис ло за явок в СМО —
Lсмо; ко ли че ст во ка налов об слу жи ва ния — n; ин тен сив ность
вход но го по то ка за явок — λ; ин тен сив ность об слу жи ва ния —
m; ин тен сив ность на груз ки — ρ; ко эф фи ци ент на груз ки — α;
от но си тель ная про пу ск ная спо собность — Q; аб со лют ная
про пу ск ная спо соб ность — А; до ля вре мени про стоя СМО —
Ро; до ля об слу жен ных за явок — Pобс, до ля поте рян ных за я -
вок — Ротк; сред нее чис ло за ня тых ка на лов — nз; сред нее чис -
ло сво бод ных ка на лов — nсв; ко эф фи ци ент за груз ки ка на -
лов — Kз; сред нее вре мя про стоя ка на лов — tпр.

Сле ду ет за ме тить, что ино гда до ста точ но ис поль зо вать до
деся ти ос нов ных по ка за те лей, что бы вы явить сла бые ме с та
и раз рабо тать ре ко мен да ции по со вер шен ст во ва нию СМО.

Это ча с то свя за но с ре ше ни ем во про сов со гла со ван ной ра -
боты це поч ки или со во куп но с тей СМО.

На при мер, в ком мер че с кой де я тель но с ти не об хо ди мо
учи тывать еще и эко но ми че с кие по ка за те ли СМО: об щие
затра ты — С; из держ ки об ра ще ния — Сио; из держ ки по треб -
ле ния — Сип; за траты на об слу жи ва ние од ной за яв ки — С1;
убыт ки, свя зан ные с уходом за яв ки, — Cy1; за тра ты на экс -
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ка че ст ва тру да кол лек ти ва; Kмп — по ка за тель куль ту ры об -
слу жи ва ния по мне нию по ку па те лей.

Для ана ли за СМО мож но вы би рать и дру гие кри те рии
оцен ки эф фек тив но с ти ра бо ты СМО. На при мер, в ка че ст ве
та ко го крите рия для си с тем с от ка за ми мож но вы брать ве ро -
ят ность от ка за Ротк, зна че ние ко то ро го не пре вы ша ло бы за -
ра нее за дан ной ве личи ны. На при мер, тре бо ва ние Ротк < 0,1
оз на ча ет, что не ме нее чем в 90% слу ча ев си с те ма долж на
справ лять ся с об слу жи ва ни ем пото ка за явок при за дан ной
ин тен сив но с ти λ. Мож но ог ра ни чить сред нее вре мя пре бы -
ва ния за яв ки в оче ре ди или в си с те ме. В каче ст ве по ка за те -
лей, под ле жа щих оп ре де ле нию, мо гут вы сту пать ли бо чис ло
ка на лов n при за дан ной ин тен сив но с ти об слу жи вания μ, ли -
бо ин тен сив ность μ при за дан ном чис ле ка на лов.

По сле по ст ро е ния це ле вой функ ции не об хо ди мо оп ре де -
лить ус ло вия ре ше ния за да чи, най ти ог ра ни че ния, ус та но -
вить ис ходные зна че ния по ка за те лей, вы де лить не управ ля е -
мые по ка за те ли, по ст ро ить или по до брать со во куп ность
мо де лей вза и мо свя зи всех по ка за те лей для ана ли зи ру е мо го
ти па СМО, что бы в ко нечном ито ге най ти оп ти маль ные зна -
че ния уп рав ля е мых по ка за телей, на при мер ко ли че ст во по ва -
ров, офи ци ан тов, кас си ров, грузчи ков, объ е мы склад ских по -
ме ще ний и др.

Рас смо т рим при ме не ние ме то дов и мо де лей те о рии мас -
со вого об слу жи ва ния в ал го рит ме мо де ли ро ва ния ти пич ных
для коммер че с кой де я тель но с ти си с тем мас со во го об слу жи -
ва ния.

5.5. Мо де ли си с тем мас со во го об слу жи ва ния 
в ком мер че с кой де я тель но с ти

5.5.1. Од но ка наль ная СМО с от ка за ми в об слу жи ва нии

Про ве дем ана лиз про стой од но ка наль ной СМО с от ка за -
ми в об слу жи ва нии, на ко то рую по сту па ет пу ас со нов ский
по ток заявок с ин тен сив но с тью λ, а об слу жи ва ние про ис хо -
дит под действи ем пу ас со нов ско го по то ка с ин тен сив но с тью μ.
Ра бо ту од но кана ль ной СМО n = 1 мож но пред ста вить в ви де
раз ме чен но го графа со сто я ний (рис. 5.12).
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зан ные с уходом не об слу жен ных за явок — Снз и с пре бы ва ни -
ем в оче ре ди — Соч, тог да це ле вую функ цию мож но пе ре пи -
сать с уче том этих пока за те лей та ким об ра зом:

С = {(Спр nсв + Сэкз nз) + СочPобс λ(Tоч + tобс) + СнзPотк λ} � min.

В за ви си мо с ти от по став лен ной за да чи в ка че ст ве ва рь и -
руемых, т.е. уп рав ля е мых, по ка за те лей мо гут быть: ко ли че ст -
во ка налов об слу жи ва ния, ор га ни за ция ка на лов об слу жи ва -
ния (па раллель но, по сле до ва тель но, сме шан ным об ра зом),
дис цип ли на оче ре ди, при ори тет ность об слу жи ва ния за явок,
вза и мо по мощь меж ду ка на ла ми и др. Часть по ка за те лей в за -
да че фи гу ри ру ет в ка че ст ве не управ ля е мых, ко то рые обыч но
яв ля ют ся ис ход ны ми дан ны ми. В ка че ст ве кри те рия эф фек -
тив но с ти в це ле вой функции мо гут быть так же то ва ро обо -
рот, до ход, при быль или, на пример, рен та бель ность, тог да
оп ти маль ные зна че ния уп рав ля е мых по ка за те лей СМО на -
хо дят ся, оче вид но, уже при мак си ми за ции ука зан ных по ка -
за те лей, а не при ми ни ми за ции, как в пре ды дущем ва ри ан те.

В не ко то рых слу ча ях сле ду ет поль зо вать ся дру гим ва ри -
ан том за пи си це ле вой функ ции

С = {Сэкз nз + Спр(n – nз) + СоткPотк λ + Ссист nз} � min,

где Сотк и Ссист — со от вет ст вен но из держ ки за явок, свя зан ные
с ухо дом необ слу жен ных за явок и с пре бы ва ни ем в си с те ме.

В ка че ст ве об ще го кри те рия мо жет быть вы бран, на при -
мер, уро вень куль ту ры об слу жи ва ния по ку па те лей на пред -
при я ти ях, тог да це ле вая функ ция мо жет быть пред став ле на
сле ду ю щей моде лью:

Kоб = [(Зпу · Kу) + (Зпв · Kв) + (Зпд · Kд) + (Зпз · Kз) +

+ (Зпо · Kо) + (Зкт · Kкт)] · Kмп,

где Зпу — зна чи мость по ка за те ля ус той чи во с ти ас сор ти мен та
то ва ров; Kу — ко эф фи ци ент ус той чи во с ти ас сор ти мен та то -
ва ров; Зпв — зна чи мость по ка за те ля вне д ре ния про грес сив -
ных ме то дов про дажи то ва ров; Kв — ко эф фи ци ент вне д ре ния
про грес сив ных ме то дов про да жи то ва ров; Зпд — зна чи мость
по ка за те ля до пол ни тель но го об слу жи ва ния; Kд — ко эф фи -
ци ент до пол ни тель но го об слу жи ва ния; Зпз — зна чи мость по -
ка за те ля за вер шен но с ти по куп ки; Kз — ко эф фи ци ент за вер -
шен но с ти по куп ки; Зпо — зна чи мость по ка за те ля за трат
вре ме ни на ожи да ние в об слу жи вании; Kо — по ка за тель за -
трат вре ме ни на ожи да ние об слу жи ва ния; Зкт — зна чи мость
по ка за те ля ка че ст ва тру да кол лек ти ва; Kкт — ко эф фи ци ент
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Эти пре де лы ве ро ят но с тей мо гут быть по лу че ны не по -
средствен но из урав не ний Кол мо го ро ва при ус ло вии

= = 0.

Функ ции p0(t) и p1(t) оп ре де ля ют пе ре ход ный про цесс
в од нока наль ной СМО и опи сы ва ют про цесс экс по нен ци аль -
но го прибли же ния СМО к сво е му пре дель но му со сто я нию
с по сто ян ной вре ме ни τ = 1/(λ + μ), ха рак тер ной для рас сма -
т ри ва е мой си с те мы. С до ста точ ной для прак ти ки точ но с тью
мож но счи тать, что пе реход ный про цесс в СМО за кан чи ва ет -
ся в те че ние вре ме ни, рав ного 3τ.

Ве ро ят ность p0(t) оп ре де ля ет от но си тель ную про пу ск ную
спо соб ность СМО, ко то рая оп ре де ля ет до лю об слу жи ва е -
мых заявок по от но ше нию к пол но му чис лу по сту па ю щих за -
явок, в едини цу вре ме ни. Дей ст ви тель но, p0(t) есть ве ро ят -
ность то го, что заяв ка, при шед шая в мо мент t, бу дет при ня та
к об слу жи ва нию. Все го в еди ни цу вре ме ни при хо дит в сред -
нем λ за явок и из них об слу жи ва ет ся λp0 за явок. Тог да до ля
об слу жи ва е мых за явок по от но ше нию ко все му по то ку за -
явок оп ре де ля ет ся ве ли чи ной

Q = = p0(t).

В пре де ле при t � � прак ти че с ки уже при t > 3τ зна че ние
отно си тель ной про пу ск ной спо соб но с ти бу дет рав но

Q = .

Аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность, оп ре де ля ю щая чис -
ло за явок, об слу жи ва е мых в еди ни цу вре ме ни в пре де ле при
t � �, рав на

A = = λQ.

Со от вет ст вен но до ля за явок, по лу чив ших от каз, со став -
ля ет в этих же пре дель ных ус ло ви ях

Pотк = p1 = ,

а об щее чис ло не об слу жен ных за явок рав но .

При ме ра ми од но ка наль ных СМО с от ка за ми в об слу жи -
ва нии яв ля ют ся: стол за ка зов в ма га зи не, дис пет чер ская ав -

λ2

———
λ + μ

λ
———
λ + μ

λμ
———
λ + μ

μ
———
λ + μ

λp0(t)
————

λ

dp1(t)
————

dt

dp0(t)
————

dt
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Пе ре хо ды СМО из од но го со сто я ния S0 в дру гое S1 про ис -
ходят под дей ст ви ем вход но го по то ка за явок с ин тен сив но с -
тью λ, а об рат ный пе ре ход — под дей ст ви ем по то ка об слу жи -
ва ния с интен сив но с тью μ.

S0 — канал обслуживания свободен;
S1 — канал занят обслуживанием.
За пи шем си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний Кол мо -

го рова для ве ро ят но с тей со сто я ния по из ло жен ным вы ше
пра ви лам

От ку да по лу чим диф фе рен ци аль ное урав не ние для оп ре -
де ления ве ро ят но с ти p0(t) со сто я ния S0:

= –(λ + μ)p0(t) + μ.

Это урав не ние мож но ре шить при на чаль ных ус ло ви ях
в пред по ло же нии, что си с те ма в мо мент t = 0 на хо ди лась в со -
стоянии S0, тог да р0(0) = 1, p1(0) = 0. B этом слу чае ре ше ние
диф фе ренци аль но го урав не ния поз во ля ет оп ре де лить ве ро -
ят ность то го, что ка нал сво бо ден и не за нят об слу жи ва ни ем

p0(t) = + e–(λ + μ)t.

Тог да не труд но по лу чить вы ра же ние для оп ре де ле ния ве -
ро ятно с ти за ня то с ти ка на ла

p1(t) = + e–(λ + μ)t.

Ве ро ят ность p0(t) умень ша ет ся с те че ни ем вре ме ни
и в пре деле при t � � стре мит ся к ве ли чи не

p0(t) = ,

а ве ро ят ность p1(t) в то же вре мя уве ли чи ва ет ся от 0, стре -
мясь в пре де ле при t � � к ве ли чи не

p1(t) = .
λ
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μ
———
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———
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ность, учи ты ва ю щая слу чай ный ха рак тер про цес са, про ис хо дя ще го
в СМО, со став ля ет толь ко 75% = (18 : 24) · 100% от но ми наль ной.
Таким об ра зом, СМО мо жет об слу жи вать толь ко 25% всех по сту -
пив ших за явок. Оче вид но, что ра бо ту та кой СМО вряд ли мож но
счи тать удов ле тво ри тель ной.

Что же нуж но сде лать, что бы по высить от но си тель ную про пу -
ск ную спо соб ность од но ка наль ной СМО? Это го мож но до бить ся
ли бо сни же ни ем ин тен сив но с ти по то ка за явок λ, что по ус ло вию
не воз мож но, ли бо уве ли че ни ем ин тен сив но с ти об слу жи ва ния μ,
ли бо уве ли че ни ем ка на лов об слу жи ва ния. При этом умень шит ся
от но ше ние фак ти ческой про из во ди тель но с ти СМО к но ми наль ной
Q н, что мож но за пи сать так:

= = = = p1,

что сви де тель ст ву ет о том, что это есть ве ли чи на р1.
Из при ве ден ных вы ра же ний вид но, что с рос том про из во ди -

тель но с ти ка на ла об слу жи ва ния от но си тель ная про пу ск ная спо -
соб   ность СМО до воль но мед лен но при бли жа ет ся к 100%. При этом
ве ли чи на pi умень ша ет ся, стре мясь к 0. Это зна чит, что влияние слу -
чай но го про цес са в СМО уве ли чи ва ет ся с рос том от ноше ния μ/λ.
Дей ст ви тель но, из ин ту и тив ных со об ра же ний, ка залось бы, пре вы -
ше ние ин тен сив но с ти об слу жи ва ния над ин тенсив но с тью по ступ -
ле ния за явок, на при мер в три ра за, долж но при во дить к пол но му
об слу жи ва нию всех по сту па ю щих за явок. Прак ти че с ки не об слу -
жен ны ми все еще бу дут ос та вать ся в среднем 25% из чис ла по сту -
пив ших за явок. Со от вет ст вен но фак ти ческая про из во ди тель ность
СМО со став ля ет толь ко 25% от но мина ль ной. Все это есть пря мое
след ст вие ве ро ят но ст но го ха рак тера про те ка ю ще го в СМО про цес са.

При мер 5.10. В Одес се на Де ри ба сов ской, угол Ри ше ль ев ской,
си дит са пож ник и вы пол ня ет за ка зы по ре мон ту обу ви. В сред нем
он вы пол ня ет за каз в те че ние 30 мин. Ря дом с са пож ни ком распо -
ло же но од но крес ло, в ко то ром за каз чик ожи да ет вы пол не ния за ка за.
Са пож ник не име ет по сто ян ных за каз чи ков, и кли ен ты при хо дят
к не му не за ви си мо друг от дру га в сред нем каж дые 40 мин. Кли ен -
ты — на род не тер пе ли вый, по это му в слу чае за ня тости са пож ни ка
они ухо дят к дру го му.

Оп ре де лим до лю по те ри кли ен тов, до лю вре ме ни про стоя и от -
но ше ние «за ра бо тан ные день ги/по те рян ные день ги», ес ли сред няя
сто и мость ре мон та со став ля ет 55 руб.

Ре ше ние
Од но ка наль ная СМО (см. рис. 5.12) мо жет на хо дить ся в одном

из двух воз мож ных со сто я ний: S0 — сво бо ден, S1 — за нят, веро ят но -
с ти со сто я ний ко то рых обо зна чим со от вет ст вен но p0(t) и p1(t).
Оче вид но, для лю бо го мо мен та вре ме ни спра вед ли во за пи сать

р0(t) + p1(t) = 1.

λ
———
λ + μ

λQ
——
μ

A
—
μ

A
——
Q н
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то транс портно го пред при я тия, кон то ра скла да, офис уп рав -
ле ния ком мер ческой фир мы, с ко то ры ми ус та нав ли ва ет ся
связь по те ле фо ну.

При мер 5.9. Ста ти с ти че с ки ми ис сле до ва ни я ми в ре зуль та те на -
блю де ния ус та нов ле но, что ин тен сив ность по то ка те ле фонных звон-
ков ком мер че с ко му ди рек то ру λ = 1,2 вы зо ва в ми ну ту, сред няя
про дол жи тель ность раз го во ра (об слу жи ва ния за яв ки) tобс = 2,5 мин
и все по то ки со бы тий (вы зо вов и об слу жи ва ния) име ют ха рак тер
про стей ших пу ас со нов ских по то ков.

Оп ре де лим пре дель ную (от но си тель ную и аб со лют ную) про -
пуск ную спо соб ность СМО, ве ро ят ность от ка за, а так же пол ное
чис ло об слу жен ных и не об слу жен ных (по лу чив ших от каз) за явок
в те че ние 1 ч ра бо ты СМО. Срав нить фак ти че с кую про пу ск ную
спо соб ность СМО с но ми наль ной, т.е. с про пу ск ной, спо соб ностью,
ко то рой об ла да ла бы си с те ма в том слу чае, ес ли бы каж дая за яв ка
об слу жи ва лась ров но 2,5 мин и все за яв ки сле до ва ли бы од на за
дру гой без пе ре ры ва.

Ре ше ние
Раз ме чен ный граф со сто я ний этой СМО при ве ден на рис. 5.12.

Це ле вая функ ция мо жет быть за пи са на в об щем ви де сле дующим
об ра зом:

= f{(τ, λ, tобс, μ, ρ, Pобс, Pотк, A } � max.

Оп ре де ля ем:
• ин тен сив ность по то ка об слу жи ва ния (за явок в ми ну ту)

μ = = 0,4 за яв ки/мин.

Сле ду ет за ме тить, что по сто ян ная вре ме ни τ = 1/(λ + μ) � 0,63 мин,
тог да пе ре ход ный про цесс в СМО за вер ша ет ся че рез 3τ � 1,9 мин;

• от но си тель ную про пу ск ную спо соб ность, или ве ро ят ность то -
го, что ка нал сво бо ден,

p0 = Q = = 0,25;

• аб со лют ную про пу ск ную спо соб ность

А = λQ = 0,3 (за яв ки в ми ну ту);

• ве ро ят ность за ня то с ти ка на ла

p1 = 1 – p0 = = 0,75.

Чис ло за явок, об слу жен ных в те че ние ча са, со став ля ет: 60А =
= 18 за явок, а по лу чив ших от каз — 60λр1 = 54 за яв ки.

В этих же ус ло ви ях но ми наль ная про из во ди тель ность рав на
Qн = 60/2,5 = 24 за яв кам в час, т.е. фак ти че с кая про из во ди тель -

λ
———
λ + μ

μ
———
λ + μ

1
——
2,5

Q
——
Q н
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5.5.2. Мно го ка наль ная СМО с от ка за ми в об слу жи ва нии

В ком мер че с кой де я тель но с ти при ме ра ми мно го ка наль -
ных си с тем мас со во го об слу жи ва ния яв ля ют ся офи сы ком мер-
че с ких пред при я тий с не сколь ки ми те ле фон ны ми ка на ла ми,
бес плат ная спра воч ная служ ба по на ли чию в ав то ма га зи нах
са мых де ше вых ав то мо би лей в Моск ве име ет 7 те ле фон ных
но ме ров, а доз вонить ся и по лу чить справ ку, как из ве ст но,
очень труд но. Сле до ватель но, ав то ма га зи ны те ря ют кли ен -
тов, воз мож ность уве ли чить ко ли че ст во про дан ных ав то мо -
би лей и вы руч ку от про даж, то варо о бо рот, при быль. Ту рист -
ские фир мы по про да же пу те вок имеют два, три, че ты ре
и бо лее ка на лов, как, на при мер, фир ма Express-Line.

Рас смо т рим мно го ка наль ную СМО с от ка за ми в об слу жи-
вании, представленную на рис. 5.13, на вход ко то рой по сту -
па ет пу ас со нов ский поток за явок с ин тен сив но с тью λ.
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Из со сто я ния S0 в S1 си с те му пе ре во дит по ток за явок с ин тен -
сив но с тью λ = 1,5 ч–1, об рат но из со сто я ния S1 в S0 — по ток об слу -
жи ва ния с ин тен сив но с тью μ = 2 ч–1.

Си с те ма диф фе рен ци аль ных урав не ний Кол мо го ро ва мо жет
быть за пи са на сле ду ю щим об ра зом:

Со ста вим си с те му урав не ний для фи наль ных ве ро ят но с тей:

Ре шая эту си с те му, на хо дим сред нюю до лю об слу жи ва е мых за -
явок робc = 4/7 � 0,57, сле до ва тель но, 57% кли ен тов из чис ла посту -
пив ших бу дут об слу же ны.

Сред няя до ля не об слу жен ных кли ен тов со став ля ет p1 = 3/7 = 0,43,
сле до ва тель но, 43% кли ен тов из чис ла по сту пив ших по лучат от каз.

Сред ний до ход, по лу ча е мый са пож ни ком от об слу жи ва ния кли -
ен тов, оп ре де ля ет ся ум но же ни ем сред не го ко ли че ст ва об служен -
ных кли ен тов (р0 · N) от об ще го чис ла по сту пив ших N на вели чи ну
сред ней сто и мо с ти ре мон та 55 руб., а сред няя ве ли чи на по те рян но -
го до хо да оп ре де ля ет ся ум но же ни ем сред не го чис ла не об слу жен -
ных кли ен тов (р1 · N) на ве ли чи ну сред ней сто и мо с ти ре мон та.
На этом ос но ва нии от но ше ние «за ра бо тан ные день ги/по те рян ные
день ги» для са пож ни ка

R = = ,

сле до ва тель но, это вы ра же ние не за ви сит от ве ли чи ны сред ней сто -
и мо с ти ре мон та

R = = = 1,33.

Об рат ная ве ли чи на, оп ре де ля ю щая от но ше ние «по те рян ные
день ги/за ра бо тан ные день ги»

= = 0,754,

что сви де тель ст ву ет о том, что по те ри со став ля ют ощу ти мую до лю.
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Рис. 5.13

По ток об слу жи ва ния в каж дом ка на ле име ет ин тен сив -
ность μ. По чис лу за явок СМО оп ре де ля ют ся ее со сто я ния Sk,
представ лен ные в ви де раз ме чен но го гра фа:

S0 — все ка на лы сво бод ны, k = 0;
S1 — за нят толь ко один ка нал, k = 1;
S2 — за ня ты толь ко два ка на ла, k = 2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sk — за ня ты k ка на лов;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sn — за ня ты все n ка на лов, k = n.
Со сто я ния мно го ка наль ной СМО ме ня ют ся скач ко об раз -

но в слу чай ные мо мен ты вре ме ни. Пе ре ход из од но го со сто я-
ния, напри мер S0 в S1, про ис хо дит под воз дей ст ви ем вход но го
по то ка за явок с ин тен сив но с тью λ, а об рат но — под воз дей ст -
ви ем по тока об слу жи ва ния за явок с ин тен сив но с тью μ. Для
пе ре хо да систе мы из со сто я ния Sk в Sk –1 без раз лич но, ка кой
имен но из ка налов ос во бо дит ся, по это му по ток со бы тий, пе -
ре во дя щий СМО, име ет ин тен сив ность kμ, сле до ва тель но,
по ток со бы тий, пе ре водя щий си с те му из Sn в Sn – 1, име ет ин -
тен сив ность nμ. Так фор мули ру ет ся клас си че с кая за да ча Эр -
лан га, на зван ная по име ни датско го ин же не ра-ма те ма ти ка —
ос но ва те ля те о рии мас со во го обслу жи ва ния.



Ко эф фи ци ент за ня то с ти ка на лов об слу жи ва ни ем оп ре де -
ляет ся от но ше ни ем сред не го чис ла за ня тых ка на лов к их об -
ще му чис лу

Kз = = pобс.

Ве ро ят ность за ня то с ти ка на лов об слу жи ва ни ем, ко то рая
учиты ва ет сред нее вре мя за ня то с ти tзан и про стоя tпр ка на -
лов, оп реде ля ет ся сле ду ю щим об ра зом

pзан = .

Из это го вы ра же ния мож но оп ре де лить сред нее вре мя
простоя ка на лов

tпр = tобс .

Сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в си с те ме в ус та но вив -
шемся ре жи ме оп ре де ля ет ся фор му лой Литт ла:

Тсмо = .

При мер 5.11. Оп ре де лим оп ти маль ное чис ло те ле фон ных но ме -
ров, не об хо ди мых для ус та нов ки на ком мер че с ком пред при я тии,
при ус ло вии, что за яв ки на пе ре го во ры по сту па ют с ин тен сив но -
стью λ = 90 за явок в час, а сред няя про дол жи тель ность раз го во ра по
те ле фо ну со став ля ет tобс = 2 мин.

Це ле вая функ ция в об щем ви де мо жет быть за пи са на сле ду -
ющим об ра зом:

n0 = f{(λ, tобс, μ, ρ, P0, Pотк, Pобс, A, n, nз, Kз }.

Ре ше ние
Ис чис ля ем по ка за те ли об слу жи ва ния для n = 1 од но ка нальной

СМО:
• ин тен сив ность об слу жи ва ния —

μ = 1/tобс = 30 за явок/ч;

• ин тен сив ность на груз ки

ρ = λ/μ = 3;

• до ля вре ме ни про стоя ка на лов

p0 = 
–1

= + 
–1

= 0,25.

Сле до ва тель но, 25% в те че ние ча са те ле фон бу дет не за нят, tпр =
= 15 мин.
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Слу чай ный про цесс, про те ка ю щий в СМО, пред став ля ет
с бой ча ст ный слу чай про цес са «рож де ния-ги бе ли» и опи сы -
ва ет ся си с те мой диф фе рен ци аль ных урав не ний Эр лан га, ко -
то рые позво ля ют по лу чить вы ра же ния для пре дель ных ве  ро -
ят но с тей состо я ния рас сма т ри ва е мой си с те мы, на зы ва е мые
фор му ла ми Эрлан га

P0 = 
–1

;   Pk = P0;   ρ = .

Вы чис лив все ве ро ят но с ти со сто я ний n-ка наль ной СМО
с отка за ми р0, p1, p2, ..., pk, ..., pn, мож но най ти ха рак те ри с ти ки
си с темы об слу жи ва ния.

Ве ро ят ность от ка за в об слу жи ва нии оп ре де ля ет ся ве ро ят -
ностью то го, что по сту пив шая за яв ка на об слу жи ва ние най -
дет все n ка на лов за ня ты ми, си с те ма бу дет на хо дить ся в со -
сто я нии Sn:

pотк = pn = p0 ;   k = n.

В си с те мах с от ка за ми со бы тия от ка за и об слу жи ва ния со -
став ля ют пол ную груп пу со бы тий, по это му

pотк + pобс = 1.

На этом ос но ва нии от но си тель ная про пу ск ная спо соб -
ность оп ре де ля ет ся по фор му ле

Q = pобс = 1 – pотк = 1 – pn.

Аб со лют ную про пу ск ную спо соб ность СМО мож но оп ре -
делить по фор му ле

А = λpобс.

Ве ро ят ность об слу жи ва ния, или до ля об слу жен ных за -
явок, оп ре де ля ет от но си тель ную про пу ск ную спо соб ность
СМО, ко торая мо жет быть оп ре де ле на и по дру гой фор му ле

Q = pобс = .

Из это го вы ра же ния мож но оп ре де лить сред нее чис ло за -
явок, на хо дя щих ся под об слу жи ва ни ем, или, что то же са мое,
сред нее чис ло ка на лов, за ня тых об слу жи ва ни ем

nз = ρ pобс = .
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пе ре го во ра ми и их не об хо ди мо го ко ли че ст ва уста нов лен ная ве ли -
чи на те ле фон ных но ме ров мо жет из ме нить ся. Та ким об ра зом, из -
ме не ние ус ло вий ме ня ет от вет, и, сле до ва тельно, за да ча но сит мно -
го кри те ри аль ный ха рак тер, по сколь ку здесь не об хо ди мо в це ле вую
функ цию и ал го ритм ре ше ния за да чи еще вве с ти по ка за те ли ком -
мер че с кой де я тель но с ти.

При мер 5.12. Ком мер че с кая фир ма за ни ма ет ся по сред ни че с кой
де я тель но с тью по про да же ав то мо би лей и осу ще ств ля ет часть пе ре-
го во ров по трем те ле фон ным ли ни ям. В сред нем по сту па ет 75 звон -
ков в час. Сред нее вре мя пред ва ри тель ных пе ре го во ров спра воч но -
го ха рак те ра со став ля ет 2 мин. Оп ре де лим ха рак те ристи ки СМО,
да дим оцен ку ра бо ты СМО.

Ре ше ние

n = 3;   λ = 75 ед./ч;   tобс = 2 мин.
Оп ре де ля ем ин тен сив ность за груз ки:

ρ = λ/μ = λtобс = 75 · 2/60 = 2,5.
На хо дим ве ро ят ность то го, что об слу жи ва ни ем не за нят ни один

ка нал

p0 = 1 + ρ + + 
–1

= 1 + 2,5 + + 
–1

= 0,11;

за нят один ка нал

p1 = p0 = · 0,11 = 0,271;

за ня ты два ка на ла

p2 = p0 = · 0,11 = 0,338;

за ня ты три ка на ла, до ля по те рян ных за явок (не об слу женных)

pотк = p3 = p0 = · 0,11 = 0,282;

от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность

робс = 1 – pотк = 1 – 0,282 = 0,718;
аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность

А = λ робс = 75 · 0,718 = 54 ед./ч;
сред нее чис ло за ня тых ка на лов

nз = ρ pобс = 2,5 · 0,718 = 1,8 кан.;
ко эф фи ци ент за ня то с ти ка на лов

Kз = = = 0,6.
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До ля за явок, по лу чив ших от каз на пе ре го во рах, рав на

pотк = · 0,25 = 0,75.

Зна чит, 75% из чис ла по сту пив ших за явок не при ни ма ют ся
к об слу жи ва нию.

Ве ро ят ность об слу жи ва ния по сту па ю щих за явок со ста вит

робс = 1 – ротк = 0,25,

сле до ва тель но, 25% из чис ла по сту пив ших за явок бу дут об служе ны.
Сред нее чис ло ка на лов, за ня тых об слу жи ва ни ем, рав но

nз = ρ pобс = 3 · 0,25 = 0,75.
Ко эф фи ци ент за ня то с ти ка на лов об слу жи ва ни ем

Kз = = = 0,75.

Сле до ва тель но, те ле фон на 75% за нят об слу жи ва ни ем. Аб со лют-
ная про пу ск ная спо соб ность си с те мы

А = робсλ = 0,25 · 90 = 22,5 за яв ки/ч.

Оче вид но, та кая СМО с од ним ка на лом бу дет пло хо справлять -
ся с об слу жи ва ни ем за явок, по сколь ку по те ря по сту па ю щих на пе -
ре го во ры за явок со став ля ет 75% — очень ве ли ка, а ве ро ятность об -
слу жи ва ния — все го 25%, кро ме то го, ма ла про пу ск ная спо соб ность
си с те мы: толь ко 22 за яв ки в час из 90 по сту пив ших. Сле до ва тель но,
не об хо ди мо уве ли чить чис ло ка на лов. Для оп реде ле ния оп ти маль -
ной ве ли чи ны про ве дем ана ло гич ные вы числе ния для n = 2, 3, 4, 5, 6,
а по лу чен ные ре зуль та ты за пи шем в табл. 5.10.

На ос но ве по лу чен ных ре зуль та тов мож но ус та но вить, что оп ти-
маль ное чис ло те ле фон ных но ме ров со став ля ет 5 те ле фон ных ап па-
ра тов, по сколь ку в этом слу чае до ля об слу жен ных за явок со ста вит
90% и толь ко 10% за явок по лу чат от каз, а аб со лют ная про пу ск ная
спо соб ность СМО со ста вит 81 за яв ку в час. При из ме не нии кри те -
рия эф фек тив но с ти и вве де нии до пол ни тель ных ог рани че ний, на -
при мер, по за тра там на при об ре те ние, ус та нов ку и со дер жа ние те -
ле фо нов, а так же за трат на обес пе че ние со труд ников слу жеб ны ми
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Таб ли ца 5.10

n 1 2 3 4 5 6
Р0 0,25 0,12 0,077 0,06 0,05 0,05

Ротк 0,75 0,54 0,35 0,21 0,1 0,5
Робс 0,25 0,46 0,65 0,79 0,9 0,95
nз 0,75 1,38 1,95 2,37 2,7 2,85
Kз 0,75 0,69 0,65 0,59 0,54 0,47
А 22,5 41,4 58,5 71,1 81 85,5



• ко эф фи ци ент за ня то с ти ка на лов

Kз = = = 0,7;

• воз мож ное от но ше ние «по те рян ные день ги/за ра бо тан ные
день ги» при сред ней сто и мо с ти пу тев ки 300 у.е.

R = = = 0,48.

До ля не об слу жен ных кли ен тов со став ля ет 32%, поч ти треть, а об-
слу жен ных кли ен тов — 68%, аб со лют ная про пу ск ная спо собность
рав на 68 кли ен там в час, а от но ше ние по те рян ных де нег к за ра бо -
тан ным — в сред нем 48%, сле до ва тель но, си с те ма ра бо та ет с боль -
ши ми по те ря ми.

Мож но уве ли чить ко ли че ст во ли ний раз ветв ле ния те ле фо на до
8 ка на лов со от вет ст вен но вве де ни ем еще 4 ре фе рен тов и сниже ни -
ем вре ме ни об слу жи ва ния до 2 мин, про пу ск ная спо собность воз ра -
с та ет до 98,7%, сле до ва тель но, по те ри пе ре го во ров бу дут не зна чи -
тель ны, а до ход тур фир мы от про да жи пу те вок может уве ли чить ся.

В ре аль ной жиз ни за да ча вы гля дит зна чи тель но слож нее,
поэто му не об хо ди мо де та ли зи ро вать по ста нов ку за да чи, учи-
ты вая за про сы, тре бо ва ния как со сто ро ны кли ен тов, так
и тур фир мы.

Для уве ли че ния эф фек тив но с ти ра бо ты тур фир мы не об -
хо димо смо де ли ро вать в це лом по ве де ние по тен ци аль но го
кли ен та от на ча ла опе ра ции до ее за вер ше ния. Струк ту ра
вза и мо свя зи основ ных си с тем мас со во го об слу жи ва ния фак -
ти че с ки со сто ит из СМО раз но го ви да (рис. 5.15).

Про бле ма с по зи ции мас со во го об слу жи ва ния ту ри с тов,
уезжа ю щих на от дых, за клю ча ет ся в оп ре де ле нии точ но го
ме с та отды ха (ту ра), адек ват но го тре бо ва ни ям пре тен ден та,
со от вет ст вующе го его здо ро вью и фи нан со вым воз мож но с -
тям и пред став лени ям об от ды хе в це лом. В этом ему мо гут
спо соб ст во вать тур фир мы, по иск ко то рых осу ще ств ля ет ся
обыч но из рек лам ных со об ще ний СМОр, за тем по сле вы бо ра
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До ля по те рян ных за явок со став ля ет око ло 28%, это очень мно -
го, а об слу жен ных — все го 72%. Аб со лют ная про пу ск ная способ -
ность СМО — 54 за яв ки в час; каж дый из ка на лов за нят об служи -
ва ни ем все го 60% ра бо че го вре ме ни. По вы ше ние эф фек тивно с ти
ра бо ты СМО мож но осу ще ст вить пу тем уве ли че ния ко личе ст ва те -
ле фон ных ли ний n и умень ше ни ем сред не го вре ме ни об слу жи ва ния.

При мер 5.13. Ту рист ская фир ма об слу жи ва ет кли ен тов по те ле -
фо ну, име ю ще му раз ветв ле ние на че ты ре ли нии. Про ве ден ные ис -
сле до ва ния по ка за ли, что в сред нем за один час ра бо ты по ступа ет
100 за про сов. Сред нее вре мя пе ре го во ров ре фе рен тов фирмы с кли -
ен том по те ле фо ну со став ля ет 2,5 мин. Не об хо ди мо дать оцен ку ра -
бо ты та кой СМО, раз ме чен ный граф со сто я ний ко торой пред став -
лен на рис. 5.14.
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Рис. 5.14

Рис. 5.15

Ре ше ние
Оп ре де ля ем:
• ин тен сив ность об слу жи ва ния

μ = = = 23,81 за яв ки/ч;

• ин тен сив ность на груз ки

ρ = = λtобс = 100 · 0,042 = 4,2;

• до лю вре ме ни про стоя ре фе рен тов фир мы

p0 = 1 + ρ + + + 
–1

= 0,025;

• ве ро ят ность за ня то с ти об слу жи ва ни ем всех че ты рех ли ний

p4 = pотк = p0 = 12,97 · 0,025 = 0,324,

что оп ре де ля ет до лю не об слу жен ных за явок, ко то рые по лу чи ли от -
каз в по лу че нии воз мож но с ти про ве с ти пе ре го во ры с ре ферен том;

• от но си тель ную про пу ск ную спо соб ность

Q = робс = 1 – ротк = 1 – 0,324 = 0,676;

• аб со лют ную про пу ск ную спо соб ность фир мы —

А = λQ = 100 · 0,676 = 67,6 кли ен та/ч;

• сред нее чис ло за ня тых ка на лов

nз = ρ Q = 4,2 · 0,676 = 2,8;
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По сле это го оп ре де ля ют ся зна че ния сумм оце нок по каж -

до му по ка за те лю стро ки Si = aij, вес каж дой ха рак те ри с ти -

ки Mi = Si/n2 и со от вет ст вен но ин те г раль ный кри те рий,
на ос но ве ко то ро го мож но про ве с ти вы бор тур фир мы, ту ра
или оте ля по фор му ле

F = Mi xi � max.

С це лью ис клю че ния воз мож ных оши бок в этой про це ду -
ре вво дят, на при мер, 5-балль ную шка лу оце нок с гра да ци ей
ха ракте ри с тик Бi(хi) по прин ци пу: ху же (Бi = 1 балл) — луч -
ше (Бi = 5 бал лов). На при мер, чем до ро же тур, тем ху же, чем
он де шев ле, тем луч ше. На этом ос но ва нии це ле вая функ ция
бу дет иметь другой вид

Fb = Mi Бi xi � max.

Та ким об ра зом, мож но на ос но ве при ме не ния ма те ма ти -
ческих ме то дов и мо де лей, ис поль зуя пре иму ще ст ва фор ма -
ли за ции, точ нее и бо лее объ ек тив но сфор му ли ро вать по ста -
нов ку за дач и зна чи тель но улуч шить по ка за те ли СМО
в ком мер че с кой де я тельно с ти для до сти же ния по став лен ных
це лей.

5.5.3. Од но ка наль ная СМО
с ог ра ни чен ной дли ной оче ре ди

В ком мер че с кой де я тель но с ти ча ще встре ча ют ся СМО
с ожида ни ем (оче ре дью).

Рас смо т рим про стую од но ка наль ную СМО с ог ра ни чен -
ной оче ре дью, в ко то рой чис ло мест в оче ре ди m — фик си ро -
ван ная вели чи на. Сле до ва тель но, за яв ка, по сту пив шая в тот
мо мент, ког да все ме с та в оче ре ди за ня ты, не при ни ма ет ся
к об слу жи ва нию, не вста ет в оче редь и по ки да ет си с те му.

Граф этой СМО пред став лен на рис. 5.16 и сов па да ет
с графом рис. 5.4, опи сы ва ю щим про цесс «рож де ния-ги бе ли»,
с тем от ли чи ем, что при на ли чии толь ко од но го ка на ла об -
слу жи ва ния все ин тен сив но с ти по то ков об слу жи ва ния рав ны.
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фир мы про ис хо дит по луче ние кон суль та ций по те ле фо ну
СМОт, по сле удов ле тво ри тельно го раз го во ра при езд в тур -
фир му и по лу че ние бо лее де таль ных кон суль та ций лич но
с ре фе рен том, за тем оп ла та пу тев ки и по луче ние об слу жи ва -
ния от авиа ком па нии по пе ре ле ту СМОа и в конеч ном сче те
об слу жи ва ния в оте ле СМОo. Даль ней шее раз ви тие ре ко -
мен да ций по улуч ше нию ра бо ты СМО фир мы свя за но с из -
ме не ни ем про фес си о наль но го со дер жа ния пе ре го во ров
с кли ента ми по те ле фо ну. Для это го не об хо ди мо уг лу бить
ана лиз, свя занный с де та ли за ци ей ди а ло га ре фе рен та с кли -
ен та ми, по сколь ку да ле ко не каж дый пе ре го вор по те ле фо ну
при во дит к за клю чению до го во ра на при об ре те ние пу тев ки.
Про ве де ние фор ма ли зации за да чи об слу жи ва ния ука за ло на
не об хо ди мость фор ми ро вания пол но го (не об хо ди мо го и до -
ста точ но го) пе реч ня ха рак те ристик и их точ ных зна че ний
пред ме та ком мер че с кой сдел ки. За тем про во дят ся ран жи ро -
ва ние этих ха рак те ри с тик, на при мер ме тодом пар ных срав -
не ний, и рас по ло же ние в ди а ло ге по сте пе ни их зна чи мо с ти,
на при мер: вре мя го да (зи ма), ме сяц (ян варь), климат (су хой),
тем пе ра ту ра воз ду ха (+25°С), влаж ность (40%), геогра фи че -
с кое ме с то (бли же к эк ва то ру), вре мя авиа пе ре ле та (до 5 ча сов),
транс ферт, стра на (Еги пет), го род (Хур га да), мо ре (Крас -
ное), тем пе ра ту ра во ды в мо ре (+23°С), ранг оте ля (4 звез ды,
рабо та ю щий кон ди ци о нер, га ран тия на ли чия шам пу ня в но -
ме ре), уда лен ность от мо ря (до 300 м), уда лен ность от ма га -
зи нов (рядом), уда лен ность от дис ко тек и дру гих ис точ ни ков
шу ма (подаль ше, ти ши на в те че ние сна в оте ле), пи та ние
(швед ский стол — за в т рак, ужин, ча с то та из ме не ния ме ню за
не де лю), оте ли (Princes, Marlin-In, Hour-Palace), экс кур сии
(Ка ир, Лук сор, корал ло вые ос т ро ва, под вод ное пла ва ние),
уве се ли тель ные шоу, спор тив ные иг ры, це на пу тев ки, фор ма
оп ла ты, со дер жа ние стра хов ки, что брать с со бой, что ку пить
на ме с те, га ран тии, штраф ные санк ции.

Есть еще один очень су ще ст вен ный по ка за тель, вы год ный
для кли ен та, ус та но вить ко то рый пред ла га ет ся са мо сто я -
тель но въед ли во му чи та те лю. За тем мож но, ис поль зуя ме тод
по пар но го срав не ния пе ре чис лен ных ха рак те ри с тик xi, сфор -
ми ро вать матри цу п 	п срав не ния, эле мен ты ко то рой за пол -
ня ют ся по сле до ватель но по стро кам по сле ду ю ще му пра ви лу:

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0, ес ли ха рак те ри с ти ка ме нее зна чи ма,
1, ес ли ха рак те ри с ти ка рав но зна чи ма,
2, ес ли ха рак те ри с ти ка до ми ни ру ет.

342

Рис. 5.16



ва тель но, все ме с та в оче ре ди m за ня ты и один ка нал об слу -
жи ва ет. По это му веро ят ность от ка за оп ре де ля ет ся ве ро ят но -
с тью по яв ле ния со стояния Sm +1

pотк = рm +1 = ρm +1 p0.

От но си тель ная про пу ск ная спо соб ность, или до ля об слу -
жива е мых за явок, по сту па ю щих в еди ни цу вре ме ни, оп ре де -
ля ет ся вы ра же ни ем

Q = 1 – pотк = 1 –  ρm +1 p0;

аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность рав на
A = Q λ.

Сред нее чис ло за явок Lоч, сто я щих в оче ре ди на об слу жи -
вание, оп ре де ля ет ся ма те ма ти че с ким ожи да ни ем слу чай ной
ве личи ны k — чис ла за явок, сто я щих в оче ре ди:

Lоч = M(k).

Слу чай ная ве ли чи на k при ни ма ет сле ду ю щие толь ко це -
ло чис лен ные зна че ния:

1 — в оче ре ди сто ит од на за яв ка;
2 — в оче ре ди две за яв ки;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
m — в оче ре ди все ме с та за ня ты.
Ве ро ят но с ти этих зна че ний оп ре де ля ют ся со от вет ст ву ю -

щи ми ве ро ят но с тя ми со сто я ний, на чи ная с со сто я ния S2. За -
кон распре де ле ния дис крет ной слу чай ной ве ли чи ны k изо б -
ра жа ет ся следу ю щим об ра зом.

Ма те ма ти че с кое ожи да ние этой слу чай ной ве ли чи ны
Lоч = 1 · р2 + 2 · р3 + ... + m · pm +1.

В об щем слу чае при ρ � 1 эту сум му мож но пре об ра зо -
вать, поль зу ясь мо де ля ми ге о ме т ри че с кой про грес сии, к бо -
лее удобно му ви ду:

Lоч = ρ2 p0.

В ча ст ном слу чае при ρ = 1, ког да все ве ро ят но с ти рk ока -
зы вают ся рав ны ми, мож но вос поль зо вать ся вы ра же ни ем для
сум мы чле нов чис ло во го ря да

1 + 2 + 3 + ... + m = .
m(m + 1)
——————

2

1 – ρm(m – mρ + 1)
—————————————

(1 – ρ)2

k 1 2 ... m
рi р2 р3 ... рm+1
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Со сто я ния СМО мож но пред ста вить сле ду ю щим об ра зом:
S0 — ка нал об слу жи ва ния сво бо ден;
S1 — ка нал об слу жи ва ния за нят, но оче ре ди нет;
S2 — ка нал об слу жи ва ния за нят, в оче ре ди сто ит од на за -

яв ка;
S3 — ка нал об слу жи ва ния за нят, в оче ре ди сто ят две за яв ки;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sm +1 — ка нал об слу жи ва ния за нят, в оче ре ди все m мест

заня ты, лю бая сле ду ю щая за яв ка по лу ча ет от каз.
Для опи са ния слу чай но го про цес са СМО мож но вос поль -

зовать ся из ло жен ны ми ра нее пра ви ла ми и фор му ла ми. На -
пи шем вы ра же ния, оп ре де ля ю щие пре дель ные ве ро ят но с ти
со сто я ний

Вы ра же ние для р0 мож но в дан ном слу чае за пи сать про -
ще, поль зу ясь тем, что в зна ме на те ле сто ит ге о ме т ри че с кая
про грессия от но си тель но ρ, тог да по сле со от вет ст ву ю щих пре  -
об ра зо ваний по лу ча ем

p0 = .

Эта фор му ла спра вед ли ва для всех ρ, от лич ных от 1, ес ли
же ρ = 1, то р0 = 1/(m + 2), а все ос таль ные ве ро ят но с ти так же
рав ны 1/(m + 2). Ес ли пред по ло жить m = 0, то мы пе ре хо дим
от рас смотре ния од но ка наль ной СМО с ожи да ни ем к уже
рас смо т рен ной од но ка наль ной СМО с от ка за ми в об слу жи -
ва нии. Дей ст ви тельно, вы ра же ние для пре дель ной ве ро ят но -
с ти р0 в слу чае m = 0 име ет вид

p0 = 

и в слу чае λ = μ име ет ве ли чи ну р0 = 1/2.
Оп ре де лим ос нов ные ха рак те ри с ти ки од но ка наль ной

СМО с ожи да ни ем: от но си тель ную и аб со лют ную про пу ск -
ную спо собность, ве ро ят ность от ка за, а так же сред нюю дли -
ну оче ре ди и сред нее вре мя ожи да ния за яв ки в оче ре ди.

За яв ка по лу ча ет от каз, ес ли она по сту па ет в мо мент вре -
ме ни, ког да СМО уже на хо дит ся в со сто я нии Sm +1 и, сле до -

μ
———
λ + μ

1 – ρ
—————
1 – ρm+2

p1 = ρ p0,
p2 = ρ2p0,
pk = ρkp0,
. . . . . . . . . . . . .
pm +1 = ρm+1p0,
p0 = [1 + ρ + ρ2 + ρ3 + ... + ρm]–1.

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩
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В пре де ле ρ � 1 по лу ча ем Точ = ρ/μ, т.е. сред нее вре мя
ожи дания бы с т ро умень ша ет ся с уве ли че ни ем ин тен сив но с -
ти по то ка об слу жи ва ния. В про тив ном слу чае при ρ 
 1 ока -
зы ва ет ся, что в СМО от сут ст ву ет ус та но вив ший ся ре жим.
Об слу жи ва ние не успе ва ет за по то ком за явок, и оче редь не о -
гра ни чен но рас тет со време нем (при t � �). Пре дель ные ве -
ро ят но с ти со сто я ний по это му не мо гут быть оп ре де ле ны: при
Q = 1 они рав ны ну лю. Фак ти чески СМО не вы пол ня ет сво их
функ ций, по сколь ку она не в состо я нии об слу жить все по сту-
па ю щие за яв ки. Не труд но оп ре делить, что до ля об слу жи ва е -
мых за явок и аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность со от вет ст -
вен но со став ля ют в сред нем ρ и μ, од на ко не о гра ни чен ное
уве ли че ние оче ре ди, а сле до ва тель но, и вре ме ни ожи да ния
в ней при во дит к то му, что че рез не ко то рое вре мя за явки на -
чи на ют на кап ли вать ся в оче ре ди на не о гра ни чен но дол гое
вре мя.

В ка че ст ве од ной из ха рак те ри с тик СМО ис поль зу ют
сред нее вре мя Тсмо пре бы ва ния за яв ки в СМО, вклю ча ю щее
сред нее время пре бы ва ния в оче ре ди и сред нее вре мя об слу -
жи ва ния. Эта вели чи на вы чис ля ет ся по фор му лам Литт ла:
ес ли дли на оче ре ди ог ра ни че на, то сред нее чис ло за явок, на -
хо дя щих ся в оче ре ди, рав но:

Lсмо = ;

Tсмо = при ρ � 1,

тог да сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в си с те ме мас со во го
об слу жи ва ния (как в оче ре ди, так и под об слу жи ва ни ем)

Tсмо = при ρ = 1.

При мер 5.14. В ма га зи не са мо об слу жи ва ния ус та нов ле но, что по-
ток по ку па те лей яв ля ет ся про стей шим с ин тен сив но с тью λ = 2 по -
ку па те ля в ми ну ту. В этом ма га зи не ус та нов лен один кас со вый ап -
па рат, поз во ля ю щий до бить ся та кой про из во ди тель но с ти труда,
при ко то рой ин тен сив ность по то ка об слу жи ва ния со став ля ет ве ли -
чи ну μ = 2 по ку па те ля в ми ну ту. Оп ре де лим ха рак те ри с ти ки СМО
при ус ло вии, что оче редь ог ра ни че на кон тро ле ром при входе в зал
са мо об слу жи ва ния: m = 5 по ку па те лям.

Ре ше ние
В дан ном слу чае ρ = λ/μ = 1, по это му по лу ча ем, что все ве роят -

но с ти со сто я ний СМО ока зы ва ют ся оди на ко вы ми и рав ны ми

m + 1
————

2μ

Lсмо———
A

m + 1
————

2
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Тог да по лу чим фор му лу

L�оч = p0 = (ρ = 1).

При ме няя ана ло гич ные рас суж де ния и пре об ра зо ва ния,
мож но по ка зать, что сред нее вре мя ожи да ния об слу жи ва ния
заяв ки в оче ре ди оп ре де ля ет ся фор му ла ми Литт ла

Точ = (при ρ � 1) и Т �оч = (при ρ = 1).

Та кой ре зуль тат, ког да ока зы ва ет ся, что Точ < 1/λ, мо жет
по казать ся стран ным: с уве ли че ни ем ин тен сив но с ти по то ка
за явок как буд то бы долж на воз ра с тать дли на оче ре ди и умень-
ша ет ся сред нее вре мя ожи да ния. Од на ко сле ду ет иметь в ви -
ду, что, во-пер вых, ве ли чи на Lоч яв ля ет ся функ ци ей от λ и μ
и, во-вто рых, рас сма т ри ва е мая СМО име ет ог ра ни чен ную
дли ну оче ре ди — не бо лее m за явок.

За яв ка, по сту пив шая в СМО в мо мент вре ме ни, ког да все
кана лы за ня ты, по лу ча ет от каз, и, сле до ва тель но, вре мя ее
«ожи дания» в СМО рав но ну лю. Это при во дит в об щем слу -
чае (при ρ � 1) к умень ше нию Точ рос том λ, по сколь ку до ля
та ких за явок с ростом λ уве ли чи ва ет ся.

Ес ли от ка зать ся от ог ра ни че ния на дли ну оче ре ди, т.е.
уст ремить m � �, то слу чаи ρ < 1 и ρ 
 1 на чи на ют су ще ст -
вен но раз личать ся. За пи сан ные вы ше фор му лы для ве ро ят -
но с тей со сто я ний пре об ра зу ют ся в слу чае ρ < 1 к ви ду

При до ста точ но боль шом k ве ро ят ность рk стре мит ся к ну -
лю. По это му от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность бу дет
Q = 1, а аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность ста нет рав ной
А = λQ = λ, сле до ва тель но, об слу жи ва ют ся все по сту пив шие
за яв ки, при чем сред няя дли на оче ре ди ока жет ся рав ной

Lоч = ,

а сред нее вре мя ожи да ния по фор му ле Литт ла

Точ = .
Lоч–––
A

ρ2

———
1 – ρ

p0 = 1 – ρ,
p1 = ρ(1 – ρ),
p2 = ρ2(1 – ρ),
. . . . . . . . . . . . . .
pk = ρk(1 – ρ).

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

L�оч–––
A

Lоч–––
A

m(m + 1)
——————
2(m + 2)

m(m + 1)
——————

2
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При мер 5.15. На ав то мой ку в сред нем за час при ез жа ют три ав -
томо би ля, ес ли в оче ре ди уже на хо дят ся два ав то мо би ля, то вновь
подъ ез жа ю щие ав то мо би ли не же ла ют те рять вре ме ни в ожи дании
об слу жи ва ния и по ки да ют мой ку, по сколь ку сред нее вре мя мой ки
од но го ав то мо би ля со став ля ет 20 мин, а мест для мой ки все го од но. Не-
об хо ди мо про ве с ти ана лиз ра бо ты си с те мы об служи ва ния с 900 до
2100 ч, ес ли сред няя сто и мость мой ки од ного ав то мо би ля со став ля -
ет 70 руб.

Ре ше ние
γ = 3 авт/ч; tобс = 20 мин; m = 2, с1 = 70 руб.; Траб = 12 ч, п = 1. Це -

ле вая функ ция свя зи вы руч ки от мой ки ав то мо би лей с поку па те ля -
ми си с те мы в об щем ви де име ет сле ду ю щий вид:

B = f{λ, tобс, μ, ρ, n, m, p0, pотк, Q, A, Lоч, Lсмо, Траб, Точ, Тсмо } � max.

На хо дим ин тен сив ность об слу жи ва ния

μ = = = 3 авт./ч.

Оп ре де ля ем ин тен сив ность на груз ки

ρ = = = 1.

Пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ний рав ны

p0 = p1 = p2 = pn+m = = = 0,25.

Ве ро ят ность от ка за в об слу жи ва нии

pотк = р3 = 0,25.

От но си тель ная про пу ск ная спо соб ность

Q = 1 – p3 = 1 – 0,25 = 0,75.

Аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность:
А = λQ = 3 · 0,75 = 2,25 авт./ч.

Сред няя дли на оче ре ди

Lоч = = = 0,75 авт.

Сред нее вре мя про стоя в оче ре ди

Tоч = = = 0,333 ч = 20 мин.

Сред нее чис ло за явок, на хо дя щих ся на об слу жи ва нии
Lобс = g · Q · 1 = 0,75 авт.

Сред нее чис ло за явок в си с те ме
Lсмо = Lобс + Lоч = 1,5 авт.

0,75
————
3 · 0,75

Lоч–––
A

2 · 3
———
2 · 4

m(m + 1)
——————
2(m + 1)

1
———
2 + 2

1
————
m + 2

3
—
3

λ
—
μ

1
——
20

1
——
tобс

349

p0 = = ; p1 = p2 = ... = p6 = .

Ве ро ят ность от ка за в об слу жи ва нии со став ля ет

pотк = p6 = � 0,1.

От но си тель ная и аб со лют ная про пу ск ные спо соб но с ти со ответ -
ст вен но рав ны

Q = 1 – р6 = 0,857;   A = λQ � 1,7 по ку па те ля/мин.

Сред няя дли на оче ре ди

L�оч = � 2,1 по ку па те ля.

Сред нее вре мя ожи да ния в оче ре ди

Т �оч = � 2,3 мин.

Сред нее вре мя пре бы ва ния по ку па те ля в си с те ме

Tсмо = Т �оч + μ = 2,8 мин.

Та ким об ра зом, не смо т ря на то что ин тен сив ность по то ка обслу -
жи ва ния рав на ин тен сив но с ти по то ка по ку па те лей, по при чине
слу чай но го ха рак те ра этих про цес сов эф фек тив ность ра бо ты СМО
ока зы ва ет ся су ще ст вен но ни же, чем мож но бы ло ожи дать, ес ли ис -
хо дить, на при мер, из пред по ло же ния, что за яв ки и об служи ва ние
сле ду ют син хрон но во вре ме ни. Да же при на ли чии допу с ти мой
оче ре ди из пя ти по ку па те лей ве ро ят ность от ка за в обслу жи ва нии
ос та ет ся ощу ти мой, по сколь ку каж до му седь мо му по ку па те лю от -
ка зы ва ет ся в об слу жи ва нии. Сред нее вре мя пребы ва ния по ку па те -
ля у кас сы втрое пре вы ша ет зна че ние 0,5 мин, ко то рое бы ло бы при
рав но мер ном сле до ва нии за явок и рав номер ном об слу жи ва нии.

Улуч ше ние ха рак те ри с тик СМО про ис хо дит очень бы с т ро, ес ли
умень шить от но ше ние λ/μ = ρ. Уже при ρ � 0,8 мож но от казать ся
от ог ра ни че ния на дли ну оче ре ди. Ес ли в ус ло ви ях на ше го при ме ра
уве ли чить ин тен сив ность по то ка об слу жи ва ния толь ко на 25%, т.е.
ус та но вить μ = 2,5 (по ку па те ля в ми ну ту) и со от ветствен но ρ = 0,8
и при нять m = �, то по лу чим СМО со сле ду ю щи ми ха рак те ри с ти ка -
ми: ве ро ят ность от ка за ротк = 0; от но си тель ная про пу ск ная спо соб -
ность Q = 1; аб со лют ная про пу ск ная спо собность A = λQ = 2 (по ку -
па те ля в ми ну ту); сред няя дли на оче ре ди Lоч = 3,2 (по ку па те ля);
сред нее вре мя пре бы ва ния у кас сы tобс = 2 мин; сред нее вре мя пре -
бы ва ния в оче ре ди Tоч = 1,6 мин.

Та кой ре жим ра бо ты СМО мо жет явить ся бо лее пред по чти тель -
ным по срав не нию с ре жи мом ра бо ты при ρ = 1 по то му, что ни од -
но му из по ку па те лей не от ка зы ва ет ся в об слу жи ва нии, хо тя дли на
оче ре ди и вре мя об слу жи ва ния в сред нем не сколь ко воз раста ют.

L�оч–––
A

m(m + 1)
——————
2(m + 1)

1
–
7

1
–
7

1
–
7

1
————
m + 2
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Сред нее вре мя пре бы ва ния ав то мо би ля в си с те ме:

Tсмо = = = = 46 мин.

Та ким об ра зом, ве ли ка до ля за явок, по лу чив ших от каз в обслу -
жи ва нии, ротк = 0,5, сле до ва тель но, 50% из чис ла по сту пивших ав -
то мо би лей по лу ча ют от каз в мой ке ав то мо би лей. Ес ли учи ты вать
вре мя ра бо ты с 9 до 21 — все го 12 ча сов, то за это вре мя ко ли че ст во
по те рян ных за явок со ста вит: λ · 12 · 0,5 = 6 · 12 · 0,5 = 36 авт., а по те ря
вы руч ки — 36 · 70 = 2520 руб.

При мер 5.17. Пре по да ва тель на эк за ме не дис цип ли ны «При -
клад ная ма те ма ти ка» пред став ля ет со бой од но ка наль ную си с тему
с ог ра ни чен ной дли ной оче ре ди без от ка за в об слу жи ва нии учеб -
ной груп пы сту ден тов. В ка че ст ве кри те рия це ле вой функции мо -
жет быть вре мя, за тра чен ное на при ем эк за ме нов

T = ti,

где т — ко ли че ст во сту ден тов; ti — вре мя, за тра чен ное на при ем эк -
за ме на у i-го сту ден та.

До пу с тим, по су ще ст ву ю щим нор мам на при ем эк за ме на у од но -
го сту ден та от ве де но tн

обс = 20 мин. Сле до ва тель но, ес ли груп па со -
сто ит из m = 18 сту ден тов, то пре по да ва тель фик си рует вы пол не ние
учеб ной на груз ки в объ е ме 6 ч. Фак ти че с ки эта про це ду ра в це лом
за ни ма ет боль ше вре ме ни. Это свя за но преж де все го с не об хо ди мо -
с тью за трат вре ме ни на под го тов ку пер во го сту ден та до 1 ч. За тем
в пер вых ря дах обыч но идут сдавать эк за ме ны «от лич ни ки» и «хо -
ро ши с ты». За мы ка ют по ток за явок на об слу жи ва ние «тро еч ни ки»
и «дво еч ни ки», на ко торых, как пра ви ло, идут ко лос саль ные за тра -
ты и вре ме ни, причем t � tн

обс, и энер гии пре по да ва те ля, зна чи тель -
но пре вы шающие нор ма ти вы. По это му об щие за тра ты толь ко вре -
ме ни факти че с ки в луч шем слу чае в пол то ра ра за боль ше нор мы,
при чем за вре мя про ве де ния эк за ме на пре по да ва тель не име ет пра -
ва поки нуть ау ди то рию.

Ре ше ние. При ни мать эк за ме ны пись мен но сра зу у всех сту ден -
тов, затем про ве рить все ра бо ты и в за вер ше ние в слу чае не об хо ди -
мо с ти дать по яс не ния сту ден там по ито гам эк за ме на.

5.5.4. Од но ка наль ная СМО с не о гра ни чен ной оче ре дью

В ком мер че с кой де я тель но с ти в ка че ст ве од но ка наль ной
СМО с не о гра ни чен ным ожи да ни ем яв ля ет ся, на при мер,
коммер че с кий ди рек тор, по сколь ку он, как пра ви ло, вы нуж -
ден выпол нять об слу жи ва ние за явок раз лич ной при ро ды:
до ку мен ты, пе ре го во ры по те ле фо ну, встре чи и бе се ды с под -
чи нен ны ми, пред ста ви те ля ми на ло го вой ин спек ции, ми ли -

m

Σ
i =1

2,33
———

3
Lсмо––––

A
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Сред нее вре мя пре бы ва ния ав то мо би ля в си с те ме об слу жи ва -
ния мой ки

Tсмо = = = 40 мин.

Та ким об ра зом, сред няя до ля по те рян ных за явок рав на 25% из
чис ла по сту пив ших, что при круг ло су точ ном ре жи ме ра бо ты со ста -
вит 3 · 24 · 0,25 = 18 авт., что при ве дет к по те ре вы руч ки от об слу жи -
ва ния в сум ме 1260 руб.

При мер 5.16. Про ве с ти ана лиз ра бо ты в СМО при из ме не нии
одно го ус ло вия в при ме ре 5.15 — ин тен сив но с ти при ез да ав то мо би -
лей на мой ку до 6 ав то мо би лей в час.

Ре ше ние
λ = 6 авт/ч; tобс = 20 мин; m = 2; μ = 3 авт/ч, с1 = 70 руб, Траб = 12 ч,

n = 1.
Оп ре де ля ем ин тен сив ность на груз ки:

ρ = = = 2.

Оп ре де ля ем до лю вре ме ни про стоя мой ки:

p0 = = = 0,067.

Оп ре де ля ем ве ро ят ность от ка за:

pотк = = = 0,5.

От но си тель ная про пу ск ная спо соб ность рав на:

Q = 1 – pотк = 0,5.

Аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность рав на:

A = λQ = 6 · 0,5 = 3 авт/ч.

Сред нее чис ло ав то мо би лей в оче ре ди:

Lоч = ρ2 p0 = 4 0,067 = 1,33.

Сред нее чис ло ав то мо би лей в мой ке:

Lобс = ρQ = 2 · 0,5 = 1 авт.

Сред нее чис ло ав то мо би лей в си с те ме:

Lсмо = Lоч + Lобс = 1,33 + 1 = 2,33 авт.

Сред нее вре мя ожи да ния ав то мо би ля в оче ре ди:

Tоч = = = 26 мин.
1,33
———

3
Lоч–––
A

1 – 4(2 – 2 · 2 + 1)
————————————

(1 – 2)2
1 – ρm(m – mρ + 1)
—————————————

(1 – ρ)2

(1 – 2)23

——————
1 – 24

(1 – ρ)ρm+1

———————
1 – ρm+2

1 – 2
————
1 – 24

1 – ρ
—————
1 – ρm+2

6
—
3

λ
—
μ
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Сле ду ет за ме тить, что для СМО с ог ра ни чен ной дли ной
очере ди в фор му ле

р0 = [1 + ρ + ρ2 + ρ3 + ... + ρk + ... + ρm+1]–1

име ет ме с то ге о ме т ри че с кая про грес сия с пер вым чле ном 1
и знаме на те лем ρ. Та кая по сле до ва тель ность пред став ля ет
со бой сумму бес ко неч но го чис ла чле нов при m � �. Эта
сум ма схо дит ся, если про грес сия, бес ко неч но убы ва ю щая при
ρ < 1, это оп ре де ля ет ус та но вив ший ся ре жим ра бо ты СМО,
а при ρ > 1 оче редь при t � � с те че ни ем вре ме ни мо жет рас -
ти до бес ко неч но с ти.

По сколь ку в рас сма т ри ва е мой СМО ог ра ни че ние на дли -
ну оче ре ди от сут ст ву ет, то лю бая за яв ка мо жет быть об слу -
же на, поэто му робс = 1, сле до ва тель но, от но си тель ная про пу -
ск ная спо собность Q = робс = 1, со от вет ст вен но ротк = 0,
а аб со лют ная про пускная спо соб ность А = λQ = λ, Lоб = ρ.

Ве ро ят ность пре бы ва ния в оче ре ди k за явок рав на

рk = ρk(1 – ρ);

сред нее чис ло за явок в оче ре ди

Lоч = ;

сред нее чис ло за явок в си с те ме

Lсмо = Lоч + Lобс = + ρ = ;

сред нее вре мя ожи да ния об слу жи ва ния в оче ре ди

Tоч = = ;

сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в си с те ме

Tсмо = Tоч + tобс = = .

Ес ли в од но ка наль ной СМО с ожи да ни ем ин тен сив ность
поступ ле ния за явок боль ше ин тен сив но с ти об слу жи ва ния,
λ > μ, то оче редь бу дет по сто ян но уве ли чи вать ся. В свя зи
с этим на и больший ин те рес пред став ля ет ана лиз ус той чи вых
СМО, ра бо та ю щих в ста ци о нар ном ре жи ме при λ < μ, ρ < 1.

При мер 5.18. Бу лоч ная «Го ря чий хлеб» име ет од но го кон тро ле -
ра-кас си ра. В те че ние ча са при хо дят в сред нем 54 по ку па те ля.
Средняя сто и мость од ной по куп ки со став ля ет 7 руб. Сред нее вре мя

ρ
—————
λ(1 – ρ)

1
—————
μ(1 – ρ)

ρ
—————
μ(1 – ρ)

ρ2

—————
λ(1 – ρ)

ρ
———
1 – ρ

ρ2

———
1 – ρ

ρ2

———
1 – ρ
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ции, то ва ро ве да ми, мар ке то ло га ми, по став щи ка ми про дук ции
и ре шать за да чи в то вар но-фи нан со вой сфе ре с вы со кой сте -
пе нью фи нан со вой ответ ст вен но с ти, что свя за но с обя за тель -
ным вы пол не ни ем за просов, ко то рые ожи да ют ино гда не тер пе-
ли во вы пол не ния сво их тре бо ва ний, а ошиб ки не пра виль но го
об слу жи ва ния, как пра вило, эко но ми че с ки весь ма ощу ти мы.

В то же вре мя то ва ры, за ве зен ные для про да жи (об слу жи -
вания), на хо дясь на скла де, об ра зу ют оче редь на об слу жи ва -
ние (про да жу). Дли ну оче ре ди со став ля ет ко ли че ст во то ва ров,
предна зна чен ных для про да жи. В этой си ту а ции про дав цы
вы сту па ют в ро ли ка на лов, об слу жи ва ю щих то ва ры. Ес ли
ко ли че ст во то варов, пред наз на чен ных для про да жи, ве ли ко,
то в этом слу чае мы име ем де ло с ти пич ным слу ча ем СМО
с ожи да ни ем. Рас смо т рим про стей шую од но ка наль ную СМО
с ожи да ни ем об слу жи ва ния, на ко то рую по сту па ет пу ас со -
нов ский по ток за явок с ин тен сив ностью λ и ин тен сив но с тью
об слу жи ва ния μ. При чем за яв ка, посту пив шая в мо мент, ког -
да ка нал за нят об слу жи ва ни ем, ста вит ся в оче редь и ожи да ет
об слу жи ва ния. Раз ме чен ный граф со сто я ний та кой си с те мы
при ве ден на рис. 5.17.
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Рис. 5.17

Ко ли че ст во воз мож ных со сто я ний ее бес ко неч но:
S0 — ка нал сво бо ден, оче ре ди нет, k = 0;
S1 — ка нал за нят об слу жи ва ни ем, оче ре ди нет, k = 1;
S2 — ка нал за нят, од на за яв ка в оче ре ди, k = 2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sk — ка нал за нят (k – 1), за яв ка в оче ре ди.
Мо де ли оцен ки ве ро ят но с ти со сто я ний СМО с не о гра ни -

ченной оче ре дью мож но по лу чить из фор мул, вы ве ден ных
для СМО с ог ра ни чен ной оче ре дью, пу тем пе ре хо да к пре де -
лу при m � �:

⎧
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p0 = —————,
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p1 = ρ(1 – ρ),
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pk = ρk(1 – ρ).



При мер 5.19. Ин тен сив ность по то ка ав то мо би лей на АЗС к ко лон-
ке за бен зи ном АИ-92 со став ля ет 30 ав то мо би лей в 1 ч, а среднее
вре мя за прав ки рав но 5 мин. Про ве дем ана лиз ра бо ты си с темы мас -
со во го об слу жи ва ния АЗС. Оп ре де ли те от но ше ние зарпла ты кон -
тро ле ра-кас си ра АЗС, на при мер, к ва шей, ува жа е мый чи та тель.

Ре ше ние
λ = 30 ед. /ч, tобс = 5 мин = 1/12 ч.
Оп ре де лим ха рак те ри с ти ки СМО. Ин тен сив ность на груз ки:

ρ = λ/μ = λ tобс = 30 · 1/12 = 10/4 = 2,5.

По сколь ку ρ > 1, то АЭС не бу дет ра бо тать в ста ци о нар ном ре -
жи ме и оче редь бу дет по сто ян но уве ли чи вать ся, по это му необ хо ди -
мо вве с ти еще од ну ко лон ку с бен зи ном АИ-92 или уменьшить вре -
мя об слу жи ва ния до ве ли чи ны � 1,9 мин, тог да

ρ = λ tобс = 30 · 1,9/60 = 0,95,
сле до ва тель но, ρ < 1 и воз мо жен стаци о нар ный ре жим ра бо ты на
бен зо за пра воч ной стан ции.

При мер 5.20. В па рик ма хер ской ра бо та ет толь ко один муж ской
ма с тер. Сред нее вре мя стриж ки од но го кли ен та со став ля ет 20 мин.
Кли ен ты в сред нем при хо дят каж дые 25 мин. Сред няя стоимость
стриж ки со став ля ет 60 руб. Как в пер вую сме ну с 9 до 15 часов, так
и во вто рую — с 15 до 21 ча са ра бо та ет один ма с тер. Прове с ти ана -
лиз ра бо ты си с те мы об слу жи ва ния. Оп ре де ли те от ноше ние за ра -
бот ной пла ты за ме сяц па рик ма хе ра к ва шей, ува жаемый чи та тель.

Ре ше ние
п = 1; λ = 2,4 кли ен та/ч; tобс = 20 мин = 1/3 ч.
На хо дим:
• ин тен сив ность на груз ки

ρ = λ/μ = λ tобс = 2,4 = 0,8;

• до лю вре ме ни про стоя ма с те ра
р0 = 1 – ρ = 1 – 0,8 = 0,2;

• ве ро ят ность то го, что ма с тер за нят ра бо той
рзан = 1 – р0 = 1 – 0,2 = 0,8;

• сред нее чис ло кли ен тов в оче ре ди

Lоч = = = 3,2 кли ен та;

• сред нее вре мя ожи да ния в оче ре ди

Tоч = = = 1,34 мин;

• сред нее вре мя пре бы ва ния кли ен тов в па рик ма хер ской

Tсмо = Tоч + tобс = 1,34 + 20 = 21,34 мин.

3,2
——
2,4

Lоч——
λ

0,82

————
1 – 0,8

ρ2

———
1 – ρ

20
——
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об слу жи ва ния кон тро ле ром-кас си ром од но го по ку па те ля со став -
ля ет 1 мин. Оп ре де лим вы руч ку от про да жи, ха рак те ри с ти ки СМО
и про ве дем ана лиз ее ра бо ты.

Ре ше ние
По ус ло ви ям за да чи п = 1, λ = 54 ед./ч, μ = 60 ед./ч, и по скольку

ρ = λ/μ = 0,9, то оче редь не бу дет рас ти бес ко неч но, сле до ватель но,
пре дель ные ве ро ят но с ти су ще ст ву ют:

• ве ро ят ность то го, что кон тро лер-кас сир сво бо ден,
р0 = 1 – ρ = 0,1;

• ве ро ят ность то го, что кон тро лер-кас сир за нят ра бо той,
рзан = 1 – р0 = 1 – 0,1 = 0,9;

• сред нее чис ло по ку па те лей в оче ре ди

Lоч = = = 8,1 чел.;

• сред нее вре мя ожи да ния в оче ре ди

Tоч = = = 9 мин;

• сред нее вре мя пре бы ва ния по ку па те ля в бу лоч ной

Tсмо = Tоч + tобс = 9 + 1 = 10 мин;

• сред нее чис ло по ку па те лей в бу лоч ной

Lсмо = Lоч + ρ = = = 9 чел.;

• ве ро ят ность то го, что в бу лоч ной на хо дят ся 1, 2, 3, 4 че ло ве ка,
а сле до ва тель но, ожи да ют рас че та в оче ре ди у кон тро ле ра-кас си ра
1, 2, 3 че ло ве ка со от вет ст вен но

p1 = ρ(1 – ρ) = 0,9(1 – 0,9) = 0,09;
р2 = ρ2(1 – ρ) = 0,92(1 – 0,9) = 0,081;
p3 = ρ3(1 – ρ) = 0,93(1 – 0,9) = 0,073;

• ве ро ят ность то го, что ожи да ют рас че та у кон тро ле ра-кас си ра
не бо лее трех че ло век, рав на

p = р1 + р2 + р3 = 0,09 + 0,081 + 0,073 = 0,244.

До ля вре ме ни про стоя кон тро ле ра-кас си ра со став ля ет все го
10% от про дол жи тель но с ти ра бо че го дня, од на ко вре мя ожи дания
об слу жи ва ния в оче ре ди ощу ти мо — 9 мин, по это му сле ду ет умень -
шать вре мя об слу жи ва ния tобс, вве дя до пол ни тель ный кассо вый ап -
па рат и со от вет ст вен но кон тро ле ра-кас си ра, ина че поку па те ли бу дут
ухо дить в дру гое тор го вое пред при я тие, что приве дет к ухуд ше нию
эко но ми че с ких по ка за те лей хо зяй ст вен ной де я тель но с ти, в ча ст но -
с ти к умень ше нию вы руч ки от про да жи хле ба и об ра зо ва нию ос тат -
ков хле ба на сле ду ю щий день и к по тере его ка че ст ва.
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тог да как по ус ло вию в об слу жи ва нии этих за явок при ни ма -
ют уча с тие п оди на ко вых ка на лов с ин тен сив но с тью по то ка
об слу жи ва ния, рав ной μ для каж до го ка на ла. При этом пол ная
ин тен сив ность по то ка об слу жи ва ния воз ра с та ет с под клю че -
ни ем но вых ка на лов вплоть до та ко го со сто я ния Sn, ког да все
п ка на лов ока жут ся заня ты ми. С по яв ле ни ем оче ре ди ин тен -
сив ность об слу жи ва ния бо лее не уве ли чи ва ет ся, так как она
уже до стиг ла мак си маль но го зна че ния, рав но го пμ.

За пи шем вы ра же ния для пре дель ных ве ро ят но с тей со -
стояний

p0 = 1 + + + ... + + + + ... + 
–1

.

Вы ра же ние для р0 мож но пре об ра зо вать, ис поль зуя фор -
му лу ге о ме т ри че с кой про грес сии для сум мы чле нов со зна -
ме на те лем ρ/п:

p0 = 1 + + + ... + + 
–1

,   k = 0;

p0 = + · 
–1

=
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Си с те ма ра бо та ет впол не удов ле тво ри тель но. По сколь ку ρ < 1,
то ре жим ра бо ты си с те мы ус той чи вый, 20% ра бо че го време ни ма с -
тер не за нят, а ос таль ные 80% вре ме ни за нят ра бо той, дли на оче ре -
ди 3,2 кли ен та не боль шая, а сред нее вре мя пре бы вания кли ен та
в па рик ма хер ской все го 21,34 мин. Ес ли ин тен сивность по яв ле ния
кли ен тов уве ли чит ся, на при мер, до λ = 4 кли ента/ч, то ин тен сив -
ность на груз ки со ста вит ρ > 1 и оче редь бу дет по сто ян но уве ли чи -
вать ся, что при ве дет к не ус той чи во му ре жи му ра бо ты СМО.

5.5.5. Мно го ка наль ная СМО
с ог ра ни чен ной дли ной оче ре ди

Рас смо т рим мно го ка наль ную СМО (п > 1), на вход ко то рой
по сту па ет пу ас со нов ский по ток за явок с ин тен сив но с тью λ,
а интен сив ность об слу жи ва ния каж до го ка на ла со став ля ет μ,
мак сималь но воз мож ное чис ло мест в оче ре ди ог ра ни че но
ве ли чи ной т. Дис крет ные со сто я ния СМО оп ре де ля ют ся
ко  ли че ст вом заявок, по сту пив ших в си с те му, ко то рые мож но
за пи сать:

S0 — все ка на лы сво бод ны, k = 0;
S1 — за нят толь ко один ка нал (лю бой), k = 1;
S2 — за ня ты толь ко два ка на ла (лю бых), k = 2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sn — за ня ты все п ка на лов, k = п.
По ка СМО на хо дит ся в лю бом из этих со сто я ний, оче ре -

ди нет. По сле то го как за ня ты все ка на лы об слу жи ва ния, по -
сле дующие за яв ки об ра зу ют оче редь, тем са мым оп ре де ляя
даль ней шее со сто я ние си с те мы:

Sn+1 — за ня ты все п ка на лов и од на за яв ка сто ит в оче ре ди,
k = п + 1;

Sn+2 — за ня ты все n ка на лов и две за яв ки сто ят в оче ре ди,
k = п + 2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sn+m — за ня ты все n ка на лов и все m мест в оче ре ди, k = n + m.
Граф со сто я ний п-ка наль ной СМО с оче ре дью, ог ра ни -

чен ной m ме с та ми, пред став лен на рис. 5.18.
Пе ре ход СМО в со сто я ние с боль ши ми но ме ра ми оп ре де -

ляет ся по то ком по сту па ю щих за явок с ин тен сив но с тью λ,
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Рис. 5.18



T �оч = (ρ/n = 1).

Сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в СМО, как и для од -
но кана ль ной СМО, боль ше сред не го вре ме ни ожи да ния
в оче ре ди на сред нее вре мя об слу жи ва ния, рав ное 1/μ, по -
сколь ку за яв ка всегда об слу жи ва ет ся толь ко од ним ка на лом:

Tсмо = Tоч + (ρ/n � 1).

При мер 5.21. В ми ни-мар кет по сту па ет по ток по ку па те лей с ин -
тен сив но с тью 6 по ку па те лей в 1 мин, ко то рых об слу жи ва ют три
кон тро ле ра-кас си ра с ин тен сив но с тью 2 по ку па те ля в 1 мин. Дли на
оче ре ди ог ра ни че на 5 по ку па те ля ми. Оп ре де лить ха рак тери с ти ки
СМО и дать оцен ку ее ра бо ты.

Ре ше ние
п = 3; т = 5; λ = 6; μ = 2; ρ = λ/m = 3; ρ/n = 1.
На хо дим пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ний СМО:
• до ля вре ме ни про стоя кон тро ле ров-кас си ров

p0 = 1 + + + + 
–1

� 0,0282;

• ве ро ят ность то го, что за нят об слу жи ва ни ем толь ко один
канал,

p1 = 3p0 = 0,0846;

• ве ро ят ность то го, что за ня ты об слу жи ва ни ем два ка на ла,

p2 = p0 = 4,5p0 = 0,127;

• ве ро ят ность то го, что за ня ты все три ка на ла,

p3 = p0 = 4,5p0 = 0,127;

• ве ро ят ность то го, что за ня ты все три ка на ла и пять мест в оче -
ре ди,

p8 = 0,127.

Ве ро ят ность от ка за в об слу жи ва нии на сту па ет при k = m + п =
= 5 + 3 = 8 и со став ля ет р8 = pотк = 0,127.

От но си тель ная и аб со лют ная про пу ск ные спо соб но с ти СМО
со от вет ст вен но рав ны Q = 1 – ротк = 0,873 и А = 0,873λ = 5,24 (по ку -
па те ля в 1 мин).

Сред нее чис ло за ня тых ка на лов и сред няя дли на оче ре ди рав ны:

nз = ρQ = 2,62;   L�оч = 1,9 пок.
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Об ра зо ва ние оче ре ди воз мож но, ког да вновь по сту пив -
шая заяв ка за ста нет в си с те ме не ме нее п тре бо ва ний, т.е. ког -
да в си с теме бу дет на хо дить ся п, п + 1, п + 2, ..., (п + т – 1)
тре бо ва ний. Эти со бы тия не за ви си мы, по это му ве ро ят ность
то го, что все ка на лы за ня ты, рав на сум ме со от вет ст ву ю щих
ве ро ят но с тей рn, pn+1, pn+2, ..., pn+m–1. По это му ве ро ят ность об -
ра зо ва ния оче ре ди рав на:

pоч = pk = · p0.

Ве ро ят ность от ка за в об слу жи ва нии на сту па ет тог да, ког -
да все n ка на лов и все m мест в оче ре ди за ня ты:

pотк = pn+m = p0;   k = n + m.

От но си тель ная про пу ск ная спо соб ность бу дет рав на:

Q = pобс = 1 – ротк;

аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность

A = λQ;

сред нее чис ло за ня тых ка на лов
nз = A/μ = ρQ;

сред нее чис ло про ста и ва ю щих ка на лов

nпр = т – nз;

ко эф фи ци ент за ня то с ти (ис поль зо ва ния) ка на лов
Kз = nз/n;

ко эф фи ци ент про стоя ка на лов
Kпр = 1 – Kз;

сред нее чис ло за явок, на хо дя щих ся в оче ре дях,

Lоч = · p0;

в слу чае ес ли ρ/п = 1, эта фор му ла при ни ма ет дру гой вид

L�оч = · p0;

сред нее вре мя ожи да ния в оче ре ди оп ре де ля ет ся фор му ла ми
Литт ла

Tоч = (ρ/n � 1);
Lоч——
A

m(m + 1)
——————

2
ρn+1

———
n · n!

1 – (ρ/n)m(m + 1 – m ρ/n)
—————————————————

(1 – ρ/n)2
ρn+1

———
n · n!

ρn+m
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nm · n!
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n!
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• сред нее чис ло ав то ма шин в оче ре ди

Lоч = · p0 =

= · · 0,0158 � 2,6 авт.

До ля вре ме ни про стоя груз чи ков очень ма ла и со став ля ет всего
1,58% ра бо че го вре ме ни, а ве ро ят ность от ка за ве ли ка — 36% заявок
из чис ла по сту пив ших по лу ча ют от каз в раз груз ке, обе брига ды
прак ти че с ки за ня ты пол но стью, ко эф фи ци ент за ня то с ти бли зок
к еди ни це и ра вен 0,96, от но си тель ная про пу ск ная способ ность ма -
ла — все го 64% из чис ла по сту пив ших за явок бу дут об слу же ны,
сред няя дли на оче ре ди — 2,6 ав то ма ши ны, сле до ватель но, СМО не
справ ля ет ся с вы пол не ни ем за явок на об слу жива ние и не об хо ди мо
уве ли чить чис ло бри гад груз чи ков и ши ре ис поль зо вать воз мож но -
с ти де бар ка де ра.

При мер 5.23. Ком мер че с кая фир ма по лу ча ет по коль це во му за -
во зу ран ние ово щи из теп лиц при го род но го сов хо за в слу чайные
мо мен ты вре ме ни с ин тен сив но с тью 6 ед. в день. Под собные по ме -
ще ния, обо ру до ва ние и тру до вые ре сур сы поз во ля ют об ра бо тать
и хра нить про дук цию в объ е ме 2 ед. В фир ме ра бо тают 4 че ло ве ка,
каж дый из ко то рых в сред нем мо жет об ра бо тать про дук цию од но го
за во за в те че ние 4 ч. Про дол жи тель ность рабо че го дня при смен ной
ра бо те со став ля ет 12 ч. Ка ко ва долж на быть ем кость склад ско го по -
ме ще ния, что бы пол ная об ра бот ка про дук ции бы ла бы не ме нее
97% из чис ла осу ще ств ля е мых поста вок?

Ре ше ние
Ре шим за да чу пу тем по сле до ва тель но го оп ре де ле ния по ка за те -

лей СМО для раз лич ных зна че ний ем ко с ти склад ско го по меще ния
т = 2, 3, 4, 5 и т.д. и срав не ния на каж дом эта пе рас че тов ве ро ят но -
с ти об слу жи ва ния с за дан ной ве ли чи ной р*

обс = 0,97.
Оп ре де ля ем ин тен сив ность на груз ки:

ρ = λ/μ = 6/3 = 2.

На хо дим ве ро ят ность, или до лю вре ме ни, про стоя для т = 2:

p0 = + (1 – (ρ/n)m)
–1

=

=  + + + + 1 – 
2 –1

= 0,128.

Ве ро ят ность от ка за в об слу жи ва нии, или до ля по те рян ных за -
явок,

pотк = p0 = · 0,128 = 0,075.
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Сред нее вре мя ожи да ния в оче ре ди и пре бы ва ния в СМО соот -
вет ст вен но рав но:

T �оч = � 0,36 мин;   T �смо = Tоч + � 0,86 мин.

Си с те ма об слу жи ва ния ми нимар ке та за слу жи ва ет вы со кой
оцен ки, по сколь ку сред няя дли на оче ре ди, сред нее вре мя пре быва -
ния по ку па те ля в оче ре ди со став ля ют ма лые ве ли чи ны.

При мер 5.22. На пло до овощ ную ба зу в сред нем че рез 30 мин
прибы ва ют ав то ма ши ны с пло до овощ ной про дук ци ей. Сред нее
вре мя раз груз ки од ной ма ши ны со став ля ет 1,5 ч. Раз груз ку про из -
водят две бри га ды груз чи ков. На тер ри то рии ба зы у де бар ка де ра
могут на хо дить ся в оче ре ди в ожи да нии раз груз ки не бо лее 4 ав то -
ма шин. Оп ре де лим по ка за те ли и да дим оцен ку ра бо ты СМО.

Ре ше ние
СМО двух ка наль ная, n = 2 с ог ра ни чен ным чис лом мест в оче ре -

ди m = 4, ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка λ = 2 авт/ч, интен сив ность
об слу жи ва ния μ = 2/3 авт/ч, ин тен сив ность на грузки ρ = λ/μ = 3,
ρ/n = 3/2 = 1,5.

Оп ре де ля ем ха рак те ри с ти ки СМО:
• ве ро ят ность то го, что все бри га ды не за гру же ны, ког да нет ав -

то ма шин,

p0 =  + (1 – (ρ/n)m)
–1

=

=  + + + (1 – 1,54)
–1

= 0,0158;

• ве ро ят ность от ка за, ког да под раз груз кой два ав то мо би ля,
а в оче ре ди че ты ре ав то мо би ля,

pотк = pn+m = p6 = p0 = · 0,0158 = 0,36;

• от но си тель ная про пу ск ная спо соб ность, или ве ро ят ность об -
слу жи ва ния,

Q = pобс = 1 – pотк = 1 – 0,36 = 0,64;

• аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность

A = λQ = 2 · 0,64 = 1,28 авт/ч;

• сред нее чис ло за ня тых бри гад

nз = A/μ = = 1,92;

• ко эф фи ци ент за ня то с ти ра бо той бри гад груз чи ков

Kз = nз/n = 1,92/2 = 0,96;
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На хо дим ин тен сив ность на груз ки

ρ = λ/μ = λ tобс = 9 · = 3.

Оп ре де ля ем до лю вре ме ни про стоя ав то мой ки

p0 = + 
–1

= 0,015;

ве ро ят ность от ка за

pотк = p0 = · 0,015 = 0,34.

От но си тель ная про пу ск ная спо соб ность рав на

Q = 1 – ротк = 0,66.

Аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность

A = λQ = 9 · 0,66 = 5,94 авт./ч.

Сред нее чис ло ав то мо би лей в оче ре ди

Lоч = · · 0,015 = 2,58 авт.

Сред нее чис ло за явок, на хо дя щих ся в об слу жи ва нии

Lобс = ρQ = 3 · 0,66 = 1,98 авт.

Сред нее вре мя ожи да ния в оче ре ди

Tоч = = = 0,43 ч = 26 мин.

Сред нее вре мя пре бы ва ния ав то ма ши ны на мой ке

Tсмо = Tоч + tобс = = = 0,76 ч = 46 мин.

Та ким об ра зом, 34% за явок не бу дут об слу же ны, по те ря за 12 ч
ра бо ты од но го дня со ста вит в сред нем 2570 руб. (12 · 9 · 0,34 · 70), т.е.
52% от всей вы руч ки, по сколь ку ротк = 0,52 pобс.

5.5.6. Мно го ка наль ная СМО 
с не о гра ни чен ной оче ре дью

Рас смо т рим мно го ка наль ную СМО с ожи да ни ем и не о -
гра ничен ной дли ной оче ре ди, на ко то рую по сту па ет по ток
за явок с интен сив но с тью λ и ко то рая име ет ин тен сив ность
об слу жи ва ния каж до го ка на ла μ. Раз ме чен ный граф со сто я -
ний мно го ка наль ной СМО с не о гра ни чен ной оче ре дью пред -
став лен на рис. 5.19. Он име ет бес ко неч ное чис ло со сто я ний:
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Ве ро ят ность об слу жи ва ния, или до ля об слу жен ных за явок из
чис ла по сту пив ших, со став ля ет:

робс = 1 – ротк = 1 – 0,075 = 0,925.

По сколь ку по лу чен ная ве ли чи на мень ше за дан ной ве ли чи ны
0,97, то про дол жа ем вы чис ле ния для т = 3. Для этой ве ли чи ны по -
ка за те ли со сто я ний СМО име ют зна че ния

p0 = + 1 – 
3 –1

= 0,122.

pотк = · 0,122 = 0,048;

робс = 1 – 0,048 = 0,952.

Ве ро ят ность об слу жи ва ния и в этом слу чае мень ше за дан ной
ве ли чи ны, по это му про дол жа ем вы чис ле ния для сле ду ю ще го т = 4,
для ко то ро го по ка за те ли со сто я ния име ют та кие зна че ния: p0 = 0,12;
ротк = 0,028; робс = 0,972. Те перь по лу чен ная ве ли чи на ве ро ят но с ти об  -
слу жи ва ния удов ле тво ря ет ус ло вию за да чи, посколь ку 0,972 > 0,97,
сле до ва тель но, ем кость склад ско го по ме щения не об хо ди мо уве ли -
чить до объ е ма 4 ед.

Для до сти же ния за дан ной ве ро ят но с ти об слу жи ва ния мож но
по до брать та ким же об ра зом оп ти маль ное ко ли че ст во че ло век на
об ра бот ке ово щей, про во дя по сле до ва тель но вы чис ле ния по каза те -
лей СМО для n = 3, 4, 5 и т.д. Ком про мисс ный ва ри ант ре шения
мож но най ти пу тем срав не ния и со по с тав ле ния для раз ных ва ри ан -
тов ор га ни за ций СМО за трат, свя зан ных как с уве ли че нием чис ла
ра бо та ю щих, так и c со зда ни ем спе ци аль но го тех но логи че с ко го
обо ру до ва ния по об ра бот ке ово щей на ком мер че с ком пред при я тии.

Та ким об ра зом, мо де ли мас со во го об слу жи ва ния в со че -
та нии с эко но ми че с ки ми ме то да ми по ста нов ки за дач поз во -
ля ют про водить ана лиз су ще ст ву ю щих СМО, раз ра ба ты вать
ре ко мен да ции по их ре ор га ни за ции для по вы ше ния эф фек -
тив но с ти ра бо ты, а так же оп ре де лять оп ти маль ные по ка за те -
ли вновь со зда ва е мых СМО.

При мер 5.24. На ав то мой ку в сред нем за час при ез жа ют 9 ав то -
моби лей, но ес ли в оче ре ди уже на хо дят ся 4 ав то мо би ля, вновь
подъ ез жа ю щие кли ен ты, как пра ви ло, не вста ют в оче редь, а проез -
жа ют ми мо. Сред нее вре мя мой ки ав то мо би ля со став ля ет 20 мин,
а мест для мой ки все го два. Сред няя сто и мость мой ки ав томо би ля
со став ля ет 70 руб. Оп ре де ли те сред нюю ве ли чи ну по те ри вы руч ки
ав то мой ки в те че ние дня.

Ре ше ние
λ = 9 авт./ч; tобс = 20 мин; n = 2; m = 4.
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сред нее вре мя ожи да ния в оче ре ди

Tоч = = ;

сред нее чис ло за явок в СМО

Lсмо = Lоч + ρ;   Tсмо = .

Ве ро ят ность то го, что СМО на хо дит ся в со сто я нии S0, ког  -
да нет за явок и не за ня то ни од но го ка на ла, оп ре де ля ет ся вы -
ра жени ем

p0 = + 
–1

,   k = 0.

Эта ве ро ят ность оп ре де ля ет сред нюю до лю вре ме ни про -
стоя ка на ла об слу жи ва ния.

Ве ро ят ность за ня то с ти об слу жи ва ни ем k за явок

pk = p0,   1 � k � n.

На этом ос но ва нии мож но оп ре де лить ве ро ят ность,
или до лю вре ме ни, за ня то с ти всех ка на лов об слу жи ва ни ем

pn = p0,   k = n.

Ес ли же все ка на лы уже за ня ты об слу жи ва ни ем, то ве ро -
ятность со сто я ния оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

pn+r = p0 = pn

r

,   k > n.

Ве ро ят ность ока зать ся в оче ре ди рав на ве ро ят но с ти за -
стать все ка на лы уже за ня ты ми об слу жи ва ни ем:

pоч = p0,   k > n.

Сред нее чис ло за явок, на хо дя щих ся в оче ре ди и ожи да ю -
щих об слу жи ва ния,

Lоч = pоч;

сред нее вре мя ожи да ния за яв ки в оче ре ди по фор му ле Литт -
ла: Tоч = Lоч/A и в си с те ме Tсмо = Lсмо/A.

n
———
n – ρ

ρn+1

——————
n!(n – ρ)

⎫
⎭

ρ
–
n

⎧
⎩

ρn+r

————
n! · nr

ρn

––
n!

ρk

––
k!

⎤
⎥
⎦

ρn+1

——————
n!(n – ρ)

ρk

––
k!

n

Σ
k=1

⎡
⎢
⎣

Lcмо––––
λ

Lоч——
λ

ρ

μ ρ

n

n n
n

p

⋅ ⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

! 1
2 0

365

S0 — все ка на лы сво бод ны, k = 0;
S1 — за нят один ка нал, ос таль ные сво бод ны, k = 1;
S2 — за ня ты два ка на ла, ос таль ные сво бод ны, k = 2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sn — за ня ты все п ка на лов, k = n, оче ре ди нет;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sn+1 — за ня ты все п ка на лов, од на за яв ка в оче ре ди, k = n + 1;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Sn+r — за ня ты все п ка на лов, r за явок в оче ре ди, k = п + r.
Ве ро ят но с ти со сто я ний по лу чим из фор мул для мно го ка -

нальной СМО с ог ра ни чен ной оче ре дью при пе ре хо де к пре -
де лу при т � �. Сле ду ет за ме тить, что сум ма ге о ме т ри че с -
кой про грес сии в вы ра же нии для р0 рас хо дит ся при уров не
за груз ки р/п > 1, очередь бу дет бес ко неч но воз ра с тать, а при
ρ/n < 1 ряд схо дит ся, что оп ре де ля ет ус та но вив ший ся ста ци о-
нар ный ре жим ра бо ты СМО, для ко то ро го и оп ре де лим вы -
ра же ния для пре дель ных ве ро ят ностей со сто я ний:

p0 = 1 + + + ... + + 
–1

;

p1 = p0;   p2 = p0;   ...;   pn = p0; pn+1 = p0;

pn+2 = p0;   ...;   pn+r = p0.

По сколь ку от ка за в об слу жи ва нии в та ких си с те мах не
мо  жет быть, то ха рак те ри с ти ки про пу ск ной спо соб но с ти
рав ны

pотк = 0;   Q = 1;   A = λ Q = λ;

сред нее чис ло за явок в оче ре ди

Lоч = ;
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С = f(п), по ко то ро му най дем ми ни мум за трат, ве ли чи на кото ро го
ука жет на оп ти маль ную чис лен ность кон тро ле ров-касси ров.

Сле ду ет за ме тить, что дли на оче ре ди — один из ос нов ных  пока -
за те лей эф фек тив но с ти СМО. При чем ес ли дли на оче ре ди в си с те -
ме мо жет бес ко неч но воз ра с тать, то ра ци о наль ной ор га н за ции си с -
те мы нель зя по лу чить. Толь ко при ус ло вии ρ < n очередь мо жет
быть ко неч на, т.е. чис ло за явок, по сту па ю щих в СМО за про ме жу -
ток вре ме ни, рав ный сред ней дли тель но с ти об слу жива ния Tобс,
мень ше чис ла об слу жи ва ю щих ка на лов. Это обус ловле но ве ро ят -
но ст ным ха рак те ром как по то ка за явок, так и вре менем их об слу -
жи ва ния. По это му о ра ци о наль но с ти ва ри ан та ор гани за ции СМО
мож но рас суж дать лишь в том слу чае, ес ли n > ρ. По сколь ку из ус -
ло вия за да чи сле ду ет, что ин тен сив ность на грузки ρ = λ/μ = 2,
то вы чис ле ния по ка за те лей си с те мы сле ду ет начать с п = 3.

Сна ча ла оп ре де ля ем до лю вре ме ни про стоя кон тро ле ров-кас -
сиров в те че ние ра бо че го дня, т.е. при ус ло вии от сут ст вия по купа -
те лей:

p0 = + 
–1

=  + 
–1

= 0,11.

Сле до ва тель но, три кон тро ле ра-кас си ра бу дут про ста и вать 11%
вре ме ни от всей про дол жи тель но с ти ра бо че го дня. Ре зуль таты вы -
чис ле ний за пи шем в табл. 5.11.
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сред нее чис ло за ня тых ка на лов об слу жи ва ни ем:

nз = λ/μ = ρ;

сред нее чис ло сво бод ных ка на лов:

nсв = n – ρ;

ко эф фи ци ент за ня то с ти ка на лов об слу жи ва ни ем:

Kз = nз/n = ρ/n.

Важ но за ме тить, что па ра метр ρ ха рак те ри зу ет сте пень со -
гласо ва ния вход но го по то ка, на при мер по ку па те лей в ма га зи-
не, с ин тен сив но с тью по то ка об слу жи ва ния. Про цесс об слу -
жи ва ния бу дет ста би лен при ρ < n. Ес ли же ρ 
 n, в си с те ме
бу дут воз растать сред няя дли на оче ре ди и сред нее вре мя
ожи да ния по ку па теля ми на ча ла об слу жи ва ния и, сле до ва -
тель но, СМО бу дет ра ботать не ус той чи во.

Рас смо т рим при ме не ние мо де лей для ана ли за ра бо ты
СМО с ожи да ни ем на не сколь ких при ме рах.

При мер 5.25. В сто ло вой к уз лу рас че та по сту па ет пу ас со нов -
ский по ток по се ти те лей с ин тен сив но с тью λ = 120 че ло век в час.
Сред няя про дол жи тель ность об слу жи ва ния кон тро ле ром-кас си ром
од но го по се ти те ля со став ля ет Tобс = 1,0 мин. Оп ре де лим оп тималь -
ное чис ло кон тро ле ров-кас си ров n0, при ко то ром об щие издерж ки С,
оп ре де ля е мые за тра та ми, с од ной сто ро ны, на со держа ние кон тро -
ле ров-кас си ров Сио, а с дру гой — пре бы ва ни ем посе ти те лей в оче ре -
ди Сип, бы ли бы ми ни маль ны.

На этом ос но ва нии це ле вую функ цию мож но за пи сать

C = (Cио + Cип) � min.

Из держ ки Сио оп ре де ля ют ся чис лом ка на лов об слу жи ва ния n,
ве ли чи ной за трат, свя зан ных с со дер жа ни ем в си с те ме од ной обслу-
жи ва ю щей еди ни цы в те че ние од ной еди ни цы вре ме ни Сk (руб./ч)
и ин тен сив но с тью вход но го по то ка λ.

Из держ ки по треб ле ния Сип оп ре де ля ют ся ве ли чи ной удельных
по терь Соч, свя зан ных с пре бы ва ни ем в оче ре ди од но го по купа те ля
в те че ние еди ни цы вре ме ни и сред ним вре ме нем ожи дания в оче -
ре ди Точ. Тог да це ле вую функ цию за трат, свя зан ную с пре бы ва ни -
ем по ку па те лей в си с те ме в те че ние еди ни цы вре ме ни, мож но за -
пи сать

С = (Сk · n · 1/λ + Cоч tоч) � min.

Для удоб ст ва про ве де ния вы чис ле ний пред по ло жим, что
Соч/Сk = 3/1, что поз во лит оп ре де лить со от но ше ние сто и мо с тей
обслу жи ва ния для раз ных ва ри ан тов ор га ни за ции си с те мы. Для
на гляд но с ти ре ше ния за да чи по ст ро им гра фик це ле вой функции
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Таб ли ца 5.11

n 3 4 5 6 7
Р0 0,11 0,13 0,134 0,136 0,161
Рn 0,148 0,087 0,0362 0,0121 0,0041
Роч 0,445 0,175 0,06 0,018 0,006
Lоч 1,235 0,350 0,1 0,027 0,008
Tоч 0,617 0,175 0,05 0,135 0,004

С
——
Сk

При
Соч——
Сk

3 3,351 2,525 2,65 3,04 3,512

4 3,968 2,701 2,70 3,054 3,516

5 4,58 2,875 2,75 3,067 3,52

Ве ро ят ность за стать всех кон тро ле ров-кас си ров за ня ты ми оп ре-
де ля ет ся по фор му ле Эр лан га:

pn = p0 = · 0,11 = 0,148.

Ве ро ят ность ока зать ся в оче ре ди

pоч = pn = 0,148 · = 0,455;
3
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n
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При мер 5.26. В рас чет ном уз ле ма га зи на са мо об слу жи ва ния ра -
бо та ют 3 кас сы. Ин тен сив ность вход но го по то ка со став ля ет 5 по ку -
па те лей в ми ну ту. Ин тен сив ность об слу жи ва ния каж до го конт ро -
ле ра-кас си ра со став ля ет 2 по ку па те ля в ми ну ту. Оп ре де лим
ха рак те ри с ти ки СМО и да дим оцен ку ее ра бо ты.

Ре ше ние
Оп ре де ля ем ха рак те ри с ти ки си с те мы мас со во го об слу жи вания:
• ин тен сив ность на груз ки

ρ = λ/μ = 5/2 = 2,5,

по сколь ку ус ло вие ус той чи вой ра бо ты ρ < n вы пол не но, 2,5 < 3,
то мож но оп ре де лять пре дель ные ве ро ят но с ти со сто я ний;

• до ли вре ме ни про стоя уз ла рас че та

p0 = + 
–1

=  1 + + + +
–1

= 0,045;

• ве ро ят ность то го, что за яв ка ока жет ся в оче ре ди,

pоч = p0 =  · 0,045 = 0,586;

• сред няя дли на оче ре ди

Lоч = pоч = 0,586 · = 3,5 чел.;

• сред нее вре мя пре бы ва ния в оче ре ди

Tоч = = = 0,7 мин;

• сред нее чис ло по ку па те лей в ма га зи не
Lсмо = Lоч + ρ = 6;

• сред нее ко ли че ст во за ня тых ка на лов

nз = ρ = 2,5;
• ко эф фи ци ент за ня то с ти ка на лов

Kз = = = 0,833;

• сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в ма га зи не

Тсмо = Точ + tобс = 0,7 + 0,5 = 1,2 мин.

До ля вре ме ни про стоя рас чет но го уз ла в ма га зи не са мо об слу -
жи ва ния со став ля ет все го 4,5% про дол жи тель но с ти ра бо че го дня,
а ве ро ят ность ока зать ся в оче ре ди ве ли ка — 58,6%, дли на оче ре ди не -
боль шая — все го 3,5 по ку па те ля, вре мя ожи да ния в оче ре ди — 0,7 мин,
а ко эф фи ци ент за ня то с ти ка на лов — 83,3%, по это му си с те ма ра бо -
та ет удов ле тво ри тель но. Сле ду ет иметь в ви ду, что при уве ли че нии
ин тен сив но с ти вход но го по то ка λ может на ру шить ся ста ци о нар -
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сред нее чис ло по ку па те лей, на хо дя щих ся в оче ре ди,

Lоч = pоч = 0,445 · = 1,235 чел.;

сред нее вре мя ожи да ния по ку па те ля ми в оче ре ди на ча ла обслу жи -
ва ния

Tоч = = = 0,617;

от но си тель ная ве ли чи на за трат для п = 3 и Соч = 3Сk со ставля ет:

= n + 3Tоч = 1,5 + 3 · 0,617 = 3,351;

сред нее вре мя пре бы ва ния по се ти те ля в уз ле рас че та
Тузр = Точ + Тобс = 0,617 + 1 = 1,617 мин;

сред нее чис ло за ня тых об слу жи ва ни ем кон тро ле ров-касси ров

nз = ρ = 2;
сред нее чис ло сво бод ных кон тро ле ров-кас си ров

nсв = n – ρ = 3 – 2 = 1.
Ко эф фи ци ент за ня то с ти кон тро ле ров-кас си ров об слу жи вани ем,

т.е. на груз ка на од но го кон тро ле ра-кас си ра, или до ля за нятых об -
слу жи ва ни ем ка на лов, со став ля ет

Kз = = = 0,666.

Сред нее чис ло по ку па те лей в уз ле рас че та

Lсмо = Lоч + nз = 1,235 + 2 = 3,235 чел.;
аб со лют ная про пу ск ная спо соб ность уз ла рас че та в сто ло вой

А = λ = 120 пок./ч.
За тем про во дим ана ло гич ные вы чис -

ле ния по оп ре де ле нию пе ре чис лен ных
по ка за те лей для дру гих зна че ний n = 4, 5,
6, 7 и ре зуль та ты за пи шем в табл. 5.11
и пред ста вим в ви де рис. 5.20.

По дан ным таб ли цы сле ду ет, что оп -
ти маль ное чис ло кон троле ров-кас си ров
в уз ле рас че та n0 = 4 для со от но ше ния
Соч : С = 3 : 1, при этом об щие за тра ты бу -
дут ми ни маль ны ми.

Для це лей рас ши ре ния ана ли за про -
ве де ны вы чис ле ния для раз ных ва ри ан -
тов со от но ше ния Соч : Сk = 4, 5, ко то рое,
по данным таб ли цы, вли я ет на оп ти -
маль ную чис лен ность кон тро ле ров-кас -
си ров.

ρ
–
n

2
–
3

1
–
λ

C
——
Ck

1,235
———

2
Lоч——
λ

3
———
3 – 2

n
———
n – ρ

368

Рис. 5.20



Ин тен сив ность вход но го по то ка вли я ет на все ха рак те ри с тики
СМО, до ля вре ме ни про стоя умень ша ет ся до 2,5%, ве ро ятность об -
ра зо ва ния оче ре ди уве ли чи ва ет ся до 0,86, сред нее чис ло по ку па те -
лей в оче ре ди уве ли чи ва ет ся до 17 че ло век, что уже недо пу с ти мо,
по сколь ку по тен ци аль ные по ку па те ли бу дут ухо дить к кон ку рен -
там, что в ко неч ном ито ге при ве дет к умень ше нию дли ны оче ре ди
и сни же нию эко но ми че с ких по ка за те лей, по этому не об хо ди мо ори -
ен ти ро вать ся на по ку па те лей и стре мить ся об слу жить всех пу тем
вве де ния до пол ни тель но го кас со во го ап пара та по сле обе да, в суб -
бот ние и вос крес ные дни, ори ен ти ру ясь на ре жим ра бо ты с дли ной
оче ре ди в три по ку па те ля.

Кон троль ные во про сы
1. За чем нуж ны ха рак те ри с ти ки СМО?
2. Как поль зо вать ся ха рак те ри с ти ка ми СМО с от ка за ми в ком -

мер че с кой де я тель но с ти?
3. Как при ме нять ха рак те ри с ти ки СМО с ожи да ни ем в коммер -

че с кой де я тель но с ти?
4. Как ар гу мен ти ро вать по ст ро е ние СМО с ог ра ни че ни ем на

дли ну оче ре ди в ком мер че с кой де я тель но с ти?
5. Ка ким об ра зом мож но оце нить свою де я тель ность с по мощью

ха рак те ри с тик СМО?
6. Как мож но про ве с ти оцен ку ра бо ты ва ше го ру ко во ди те ля на

ос но ве ха рак те ри с тик СМО?
7. Про ве ди те оцен ку ра бо ты ха рак те ри с ти ка ми СМО ми нимар -

ке та, книж но го ки о с ка или лю бо го дру го го тор го во го предпри ятия.
8. Про ве ди те оцен ку со гла со ван но с ти вза и мо дей ст вия студен -

тов в груп пе с по мо щью ха рак те ри с тик СМО в про цес се выпол не -
ния фраг мен тов учеб но го про цес са: вы пол не ния кур со вых ра бот,
под го тов ки и сда чи за че тов, эк за ме нов.

9. Дай те оцен ку вза и мо дей ст вия чле нов ва шей се мьи ут ром ха -
рак те ри с ти ка ми СМО.

5.6. Ана лиз си с те мы мас со во го об слу жи ва ния 
ком мер че с ко го пред при я тия

Од ной из важ ных за дач ком мер че с кой де я тель но с ти яв -
ля ет ся ра ци о наль ная ор га ни за ция тор го во-тех но ло ги че с ко го
про цес са мас со во го об слу жи ва ния, на при мер в уни вер са ме.
В ча ст но с ти, оп ре де ле ние мощ но с ти кас со во го уз ла тор го во го
пред при я тия яв ля ет ся не про стой за да чей. Та кие эко но ми ко-
ор га ни за ци он ные по ка за те ли, как на груз ка то ва ро обо ро та на
1 м2 тор го вой пло щади, про пу ск ная спо соб ность пред при я -
тия, вре мя пре бы ва ния поку па те лей в ма га зи не, а так же по -
ка за те ли уров ня тех но ло ги ческо го ре ше ния тор го во го за ла —
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ный ре жим ра бо ты СМО, и при ρ > n оче редь бу дет на ра с тать и си -
с те ма не бу дет справ лять ся с об служи ва ни ем.

При мер 5.27. В ма га зи не са мо об слу жи ва ния ус та нов ле ны два
кас со вых ап па ра та. Ин тен сив ность вход но го по то ка в буд ние дни
в сред нем со став ля ет 1,3 по ку па те ля/мин до обе да, 1,8 по ку па те -
ля/мин — по сле обе да, а в суб бо ту и вос кре се нье — в сред нем 2,2 по -
ку па те ля/мин. Сред нее вре мя об слу жи ва ния по ку па те ля контро ле -
ром-кас си ром со став ля ет 52 с. Про ве дем ана лиз ра бо ты систе мы
мас со во го об слу жи ва ния ма га зи на.

Ре ше ние
Оп ре де ля ем ха рак те ри с ти ки СМО от дель но для каж до го вари -

ан та зна че ния ин тен сив но с ти вход но го по то ка:
• ин тен сив ность на груз ки

ρ1 = λ1tобс = 1,3 · 52/60 = 1,13;
ρ2 = λ2tобс = 1,8 · 52/60 = 1,56;
ρ3 = λ3tобс = 2,2 · 52/60 = 1,9;

по сколь ку n = 2, то ρ > n и, сле до ва тель но, воз мо жен ста ционар ный
ре жим ра бо ты, при ко то ром до ля вре ме ни про стоя кас си ров

p0 = + 
–1

;   p1
0 = 0,28;   p2

0 = 0,12;   p3
0 = 0,025;

• ве ро ят ность ока зать ся в оче ре ди

pоч = p0;   p1
оч = 0,23;   p2

оч = 0,52;   p3
оч = 0,86;

• сред нее чис ло по ку па те лей в оче ре ди

Lоч = pоч ;   L1
оч = 0,52 чел.;   L2

оч = 0,24 чел.;   L3
оч = 17,2 чел.;

• сред нее чис ло по ку па те лей в ма га зи не

Lсмо = Lоч + ρ;   L1
смо = 1,65 чел.;   L2

смо = 4,16 чел.;   L3
смо = 19 чел.;

• сред нее чис ло за ня тых ка на лов

nз = λ/μ = ρ;   n1
з = 1,13;   n2

з = 1,56;   n3
з = 1,9;

• сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в оче ре ди

Tоч = ;   T 1
оч = 0,4 мин;   T 2

оч = 1,33 мин;   T 3
оч = 7,82 мин;

• сред нее вре мя пре бы ва ния за яв ки в ма га зи не

Тсмо = Точ + Tобс;   T
1
смо = 1,26 мин;   T 2

смо = 2,2 мин.;   T 3
смо = 8,69 мин;

• ко эф фи ци ент за ня то с ти ка на лов

Kз = = ;   K1
з = 0,56;   K 2

з = 0,83;   K 3
з = 0,95.

nз—
n

ρ
—
n

Lоч——
λ

n
———
n – ρ

ρn+1

——————
n!(n – ρ)

⎤
⎥
⎦

ρn+1

——————
n!(n – ρ)

ρk

––
k!

3

Σ
k=0

⎡
⎢
⎣
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Вы хо дя щий по ток по ку па те лей из зо ны са мо об слу жи ва -
ния mс од но вре мен но яв ля ет ся вхо дя щим по то ком λу в зо ну
кас со во го уз ла, ко то рый по сле до ва тель но вклю ча ет ожи да -
ние по ку па те ля в оче ре ди и за тем об слу жи ва ние его кон тро -
ле ром-кас си ром. Кассо вый узел мож но рас сма т ри вать как
си с те му об слу жи ва ния с поте ря ми или как си с те му об слу жи -
ва ния с ожи да ни ем.

Од на ко ни пер вая, ни вто рая рас смо т рен ные си с те мы не
позво ля ют ре аль но опи сать про цесс об слу жи ва ния в кас со -
вом уз ле уни вер са ма по сле ду ю щим при чи нам:

• в пер вом ва ри ан те кас со вый узел, мощ ность ко то ро го
бу дет рас счи та на на си с те му с по те ря ми, тре бу ет зна чи тель -
ных как капи таль ных вло же ний, так и те ку щих за трат на со -
дер жа ние контро ле ров-кас си ров;

• во вто ром ва ри ан те кас со вый узел, мощ ность ко то ро го
бу дет рас счи та на на си с те му с ожи да ни я ми, при во дит к боль -
шим затра там вре ме ни по ку па те лей в ожи да нии об слу жи ва -
ния. При этом в ча сы пик зо на рас чет но го уз ла «пе ре пол ня ет -
ся» и оче редь по ку па те лей «пе ре те ка ет» в зо ну са мо об слу жи -
ва ния, что на ру шает нор маль ные ус ло вия для вы бо ра това ра
дру ги ми по ку па теля ми.

В свя зи с этим це ле со об раз но рас сма т ри вать вто рую фа зу
обслу жи ва ния как си с те му с ог ра ни чен ной дли ной оче ре ди,
про межу точ ную меж ду си с те мой с ожи да ни ем и си с те мой
с по те ря ми. При этом пред по ла га ет ся, что од но вре мен но в си-
с те ме мо гут нахо дить ся не бо лее L, при чем L = п + m, где n —
ко ли че ст во об служи ва е мых кли ен тов в кас сах, т — ко ли че -
ст во по ку па те лей, стоящих в оче ре ди, при чем лю бая (m + 1)-я
за яв ка по ки да ет си с те му не об слу жен ной.

Это ус ло вие поз во ля ет, с од ной сто ро ны, ог ра ни чить пло -
щадь зо ны рас чет но го уз ла с уче том мак си маль но до пу с ти -
мой дли ны оче ре ди, а с дру гой — вве с ти ог ра ни че ние на вре -
мя ожи да ния поку па те ля ми об слу жи ва ния в кас со вом уз ле,
т.е. учи ты вать издерж ки по треб ле ния по ку па те лей.

Пра во мер ность по ста нов ки за да чи в та ком ви де под -
тверж дает ся про ве ден ны ми об сле до ва ни я ми по то ков по ку -
па те лей в уни вер са мах, ре зуль та ты ко то рых при ве де ны
в табл. 5.12, их ана лиз вы явил тес ную связь меж ду сред ней
дли ной оче ре ди в кас со вом уз ле и ко ли че ст вом по ку па те лей,
не со вер шив ших поку пок.

В ор га ни за ции ра бо ты кас со во го уз ла уни вер са ма име ет ся
еще од на важ ная осо бен ность, ко то рая зна чи тель но вли я ет
на его про пу ск ную спо соб ность: на ли чие экс пресс-касс (од -
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со от но ше ние пло ща дей зон са мооб слу жи ва ния и рас чет но го
уз ла, ко эф фи ци ен ты ус та но воч ной и вы ста воч ной пло ща дей,
во мно гом оп ре де ля ют ся про пу ск ной спо соб но с тью кас со во го
уз ла. В этом слу чае про пу ск ную спо собность тор го во го за ла
мож но рас сма т ри вать как про пу ск ную способ ность двух зон
(фаз) об слу жи ва ния: зо ны са мо об слу жи ва ния и зо ны рас чет -
но го уз ла, например, торгового зала универсама (рис. 5.21).
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Рис. 5.21

Ос нов ная функ ция рас чет но го уз ла со сто ит в обес пе че нии
вы со кой про пу ск ной спо соб но с ти по ку па те лей в тор го вом
за ле и со зда нии ком форт но го об слу жи ва ния по ку па те лей.
Фак то ры, вли я ю щие на про пу ск ную спо соб ность рас чет но го
уз ла, мож но раз де лить на три груп пы:

1) эко но ми ко-ор га ни за ци он ные фак то ры: си с те ма ма те ри -
аль ной от вет ст вен но с ти в уни вер са ме; сред няя сто и мость
и струк ту ра од ной по куп ки;

2) ор га ни за ци он ная струк ту ра кас со во го уз ла;
3) тех ни ко-тех но ло ги че с кие фак то ры: при ме ня е мые ти пы

кас со вых ап па ра тов и кас со вых ка бин; при ме ня е мая кон тро -
лером-кас си ром тех но ло гия об слу жи ва ния по ку па те лей; со -
от ветствие мощ но с ти кас со во го уз ла ин тен сив но с ти по ку па -
тель ских пото ков.

Из пе ре чис лен ных групп фак то ров на и боль шее вли я ние
оказы ва ют ор га ни за ци он ное по ст ро е ние кас со во го уз ла и со -
от ветствие мощ но с ти кас со во го уз ла ин тен сив но с ти по ку па -
тель ских пото ков.

Рас смо т рим обе фа зы си с те мы об слу жи ва ния:
1) вы бор по ку па те ля ми то ва ров в зо не са мо об слу жи ва ния;
2) об слу жи ва ние по ку па те лей в зо не рас чет но го уз ла. 
Вхо дящий по ток по ку па те лей по па да ет в фа зу са мо об слу -

жи ва ния, и по ку па тель са мо сто я тель но от би ра ет нуж ные ему
то вар ные едини цы, фор ми руя их в еди ную по куп ку. При чем
вре мя этой фа зы за ви сит от то го, как вза и мо раз ме ще ны то -
вар ные зо ны, ка кой фронт они име ют, сколь ко вре ме ни тра -
тит по ку па тель на вы бор кон крет но го то ва ра, ка ко ва струк -
ту ра по куп ки и т.д.



про стей шим пу ас со нов ским по то ком, а вре мя об слу жи ва ния
за явок рас пре деле но по экс по нен ци аль но му за ко ну.

Ис сле до ва ние по то ка по ку па те лей в зо не кас со во го уз ла
пока за ло, что для не го мо жет быть при нят пу ас со нов ский
поток.

Функ ция рас пре де ле ния вре ме ни об слу жи ва ния по ку па -
те лей кон тро ле ра ми-кас си ра ми яв ля ет ся экс по нен ци аль ной,
та кое допу ще ние не при во дит к боль шим ошиб кам.

Бе зус лов ный ин те рес пред став ля ет ана лиз ха рак те ри с тик
обслу жи ва ния по то ка по ку па те лей в кас со вом уз ле уни вер -
са ма, рас счи тан ных для трех си с тем: с по те ря ми, с ожи да ни -
ем и смешан но го ти па.

Рас че ты па ра ме т ров про цес са об слу жи ва ния по ку па те -
лей в кас со вом уз ле про ве де ны для ком мер че с ко го пред при -
я тия тор говой пло ща дью S = 650 м2 на ос но ве сле ду ю щих
дан ных.
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ной-двух по ку пок). Изу че ние струк ту ры по то ка по ку па те лей
в уни вер самах по ти пу кас со во го об слу жи ва ния по ка зы ва ет,
что по ток обслу жен ных че рез экс пресс-кас сы до сти га ет
34,5%, а их вы руч ка со став ля ет 12,9% (табл. 5.13).

Для окон ча тель но го по ст ро е ния ма те ма ти че с кой мо де ли
процес са об слу жи ва ния с уче том пе ре чис лен ных вы ше фак -
то ров необ хо ди мо оп ре де лить функ ции рас пре де ле ния слу -
чай ных ве личин, а так же слу чай ные про цес сы, опи сы ва ю щие
вхо дя щие и выхо дя щие по то ки по ку па те лей:

1) функ цию рас пре де ле ния вре ме ни по ку па те лей на вы -
бор то ва ров в зо не са мо об слу жи ва ния;

2) функ цию рас пре де ле ния вре ме ни ра бо ты кон тро ле ра-
касси ра для обыч ных касс и экс пресс-касс;

3) слу чай ный про цесс, опи сы ва ю щий вхо дя щий по ток по -
купа те лей в пер вую фа зу об слу жи ва ния;

4) слу чай ный про цесс, опи сы ва ю щий вхо дя щий по ток во
вто рую фа зу об слу жи ва ния для обыч ных касс и экс пресс-
касс.

Мо де ля ми для рас че та ха рак те ри с тик си с те мы мас со во го
обслу жи ва ния удоб но поль зо вать ся в том слу чае, ес ли вхо -
дя щий по ток тре бо ва ний в си с те му об слу жи ва ния яв ля ет ся
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Таб ли ца 5.12 Таб ли ца 5.13

Часы работы

День недели

пятница суббота воскресенье

оче-
редь,
Lоч

количество
покупателей
без покупок

оче-
редь,
Lоч

количество
покупателей
без покупок

оче-
редь,
Lоч

количество
покупателей
без покупок

чел. % чел. % чел. %

С 9 до 10 2 38 5 5 60 5,4 7 64 4,2
С 10 до 11 3 44 5,3 5 67 5 6 62 3,7
С 11 до 12 3 54 6,5 4 60 5,8 7 121 8,8
С 12 до 13 2 43 4,9 4 63 5,5 8 156 10
С 14 до 15 2 48 5,5 6 79 6,7 7 125 6,5
С 15 до 16 3 61 7,3 6 97 6,4 5 85 7,2
С 16 до 17 4 77 7,1 8 140 9,7 5 76 6
С 17 до 18 5 91 6,8 7 92 8,4 4 83 7,2
С 18 до 19 5 130 7,3 6 88 5,9 7 132 8
С 19 до 20 6 105 7,6 6 77 6
С 20 до 21 6 58 7 5 39 4,4
Итого 749 6,5 862 6,3 904 4,5

Дни недели

Потоки  покупателей, чел. Выручка 	 100 руб.

всего
по экс-
пресс-
кассам

% к днев-
ному

потоку
всего

по экс-
пресс-
кассам

% к днев-
ному 

товаро-
обороту

Летний период

Понедельник 11 182 3856 34,5 39 669,2 3128,39 7,9

Вторник 10 207 1627 15,9 38 526,6 1842,25 4,8

Среда 10 175 2435 24 33 945 2047,37 6

Четверг 10 318 2202 21,3 36 355,6 1778,9 4,9

Пятница 11 377 2469 21,7 43 250,9 5572,46 12,9

Суббота 10 962 1561 14,2 39 873 1307,62 3,3

Воскресенье 10 894 2043 18,8 35 237,6 1883,38 5,1

Зимний период

Понедельник 10 269 1857 18,1 37 121,6 2429,73 6,5

Вторник 10 784 1665 15,4 38 460,9 1950,41 5,1

Среда 11 167 3729 33,4 39 440,3 4912,99 12,4

Четверг 11 521 2451 21,3 40 000,7 3764,58 9,4

Пятница 11 485 1878 16,4 43 669,5 2900,73 6,6

Суббота 13 689 2498 18,2 52 336,9 4752,77 9,1

Воскресенье 13 436 4471 33,3 47 679,9 6051,93 12,7



как по ка за ли ре зуль та ты об сле до ва ний, при хо дит ся око ло
50% од ноднев но го по то ка по ку па те лей.

Из при ве ден ных дан ных в табл. 5.14 сле ду ет, что ес ли бы
для рас че та бы ла вы бра на:

1) мо дель с от ка за ми, то 22,6% по то ка по ку па те лей, об слу -
жива е мых обыч ны ми кас са ми, и со от вет ст вен но 33,6% по то -
ка по купа те лей, об слу жи ва е мых экс пресс-кас са ми, долж ны
бы ли бы уй ти без по ку пок;

2) мо дель с ожи да ни ем, то по терь за явок в рас чет ном уз ле
не долж но бы быть;

3) мо дель с ог ра ни че ни ем на дли ну оче ре ди, то толь ко
0,12% по то ка по ку па те лей, об слу жи ва е мых обыч ны ми кас са -
ми, и 1,8% по то ка по ку па те лей, об слу жи ва е мых экс пресс-
кас са ми, по ки нут тор го вый зал без по ку пок. Сле до ва тель но,
мо дель с ог ра ни че нием на дли ну оче ре ди поз во ля ет бо лее
точ но и ре аль но опи сать про цесс об слу жи ва ния по ку па те лей
в зо не кас со во го уз ла.

Ин те рес пред став ля ет срав ни тель ный рас чет мощ но с ти
кассо во го уз ла как с уче том экс пресс-касс, так и без них.
В табл. 5.15 при ве де ны ха рак те ри с ти ки си с те мы об слу жи ва -
ния кас со во го узла трех ти по раз ме ров уни вер са мов, рас счи -
тан ные по мо де лям для СМО с ог ра ни че ни ем на дли ну оче -
ре ди на на и бо лее на пряжен ный пе ри од ра бо че го дня с 17 до
21 ч.

Ана лиз дан ных этой таб ли цы по ка зы ва ет, что не учет фак -
то ра «Струк ту ра по то ка по ку па те лей по ти пу кас со во го об слу-
жи вания» на ста дии тех но ло ги че с ко го про ек ти ро ва ния мо жет
при вести к уве ли че нию зо ны рас чет но го уз ла на 22—33%,
а от сю да со ответ ст вен но и к умень ше нию ус та но воч ных
и вы ста воч ных площа дей тор го во-тех но ло ги че с ко го обо ру -
до ва ния и то вар ной массы, раз ме ща е мой в тор го вом за ле.

Про бле ма оп ре де ле ния мощ но с ти кас со во го уз ла пред став  -
ляет со бой це поч ку вза и мо свя зан ных ха рак те ри с тик. Так,
уве ли чение его мощ но с ти со кра ща ет вре мя по ку па те лей на
ожи да ние обслу жи ва ния, умень ша ет ве ро ят ность по те ри
тре бо ва ний и, сле дова тель но, по те ри то ва ро обо ро та. На ря ду
с этим не об хо ди мо со ответ ст вен но умень шить зо ну са мо об -
слу жи ва ния, фронт тор го во-тех но ло ги че с ко го обо ру до ва ния,
то вар ную мас су в тор го вом за ле. В то же вре мя уве ли чи ва ют ся
за тра ты на за ра бот ную пла ту контро ле ров-кас си ров и обо ру -
до ва ние до пол ни тель ных ра бо чих мест. По это му не об хо ди мо
про во дить оп ти ми за ци он ные рас четы. Рас смо т рим ха рак те -
ри с ти ки си с те мы об слу жи ва ния в кас совом уз ле уни вер са ма
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Це ле вая функ ция мо жет быть за пи са на в об щем ви де свя -
зи (кри те рия) вы руч ки от ре а ли за ции от ха рак те ри с тик СМО:

B = f{k, λc, tобс, μc, ρc, λk, μk, ρk, nk, nэ, m, Lоч, Точ, р0, роч, S, Sу} � max,

где nk, nэ — кас со вый узел со сто ит из nk = 7 касс обыч но го ти па
и nэ = 2 экспресс-касс, все го n = 9; μk — ин тен сив ность об слу -
жи ва ния по ку па те лей в зо не обыч ных касс — 0,823 чел./мин;
ρk — ин тен сив ность на груз ки кас со вых ап па ра тов в зо не
обыч ных касс — 6,65, ρk = λk/μk; μэ — ин тен сив ность об слу -
жи ва ния по ку па те лей в зо не экс пресс-касс — 2,18 чел./мин;
λk — ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка в зо ну обыч ных касс —
5,47 чел./мин; ρэ — ин тен сив ность на груз ки кас со вых ап па ра-
тов в зо не экс пресскасс — 1,63, ρэ = λэ/μэ; λэ — ин тен сив ность
вхо дя ще го по то ка в зо ну экс пресс-касс — 3,55 чел./мин; m —
для мо де ли СМО с ог ра ни че ни ем на дли ну оче ре ди в со от -
ветствии с про ек ти ру е мой зо ной кас со во го уз ла мак си маль -
но до пусти мое чис ло по ку па те лей, сто я щих в оче ре ди в од ну
кас су, прини ма ет ся рав ным m = 10 по ку па те лей.

Сле ду ет за ме тить, что для по лу че ния срав ни тель но не -
больших по аб со лют ной ве ли чи не зна че ний ве ро ят но с ти по -
терь заявок pn+m и вре ме ни ожи да ния по ку па те лей в кас со -
вом уз ле не обхо ди мо со блю дать сле ду ю щие ус ло вия:

(ρk + ρэ) � (nk + nэ).

В табл. 5.14 при ве де ны ре зуль та ты ха рак те ри с тик ка че ст -
ва функ ци о ни ро ва ния СМО в зо не рас чет но го уз ла.

Рас че ты про ве де ны для на и бо лее на пря жен но го пе ри о да
вре-е ни ра бо че го дня с 17 до 21 ча са. Имен но на этот пе ри од,
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Таб ли ца 5.14

Тип кассы

Коли-
чество 

касс
в узле, n

Тип СМО

Характеристики СМО

среднее
число

занятых
касс, nз

среднее
время

ожидания
обслужи -
вания, Точ

вероят-
ность

потери
заявок,

Рn+m

Обычные
кассы

7 С отказами
C ожиданием
C ограничением 
на длину очереди

5,15
6,65
6,7

0
3

2,66

0,226
0

0,0012

Экспресс-
кассы

2 С отказами
C ожиданием
C ограничением
на длину очереди

1,08
1,17
1,6

0
0,91
0,84

0,336
0

0,018



по ку па те лей бу дет до жи дать ся сво е го об слу жи ва ния, а зна -
чит, и вре мя их ожи да ния в оче ре ди со от вет ст вен но бу дет
рас ти. По сле то го как рас чет ный узел пре вы сит оп ти маль -
ную мощность, вре мя ожи да ния и ве ро ят ность по терь бу дут
рез ко уменьшать ся.

Для уни вер са ма тор го вой пло ща дью 650 м2 этот пре дел
для зо ны обыч ных касс ле жит меж ду 6 и 7 кас со вы ми ап па -
ра та ми. При 7 кас со вых ап па ра тах со от вет ст вен но сред нее вре-
мя ожи дания — 2,66 мин, а ве ро ят ность по те ри за явок очень
ма ла — 0,1%. Та ким об ра зом, за да ча со сто ит в вы бо ре та кой
мощ но с ти кас сово го уз ла, ко то рая поз во лит по лу чить ми ни -
маль ные со во куп ные за тра ты на мас со вое об слу жи ва ние по -
ку па те лей.

В свя зи с этим сле ду ю щим эта пом ре ше ния по став лен ной
зада чи яв ля ет ся оп ти ми за ция мощ но с ти кас со во го уз ла на
ба зе при ме не ния мо де лей СМО раз ных ти пов с уче том со во -
куп ных за трат и пе ре чис лен ных вы ше фак то ров.

За да чи
1. На оп то вую ба зу при бы ва ют ав то ма ши ны с не про до -

вольствен ны ми то ва ра ми. По ток про стей ший и по сту па ет
с ин тен сивно с тью 8 ав то ма шин в час. На тер ри то рии ба зы
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тор го вой пло ща дью 650 м2, рас счи тан ные по мо де лям СМО
с ог ра ни чен ной дли ной оче ре ди для раз лич ных мощ но с тей
его кас со во го уз ла в табл. 5.16.

На ос но ве ана ли за дан ных табл. 5.16 мож но сде лать вы -
вод, что по ме ре уве ли че ния ко ли че ст ва касс вре мя ожи да -
ния по ку пате лей в оче ре ди рас тет, а за тем по сле оп ре де лен -
но го мо мен та резко па да ет. Ха рак тер из ме не ния гра фи ка
вре ме ни ожи да ния по купа те лей Tоч = f(n) по ня тен, ес ли па -
рал лель но рас сма т ри вать изме не ние ве ро ят но с ти по те ри тре-
бо ва ний рn+т = f(n). Впол не оче вид но, что ког да мощ ность
кас со во го уз ла чрез мер но ма ла, то бо лее 85% по ку па те лей бу -
дут ухо дить не об слу жен ны ми, а ос тавша я ся часть по ку па те -
лей бу дет об слу же на за очень ко рот кое время. Чем боль ше
мощ ность кас со во го уз ла, тем ве ро ят ность по тери тре бо ва -
ний бу дет умень шать ся и со от вет ст вен но тем боль шее чис ло
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Таб ли ца 5.15 Таб ли ца 5.16

№
 п

/п Характерис-
тики СМО

Е
ди

ни
ца

 и
зм

ер
ен

ия

О
бо

зн
ач

ен
ие

Показатели, рассчитанные по типам универсамов
торговой площади,  кв. м

без экспресс-
касс с учетом экспресс-касс

650 1000 2000

650 1000 2000

об
ы

чн
ы

е
ка

сс
ы

эк
сп

ре
сс

-
ка

сс
ы

об
ы

чн
ы

е
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ы
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ре
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-
ка

сс
ы

об
ы

чн
ы

е
ка

сс
ы

эк
сп

ре
сс

-
ка

сс
ы

1 Количе ст -
во по ку па -
те лей

чел. k 2310 3340 6680 1460 850 2040 1300 4080 2600

2 Интен сив -
ность вхо -
дящего по -
тока

чел./
мин

λ 9,64 13,9 27,9 6,08 3,55 8,55 5,41 17,1 10,8

3 Интенсив-
ность об слу -
жи ва ния

чел./
мин

μ 0,823 0,823 0,823 0,823 2,18 0,823 2,18 0,823 2,18

4 Интен сив-
ность на -
груз ки

— ρ 11,7 16,95 33,8 6,65 1,63 10,35 2,48 20,7 4,95

5 Количест во
кассовых
аппаратов

шт. n 12 17 34 7 2 11 3 21 5

6 Общее ко-
ли чество
касс рас чет-
ного узла

шт. Σn 12 17 34 9 14 26

Тип 
кассового
обслужи -

вания

К
ол

ич
ес

тв
о
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сс

ов
ы

х 
ап

па
ра

то
в

в 
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, n

, ш
т.

Характеристики
системы

обслуживания
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 1
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. 	
10

0
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S y
, м

2

У
де

ль
ны

й 
ве

с
пл
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ад

и 
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ны
 у

зл
а

65
0/

S yсреднее
время

ожида -
ния, Точ,

мин

вероят -
ность

потери
заявок

Зоны
обычных
касс

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

1,79
3,58
5,33
7,08
8,58
9,29
2,66
0,48
0,16
0,06

0,85
0,7

0,55
0,4

0,25
0,1

0,001
0
0
0

205
415
623
831

1039
1371,1
1384,8
1385
1385
1385

1180
970
760
554
346
13,9
0,13

0
0
0

90
360
800

1420
2150
2880
890
267
53,5
20

15
30
45
60
75
90

105
120
135
150

0,023
0,046
0,069

0,1
0,12
0,14
0,17
0,19
0,21
0,23

Зоны
экспресс-
касс

1
2
3

2,38
0,84
0,1

0,39
0,002

0

117
188
192

75
3,8
0

260
179
21,3

15
30
45

0,02
0,05
0,07



5. В тор го вом па ви ль о не по ку па те лей об слу жи ва ет один
прода вец. Пло щадь па ви ль о на со став ля ет 24 м2, при чем
10 м2 при ходит ся на тор го вый зал, вме с ти мость ко то ро го ог -
ра ниче на. По этому ес ли оче редь на об слу жи ва ние со став ля -
ет 10 че л., то потен ци аль ный по ку па тель ту да не вхо дит, что
сви де тель ст ву ет об от ка зе в об слу жи ва нии и, как след ст вие,
сни же нии то ва ро обо рота и ухуд ше нии дру гих эко но ми че с -
ких по ка за те лей ра бо ты коммер че с ко го пред при я тия.

Дай те оцен ку СМО и оп ре де ли те ре ко мен да ции по со зда -
нию оп ти маль но го ре жи ма ра бо ты, ес ли ин тен сив ность при -
хо да поку па те лей со став ля ет 60 че л./ч, а сред нее вре мя об -
слу жива ния про дав цом од но го по ку па те ля — 3 мин.

6. Ми нимар кет с од ним кон тро ле ром-кас си ром об слу жи -
ва ет по ку па те лей, вхо дя щий по ток ко то рых под чи ня ет ся за -
ко ну Пуас со на с па ра ме т ром 20 по ку па те лей/ч. Вре мя об слу -
жи ва ния под чи ня ет ся по ка за тель но му за ко ну с па ра ме т ром
25 по ку па телей/ч.

Оп ре де ли те ве ро ят ность про стоя кон тро ле ра-кас си ра, сред -
нюю дли ну оче ре ди, сред нее чис ло по ку па те лей в ми нимар -
ке те, сред нее вре мя ожи да ния об слу жи ва ния, сред нее вре мя
пре бы вания по ку па те лей в ми нимар ке те и дай те оцен ку его
ра бо ты.

7. В ма га зи не са мо об слу жи ва ния 6 кон тро ле ров-кас си ров.
Вхо дя щий по ток по ку па те лей под чи ня ет ся за ко ну Пу ас со на
с ин тен сив но с тью 120 чел./ч. Один кас сир мо жет об слу жить
40 чел./ч.

Оп ре де ли те ве ро ят ность, до лю вре ме ни про стоя кас си ра,
сред нее чис ло по ку па те лей в оче ре ди, сред нее вре мя ожи да -
ния, сред нее чис ло за ня тых кас си ров и сред нее чис ло кас си -
ров, свобод ных от об слу жи ва ния; дай те оцен ку ра бо ты СМО.

8. Сред нее чис ло по ку па те лей, по сту па ю щих на узел рас -
че та в ма га зин са мо об слу жи ва ния, 100 че л./ч. Кас сир мо жет
обслу жить 60 че л./ч.

Оп ре де ли те, ка кое чис ло кас си ров не об хо ди мо для то го,
чтобы ве ро ят ность по яв ле ния оче ре ди не пре вы си ла 0,60.

9. В ма га зи не са мо об слу жи ва ния пла ни ру ет ся раз ме с тить
расчет ный узел с кас са ми ска ни ро ва ния для при ема от по ку па -
те лей де нег за то ва ры. По про гно зам, ин тен сив ностъ вход но го
по то ка по ку па те лей со став ля ет 8 чел./мин. Ин тен сив ность
об слу жи вания долж на со став лять 4 чел./мин. До пу с ти мая
дли на оче ре ди не долж на пре вы шать 7 че л. Оп ре де ли те, ка -
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мо гут од но времен но на хо дить ся не бо лее 5 ав то ма шин. На
ба зе име ют ся 2 брига ды груз чи ков, ко то рые раз гру жа ют ав -
то ма ши ны. Сред нее вре мя раз груз ки од ной ма ши ны каж дой
бри га дой со став ля ет 1 ч.

Оп ре де ли те ос нов ные по ка за те ли СМО оп то вой ба зы
и разра бо тай те ре ко мен да ции по улуч ше нию ее ра бо ты.

2. Уни вер сам по лу ча ет ран ние ово щи и зе лень из теп лиц
приго род но го сов хо за. В сред нем при бы ва ют с то ва ром 3 ав то -
ма шины «Га зель» в день. Под соб ные по ме ще ния и обо ру до ва-
ние для под го тов ки ово щей к про да же поз во ля ют об ра бо тать
и хра нить то вар объ е мом не бо лее 2 ав то ма шин од но вре мен -
но. В уни вер саме ра бо та ют 5 групп фа сов щи ков, каж дая из
ко то рых мо жет обра бо тать то вар с од ной ав то ма ши ны в сред -
нем в те че ние 0,5 дня.

Оп ре де ли те ве ро ят ность об слу жи ва ния при хо дя щей ав -
то маши ны Робc, ка ко ва долж на быть ем кость под соб ных по -
ме ще ний, что бы ве ро ят ность об слу жи ва ния бы ла бы боль ше
или рав на задан ной ве ли чи не P*

обс 
 0,97.
3. В ма га зин са мо об слу жи ва ния по сту па ет пу ас со нов ский

поток по ку па те лей с ин тен сив но с тью 120 че л. в час. Сред няя
про дол жи тель ность об слу жи ва ния од но го по ку па те ля на
рас четном уз ле со став ля ет 1,5 мин. Уро вень сум мар ных по -
терь свя зан с про сто ем сред не го чис ла сво бод ных кон тро ле -
ров-кас си ров и пре бы ва ни ем сред не го чис ла по ку па те лей
в оче ре ди.

По ст рой те гра фик за ви си мо с ти сум мы сред не го чис ла сво -
бод ных кон тро ле ров-кас си ров nсв и сред не го Lоч чис ла по ку -
па телей в оче ре ди в за ви си мо с ти от чис ла кон тро ле ров-кас -
си ров n (Lоч + nсв) = f(n).

Оп ре де ли те оп ти маль ное чис ло кон тро ле ров-кас си ров nо,
при ко то ром сум мар ные по те ри бу дут ми ни маль ны ми.

4. В ма га зин са мо об слу жи ва ния по сту па ет пу ас со нов ский
поток с ин тен сив но с тью 200 по ку па те лей в час. В те че ние
дня их обслу жи ва ют 3 кон тро ле ра-кас си ра с ин тен сив но с тью
90 по ку па телей в час. Ин тен сив ность вход но го по то ка по ку -
па те лей в ча сы пик воз ра с та ет до ве ли чи ны 400 по ку па те -
лей/ч, а в ча сы спа да до сти га ет ве ли чи ны 100 по ку па те лей/ч.

Оп ре де ли те ве ро ят ность об ра зо ва ния оче ре ди в ма га зи не
Роч и сред нюю дли ну оче ре ди в те че ние дня, а за тем не об хо -
ди мое чис ло кон тро ле ров-кас си ров в ча сы пик и ча сы спа да,
обес пе чива ю щих та кую же дли ну оче ре ди Lоч и ве ро ят ность
ее об ра зо вания Pоч, как и в но ми наль ном ре жи ме.
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ния за яв ки хо тя бы од на линия сво бод на, то про из во дит ся
пе ре клю че ние на эту ли нию и оформ ля ет ся за каз. Ин тен сив -
ность вхо дя ще го по то ка за явок состав ля ет 30 за ка зов в час.
Дли тель ность же оформ ле ния за ка за в сред нем рав на 5 мин.

Оп ре де ли те оп ти маль ное чис ло ка на лов об слу жи ва ния,
чтобы обес пе чить ус ло вие ста ци о нар ной ра бо ты СМО.

15. Ком мер че с кая фир ма от пу с ка ет вин но-во доч ную про -
дукцию кли ен там. По груз ку на ма ши ны осу ще ств ля ют
3 бри га ды груз чи ков, каж дая из ко то рых со сто ит из 4 че л.
Де бар ка дер и склад вме ща ют од но вре мен но 6 ма шин. Ес ли
на пло щад ке на ходят ся 6 ма шин, то вновь при быв шая ма ши -
на не об слу жи ва ет ся. Ин тен сив ность вхо дя ще го по то ка ма -
шин со став ля ет 3 ав то ма шины в час. Ин тен сив ность по груз -
ки со став ля ет 1,5 ма ши ны в час.

Дай те оцен ку ра бо ты СМО и пред ло жи те ва ри ант ее ре ор -
гани за ции.

16. На стан цию тех ни че с ко го об слу жи ва ния в ко о пе ра тив-
ном га ра же по ре мон ту оте че ст вен ных ав то мо би лей Волж -
ско го ав тоза во да ВАЗ по сту па ет про стей ший по ток за явок
с ин тен сив ностью один ав то мо биль за 2 ч. Во дво ре в оче ре -
ди мо жет на хо диться не бо лее трех ав то ма шин. Сред нее вре -
мя ре мон та — 2 ч.

Дай те оцен ку ра бо ты СМО и раз ра бо тай те ре ко мен да ции
по улуч ше нию об слу жи ва ния.

17. На рис. 5.22 пред став ле на стол би ко вая ди а грам ма ре -
гистра ции по то ка по ку па те лей на вхо де су пер мар ке та в те -
чение рабочего дня.
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кое ми ни маль ное ко ли че ст во кас со вых ап па ра тов не об хо ди -
мо ус та но вить, что бы вы пол ня лось ус ло вие ста ци о нар но го
ре жи ма ра бо ты си с те мы, и рас счи тай те ос нов ные по ка за те ли
ра бо ты СМО.

10. От де ле ние фир мы «Ав то лайн» об слу жи ва ет пас са жи -
ров по мар ш ру ту и на счи ты ва ет 12 так си вме с ти мо с тью 12 че л.
В сред нем каж дая ма ши на ло ма ет ся раз в 5 дней. При ве ди те
ар гумен ты про тив то го, что по ток по ло мок ма шин в от де ле -
нии фирмы яв ля ет ся пу ас со нов ским.

11. Ис поль зуя тер ми но ло гию и мо де ли те о рии мас со во го
обслу жи ва ния, опи ши те ре аль ные объ ек ты, про цес сы и со -
сто я ние по ку па те лей в тор гов ле, ав то лю би те лей на до ро гах,
по то ки пасса жи ров в ме т ро, на вок за лах, аэ ро пор тах, боль -
ных на при еме к вра чам, на се ле ния в со ци аль но-бы то вых уч -
реж де ни ях.

12. На АТС по сту па ют за яв ки на меж ду го род ние пе ре го -
во ры. В сред нем за 1 ч по сту па ет 15 за явок. При ве ди те ар гу -
мен ты в поль зу то го, что по ток за явок на те ле фон ную стан -
цию яв ля ет ся пу ас со нов ским. Най ди те сред нее чис ло за явок,
по сту па ю щих за сут ки, сред нее вре мя меж ду по яв ле ни я ми
за явок. На те ле фон ной стан ции по яв ля ют ся сбои в ра бо те,
ес ли за пол ча са на нее по ступит бо лее 50 за явок. Най ди те ве -
ро ят ность сбоя стан ции.

13. Ми ша и Вик тор за ни ма ют ся по чин кой ав то мо би лей.
Миша вы пол ня ет ку зов ной ре монт, Вик тор — кра сит, при -
чем дру зья под ря жа ют ся толь ко на ра бо ту, где од но вре мен но
не об хо ди мы и ре монт ку зо ва, и по кра с ка. Кли ен ту ра у ма с те -
ров не по сто ян ная, в сред нем по од но му кли ен ту в 2 не де ли.
Сред нее вре мя, не об ходи мое для ку зов но го ре мон та, — 10 дней,
для по кра с ки — 5 дней. Ес ли Ми ша за нят ку зов ны ми ра бо та -
ми, то кли ент ухо дит к конку рен там. По ст рой те сто ха с ти че с кий
граф мар ков ско го про цесса, опи сы ва ю ще го ра бо ту пред при ни-
ма те лей. За пи ши те си с те му диф фе рен ци аль ных урав не ний
Кол мо го ро ва для мар ков ско го про цес са, си с те му ал ге б ра и че -
с ких урав не ний и вы чис ли те фина ль ные рас пре де ле ния ве -
ро ят но с тей.

14. Тор го вая фир ма пла ни ру ет вы пол нять за ка зы на при -
об рете ние то ва ров по те ле фо ну, для че го не об хо ди мо ус та но -
вить со ответ ст ву ю щую ми ни-АТС с не сколь ки ми те ле фон -
ны ми ап па ра тами. Ес ли за каз по сту па ет, ког да все ли нии
за ня ты, то кли ент полу ча ет от каз. Ес ли в мо мент по ступ ле -
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Рис. 5.22
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Оп ре де ли те не об хо ди мое ко ли че ст во кас со вых ап па ра тов
в рас чет ном уз ле, ес ли хро но ме т раж вре ме ни, за тра чен но го
по купа те ля ми на опе ра ции по при об ре те нию то ва ров, пред -
став лен в табл. 5.17, а в табл. 5.18 пред став ле ны ре зуль та ты
про ве ден но го хро но ме т ра жа ко ли че ст ва по ку пок и вре ме ни
рас че та од ним контро ле ром-кас си ром 120 по ку па те лей в те -
че ние 10 мин ра бо ты по кас се № 2 уни вер са ма.

18. В табл. 5.19 пред став ле ны ре зуль та ты хро но ме т ра жа,
прове ден но го в те че ние не де ли, чис ла по ку па те лей и вы руч -
ки от реали за ции в уни вер са ме по дням и ча сам ра бо ты. Оп -
ре де ли те коли че ст во кас со вых ап па ра тов в рас чет ном уз ле
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Таб ли ца 5.17
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Таб ли ца 5.18

Операции
Время

минимальное среднее максимальное

Поиск-выбор 3 мин 6 мин 5 с 12 мин 2 с

Очередь 2 мин 32 с 4 мин 20 с 7 мин 10 с

Обслуживание-расчет 28 с 35 с 48 с

Пребывание в магазине 6 мин 11 мин 20 мин

Количество 
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3 19 1 4
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1 3 2 6
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3 10 7 38

9 40 5 30

5 37 5 26

3 7 6 29

2 5 7 40

4 14 8 50

6 30 5 26

2 7 30 покупателей
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и по ст рой те график вы хо да на ра бо ту кон тро ле ров-кас си ров,
ис поль зуя дан ные за да чи 17.

19. В табл. 5.20 пред став ле ны ре зуль та ты про ве ден но го
хроно ме т ра жа ко ли че ст ва по ку пок по ча сам и дням не де ли.

Оп ре де ли те ко ли че ст во кас со вых ап па ра тов в рас чет ном
уз ле и по ст рой те гра фик вы хо да на ра бо ту кас си ров с уче том
дан ных за дач 17 и 18.

За не де лю ко ли че ст во ппо ку пок — 66 371. Сред няя це на
по куп ки — 1469 руб. на сум му 97 498 700 руб.
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В ре зуль та те изу че ния ма те ри а ла сту ден ты будут:
знать о воз мож но с тях мо де ли ро ва ния фи нан со во-ком мер че с -

ких опе ра ций, про цен тах, на ра ще нии про цен тов, дис кон ти ро ва нии,
фи нан со вой эк ви ва лент но с ти пла те жей, вли я нии ин фля ции в опе -
ра ци ях;

уметь про во дить по ста нов ку за дач раз ных схем раз ви тия опе -
ра ций — фи нан со вых и то вар ных по то ков;

вла деть тех ни кой рас че та ва ри ан тов раз ви тия ком мер че с ких
опе ра ций, кре дит ных опе ра ций, вы чис ле ния про цент ных и эк ви ва -
лент ных ста вок, ин фля ции, ком мер че с ких ри с ков.

6.1. Мо де ли раз ви тия опе ра ций 
по схе ме про стых про цен тов

В ус ло ви ях ры ноч ной эко но ми ки су ще ст ву ют раз лич ные
вари ан ты ин ве с ти ро ва ния. В про стей шем слу чае кре ди тор
и за емщик до го ва ри ва ют ся о ве ли чи не кре ди та Р (пер во на -
чаль ная денеж ная сум ма), раз ме ре го до вой про цент ной став -
ки i%, сро ке кре ди та и дли тель но с ти пе ри о да на чис ле ния
про цен тов. Ма те мати че с ки та кая опе ра ция мо жет быть пред -
став ле на в ви де мо де ли про стых про цен тов. По этой мо де ли
про ис хо дит на коп ле ние общей сум мы дол га S за счет пе ри о -
ди че с ко го, на при мер еже год ного, на чис ле ния про цент ных де-
нег I. В со от вет ст вии с этим на ращен ная сум ма бу дет рав на:

• к кон цу пер во го го да
S1 = P + I;

• к кон цу вто ро го го да
S2 = S1 + I = P + 2I;

• к кон цу тре ть е го го да
S3 = S2 + I = P + 3I;

• к кон цу n-го го да
Sn = P + nI.

Та ким об ра зом, на коп ле ние сум мы про ис хо дит по схе ме
простых про цен тов и об ра зу ет воз ра с та ю щую чис ло вую по -
сле до ватель ность

S0, S1, S2, S3, ..., Sn,

ко то рая пред став ля ет со бой ариф ме ти че с кую про грес сию
с первым чле ном a0 = S0 и раз но стью про грес сии

d = S2 – S1 = I.
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Гла ва 6
МОДЕЛИ ФИНАНСОВО-КОММЕРЧЕСКИХ

ОПЕРАЦИЙ

В лю бых ком мер че с ких опе ра ци ях фи нан со вые рас че ты
практи че с ки все гда при вя зы ва ют ся к кон крет ным мо мен там
вре ме ни (да там). При чем фак тор вре ме ни иг ра ет не мень -
шую роль, чем раз ме ры де неж ных сумм, и по это му в ком мер -
че с ких кон трак тах обя за тель но фик си ру ют ся сро ки, да ты,
пе ри о дич ность по ступ ления то ва ров, де неж ных средств. Не -
об хо ди мость уче та это го факто ра оп ре де ля ет ся сущ но с тью
са мо го про цес са ком мер че с кой деятель но с ти, фи нан си ро ва -
ния, кре ди то ва ния и свя за на с по сту латом не рав но цен но с ти
де нег в раз ные мо мен ты вре ме ни. Этот по сту лат ве рен да же
при от сут ст вии ин фля ции, по сколь ку в любой мо мент есть
ор га ни за ции или ча ст ные ли ца (за ем щи ки), нужда ю щи е ся
в кре ди тах на тот или иной пе ри од и го то вые пла тить за та -
кой за ем (ссу ду) оп ре де лен ную сум му, на зы ва е мую про цен -
та ми.

По сту лат не рав но цен но с ти де нег, свя зан ный со вре ме нем,
ста вит под со мне ние пра во мер ность бух гал тер ских опе ра ций
сум ми ро ва ния де неж ных ве ли чин, от но ся щих ся к раз ным
мо мен там вре ме ни по ступ ле ния де неж ных средств, осо бен но
при ана ли зе вза и мо ра с че тов за дли тель ные пе ри о ды.

Фак тор вре ме ни в фи нан со вой сфе ре учи ты ва ет ся с по мо -
щью про цент ной став ки i как от но ше ние сум мы про цент ных
де нег I, вы пла чи ва е мой за фик си ро ван ный про ме жу ток вре -
ме ни, к ве личи не ссу ды P. Ин тер вал, к ко то ро му при уро че на
про цент ная став ка, на зы ва ют пе ри о дом на чис ле ния. Сум му
про цент ных плате жей оп ре де ля ют ис хо дя из раз ме ра ссу ды,
об ще го ее сро ка и уров ня про цент ной став ки. На чис ле ние
про цен тов ча ще все го осу ще ств ля ет ся дис крет но, а в не ко то -
рых слу ча ях и в ви де не прерыв ных про цен тов.
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• срок ссу ды (дней)

t = K ;

• ко эф фи ци ент на ра ще ния по про стой про цент ной став ке

kн = = 1 + in.

Ес ли на по сле до ва тель ных ин тер ва лах на чис ле ния про -
цен тов n1, n2, n3, ..., nm ус та нав ли ва ют ся раз ные став ки про -
цен тов i1, i2, i3, ..., im, сум ма про цент ных де нег со ста вит в кон -
це пер во го ин тер ва ла: I1 = Рn1i1; вто ро го ин тер ва ла: I2 = Pn2i2;
в кон це m-го ин тер ва ла: Im = Рnmim.На этом ос но ва нии за весь
срок до го во ра на ра щен ная сум ма бу дет рав на

S = Р + I1 + I2 + I3 + ... + Im = P + Pn1i1 + Pn2i2 + Pn3i3 + ... + Pnm im;

S = P 1 + nj ij = Pkн.

Сле до ва тель но, ко эф фи ци ент на ра ще ния ра вен

kн = 1 + nj ij.

Сле ду ет за ме тить, что в этом слу чае про цен ты на чис ля ют -
ся все гда от ве ли чи ны пер во на чаль ной сум мы Р.

В бан ков ской прак ти ке раз лич ных стран срок кон трак та
в днях и рас чет ное ко ли че ст во дней в го ду при на чис ле нии
про цен тов оп ре де ля ют ся по-раз но му. При гер ман ской (ком -
мер че с кой) прак ти ке под счет чис ла дней про во дит ся ис хо дя
из 30 дней в ме сяц и дли тель но с ти го да в 360 дней. При фран -
цуз ской прак ти ке дли тель ность го да при ни ма ет ся рав ной
360 дням, а ко ли че ст во дней в ме ся це бе рет ся рав ным фак ти -
че с кой ка лен дар ной дли тель но с ти 28, 29, 30 или 31 день со -
ответ ст вен но. При ан г лий ской прак ти ке дли тель ность го да
365 дней и дли тель ность ме ся цев со от вет ст ву ет фак ти че с кой
дли тель но с ти по ка лен да рю. Для удоб ст ва вы пол не ния рас -
че тов поль зу ют ся сквоз ной ну ме ра ци ей всех дней в го ду,
пред став лен ной в табл. 6.1.

При мер 6.1. Оп ре де ли те ко ли че ст во дней для на чис ле ния про -
цен тов при раз лич ной прак ти ке на чис ле ния, ес ли вклад до востре -
бо ва ния был раз ме щен c 12.01 пo 15.03.

Ре ше ние
1. При ком мер че с кой прак ти ке ко ли че ст во дней для на чис ле ния

про цен тов бу дет рав но:

m

Σ
j=1

⎧
⎩

⎫
⎭

m

Σ
j=1

S
—
p

S – P
————

Pi
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Та ким об ра зом, ма те ма ти че с кой мо де лью, ото б ра жа ю щей
изме не ние ка пи та ла по схе ме про стых про цен тов, яв ля ет ся
арифме ти че с кая про грес сия, в со от вет ст вии с ко то рой лю -
бой ее член на хо дит ся по фор му ле

Sn = a0 + dn.

Про цент ная сум ма оп ре де ля ет ся по фор му ле

I = P = Pi,

где i — от но си тель ная ве ли чи на го до вой став ки ссуд но го
про цен та.

На этом ос но ва нии мо дель на коп ле ния ка пи та ла по схе ме
про стых про цен тов при ни ма ет вид:

S = P + nPi = P(1 + ni).

Сле ду ет за ме тить, что срок ссу ды п мо жет быть как це -
лым, так и дроб ным по ло жи тель ным чис лом

n = ,

где t — срок ссу ды в днях; K — ко ли че ст во дней в го ду (360,
365, 366).

Тог да при ве ден ную мо дель мож но за пи сать в дру гом ви де

S = P 1 + i .

В за ви си мо с ти от со дер жа ния по став лен ной за да чи, поль -
зуясь этой мо де лью, мож но оп ре де лять раз лич ные по ка за те -
ли опера ции:

• ве ли чи ну пер во на чаль ной (ма те ма ти че с кое дис кон ти -
ро вание) сум мы

P = = ;

• от но си тель ную ве ли чи ну про цент ной став ки

i = = · ;

• про дол жи тель ность го да

K = ;

• срок ссу ды (лет)

n = ;
S – P
————

iP

iP t
————
S – P

S – P
————

P
S – P
————

Pn
K
—
t

S

i
t
K

1 +

S
————
1 + ni

t
—
K

⎫
⎭

⎧
⎩

t
—
K

i %
———
100%
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20 (ко ли че ст во дней хра не ния вкла да в ян ва ре) + 30 (в фе в рале)
+ 15 (в мар те) – 1 (день при ема и день вы да чи вкла да счи та ются за
один день) = 64 дня.

2. При фран цуз ской и ан г лий ской прак ти ке ко ли че ст во дней
для на чис ле ния про цен тов со ста вит:

20 + 28 + 15 — 1 = 62 дня (мень ше, чем при ком мер че с кой прак -
ти ке).

При мер 6.2. Вклад 300 тыс. руб. был по ло жен в банк 20.05 при
став ке 60% го до вых. С 1 сен тя б ря банк сни зил став ку по вкла дам до
30% го до вых. 25 ок тя б ря вклад был за крыт.

Оп ре де ли те сум му на чис лен ных про цен тов при ан г лий ской,
ком мер че с кой и фран цуз ской прак ти ке на чис ле ния.

Ре ше ние
При ком мер че с кой прак ти ке ко ли че ст во дней для на чис ле ния про-

цен тов по став ке 60% го до вых рав но: tг1 = 12 + 30 + 30 + 30 + 1 – 1 =
= 102 дням, по став ке 30% го до вых: tг2 = 30 + 25 – 1 = 54 дням.

Сум ма на чис лен ных про цен тов со ста вит

I = 300000 · 0,6 + · 0,3 = 64500 руб.

При фран цуз ской прак ти ке ко ли че ст во дней для на чис ле ния про -
цен тов по став ке 60% го до вых рав но tф1 = 12 + 30 + 31 + 31 + 1 – 1 =
104 дням; по став ке 30% го до вых: tф2 = 30 + 25 – 1 = 54 дням.

Сум ма на чис лен ных про цен тов со ста вит

I = 300000 · 0,6 + · 0,3 = 65490 руб.

При ан г лий ской прак ти ке ко ли че ст во дней для на чис ле ния про -
цен тов (см. табл. 6.1) по став ке 60% го до вых рав но: tа1 = 12 + 30 +
+ 31 + 31 + 1 – 1 = 104 дням; по став ке 30% го до вых рав но: tа2 = 30 +
25 – 1 = 54 дням.

Сум ма на чис лен ных про цен тов со ста вит:

I = 300000 · 0,6 + · 0,3 = 64615 руб. 7 коп.

В кре дит ных ор га ни за ци ях рас сма т ри ва ют ся опе ра ции
бан ка по на чис ле нию и уп ла те про цен тов по при вле чен ным
во вкла ды (де по зи ты) руб ле вым де неж ным сред ст вам фи зи -
че с ких и юри диче с ких лиц, а так же по лу чен ным меж бан ков -
ским кре ди там. Сроки при вле че ния бан ком средств во вкла -
ды (де по зи ты), а так же меж бан ков ские кре ди ты на ус ло ви ях
«овер д рафт», «до вос тре бова ния», «овер найт» — 3, 7 и 21 день,
3 ме ся ца. Для вы пол не ния рас че тов ис ход ны ми дан ны ми яв -
ля ют ся про цент ные став ки банка (став ки при вле че ния).

⎫
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Таб ли ца 6.1

День

Месяц

Я
нв

ар
ь

Ф
ев

ра
ль

М
ар

т

А
пр

ел
ь

М
ай

И
ю

нь

И
ю

ль

А
вг

ус
т

С
ен

тя
бр

ь

О
кт

яб
рь

Н
оя

бр
ь

Д
ек

аб
рь

1 1 32 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335

2 2 33 61 92 122 153 183 214 245 275 306 336

3 3 34 62 93 123 154 184 215 246 276 307 337

4 4 35 63 94 124 155 185 216 247 277 308 338

5 5 36 64 95 125 156 186 217 248 278 309 339

6 6 37 65 96 126 157 187 218 249 279 310 340

7 7 38 66 97 127 158 188 219 250 280 311 341

8 8 39 67 98 128 159 189 220 251 281 312 342

9 9 40 68 99 129 160 190 221 252 282 313 343

10 10 41 69 100 130 161 191 222 253 283 314 344

11 11 42 70 101 131 162 192 223 254 284 315 345

12 12 43 71 102 132 163 193 224 255 285 316 346

13 13 44 72 103 133 164 194 225 256 286 317 347

14 14 45 73 104 134 165 195 226 257 287 318 348

15 15 46 74 105 135 166 196 227 258 288 319 349

16 16 47 75 106 136 167 197 228 259 289 320 350

17 17 48 76 107 137 168 198 229 260 290 321 351

18 18 49 77 108 138 169 199 230 261 291 322 352

19 19 50 78 109 139 170 200 231 262 292 323 353

20 20 51 79 110 140 171 201 232 263 293 324 354

21 21 52 80 111 141 172 202 233 264 294 325 355

22 22 53 81 112 142 173 203 234 265 295 326 356

23 23 54 82 113 143 174 204 235 266 296 327 357

24 24 55 83 114 144 175 205 236 267 297 328 358

25 25 56 84 115 145 176 206 237 268 298 329 359

26 26 57 85 116 146 177 207 238 269 299 330 360

27 27 58 86 117 147 178 208 239 270 300 331 361

28 28 59 87 118 148 179 209 240 271 301 332 362

29 29 88 119 149 180 210 241 272 302 333 363

30 30 89 120 150 181 211 242 273 303 334 364

31 31 90 151 212 243 304 365



Пол ный срок вкла да (07.07 — 03.09) — 59 ка лен дар ных дней (n),
пе ри од на чис ле ния про цен тов по вкла ду (07.07 — 03.09) — 58 ка -
лен дар ных дней (n – 1).

Банк 03.09 воз вра ща ет вклад чи ку ос та ток вкла да в сум ме 32 тыс.
руб. и уп ла чи ва ет на чис лен ные на этот день про цен ты в сум ме:

78 руб. · · + 32 руб. · · +

+ 32 руб. · · = 260 руб.

При мер 5.5. На чис ле ние про цен тов на сум му де по зи та по пла -
ва ю щей про цент ной став ке.

17.11 банк при вле ка ет в 7-днев ный де по зит де неж ные средства
юри ди че с ко го ли ца (пред при я тия) в сум ме 40 тыс. руб. по плава ю -
щей про цент ной став ке, рав ной став ке ре фи нан си ро ва ния Бан ка
Рос сии на мо мент дей ст вия де по зи та (по со сто я нию на 17.11 —
18%) плюс 0,5%.

Банк Рос сии 19.11 объ яв ля ет о сни же нии на чис ле ния с 20.11
став ки ре фи нан си ро ва ния с 18 до 16%.

Пол ный срок де по зи та (17—24.11) — 8 ка лен дар ных дней (n), пе-
ри од на чис ле ния про цен тов (17—23.11) — 7 ка лен дар ных дней (n – 1).

Банк 24.11 воз вра ща ет пред при я тию сум му де по зи та и уп лачи -
ва ет на чис лен ные про цен ты в сум ме:

40000 руб. · · + 4000 руб. · · =

= 133 руб. 15 коп.

При мер 6.6. На чис ле ние про цен тов на сум му пре до став лен но го
вну т ри днев но го «овер д раф та» в бан ке.

В со от вет ст вии с до го во ром о кор ре с пон дент ских от но ше ни ях
банк-кор ре с пон дент 09.12 пре до став ля ет вну т ри днев ной «оверд рафт»
бан ку-ре с пон ден ту. Сум ма вну т ри днев но го «овер д раф та» со ста ви ла
158245 руб. в те че ние 2 ч 30 мин (150 мин) и 41412 руб. в те че ние
1 ч 17 мин (77 мин). Про цент ная став ка по вну т ри дневно му овер д -
раф ту со став ля ет 5,5%, вре мя ра бо ты рас чет ной си с темы кор ре с -
пон дент ских от но ше ний меж ду бан ка ми — 9 ч (540 мин) в сут ки.

Банк-ре с пон дент 10.12 на ос но ва нии по лу чен ной от бан ка-кор -
ре с пон ден та вы пи с ки по кор ре с пон дент ско му сче ту оп ла чива ет за -
дол жен ность по про цен там за пре до став лен ный 09.12 внутрид нев -
ной «овер д рафт» в сум ме:

158245 руб. · · · +

+ 41412 руб. · · · = 7 руб. 51 коп.⎧
⎩
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————
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——————
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——————
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Став ка ре фи нан си ро ва ния Бан ка Рос сии в рас сма т ри ва е -
мом пе ри о де: по со сто я нию на 01.07 — 18%; по со сто я нию на
20.11 — 16%.

При мер 6.3. На чис ле ние про цен тов на сум му сроч но го де по зи -
та. Банк 02.07 при нял в меж бан ков ский де по зит де неж ные средства
в сум ме 80 тыс. руб. сро ком на 7 дней по став ке 24,9%.

Пол ный срок де по зи та (02.07 — 09.07) — 8 ка лен дар ных дней
(n), пе ри од на чис ле ния про цен тов по де по зи ту (02—08.07) — 7 ка -
лен дар ных дней (n – 1). Банк воз вра ща ет сум му де по зи та с на чис -
лен ны ми про цен та ми 09.07 в сум ме:

S = 80000 руб. · 1 + · = 80382 руб. 03 коп.

При мер 6.4. На чис ле ние про цен тов на сум му вкла да «до вос -
требо ва ния» по про цент ной став ке, из ме ня ю щей ся в те че ние сро ка
дей ст вия до го во ра бан ков ско го вкла да.

Банк 07.07 за клю ча ет с вклад чи ком до го вор бан ков ско го вкла да
на ус ло ви ях вы да чи вкла да по пер во му тре бо ва нию (вклад «до вос -
тре бо ва ния»). Пер во на чаль ная сум ма вкла да — 78 тыс. руб. Про -
цент ная став ка — 3%, на чис лен ные про цен ты не уве ли чи ва ют сум -
му ос нов но го вкла да, вы пла та про цен тов осу ще ств ля ет ся по
пер во му тре бо ва нию вклад чи ка от дель но от сум мы вкла да. Вклад -
чик 30.07 сни ма ет с вкла да де неж ные сред ст ва в сум ме 46 тыс.руб.

Банк 04.08 при ни ма ет ре ше ние об уве ли че нии на чи ная с 10.08
про цент ной став ки по вкла дам «до вос тре бо ва ния» до 4%.

Вклад чик 03.09 сни ма ет ос тав шу ю ся сум му вкла да и на числен -
ные за весь пе ри од вкла да про цен ты.

⎫
⎭

7 дней
——————
365 дней

24,9%
————
100%

⎧
⎩
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По вкла дам 
на се ле ни я

По де по зи там 
юри ди че с ких лиц

По меж бан ков ским
при вле чен ным 

сред ст вам

cрок %
го до вых cрок %

го до вых cрок %
го до вых 

До вос-
тре бо  -
вания

4 «Овер-
найт»

18,5—
18,81

Вну т ри днев ной
«овер д рафт», пре до -
став лен ный бан ком

5,5

21 день 15 3 дня СР – 0,51 Кре дит «овер найт» 18,8—
20,7

3 ме ся ца 22 7 дней СР + 0,52 Де по зит на 7 дней 22,4—
24,9

1 Ди а па зон ста вок за дан в за ви си мо с ти от ко ле ба ний став ки меж бан -
ковско го рын ка.

2 Пла ва ю щая став ка, рав ная став ке ре фи нан си ро ва ния Бан ка Рос сии
плюс (ми нус) ус та нов лен ный бан ком про цент.



б) 10.12 (за вто рой день поль зо ва ния сум мой кре ди та)

1500000 руб. · · = 807 руб. 53 коп.;

в) 11.12 (за тре тий день поль зо ва ния сум мой кре ди та)

1500000 руб. · · = 699 руб. 86 коп.;

г) 11.12 банк-за ем щик по га ша ет за дол жен ность по кре ди ту
в сум ме 1 млн 500 тыс. руб. и уп ла чи ва ет на чис лен ные про цен ты
в сум ме 2176 руб. 84 коп. (669,45 + 807,53 + 699,86).

6.2. Мо де ли раз ви тия опе ра ций 
по схе ме слож ных про цен тов

В фи нан со во-ком мер че с ких опе ра ци ях ис поль зу ет ся схе -
ма слож ных про цен тов, ес ли на чис ля е мый про цент (I) (до -
ход от капи та ла) сум ми ру ет ся с ис ход ным ка пи та лом (Р)
и на сле ду ю щем ин тер ва ле на чис ле ния про цент на чис ля ет ся
уже от всей об ра зовав шей ся сум мы (Р + I). Этот ва ри ант
ино гда на зы ва ют ка пи тали за ци ей, или ре ин ве с ти ро ва ни ем,
или про цен ты на про цен ты. В этом слу чае сум ма на коп лен -
но го ка пи та ла со ста вит:

• к кон цу пер во го го да
S1 = P + Pic = P(1 + ic),

где ic — от но си тель ная ве ли чи на го до вой став ки слож ных
ссуд ных про цен тов;

• к кон цу вто ро го го да —

S2 = S1 + S1ic = S1(1 + ic) = P(1 + ic)
2;

• к кон цу тре ть е го го да

S3 = S2(1 + ic) = P(1 + ic)
3;

• к кон цу n-го го да

Sn = P(1 + ic)
n = Pkнс,

где kнс — ко эф фи ци ент на ра ще ния; kнс = (1 + ic)
n.

Та ким об ра зом, на коп ле ние ка пи та ла по схе ме слож ных
процен тов об ра зу ет воз ра с та ю щую чис ло вую по сле до ва тель -
ность S0, S1, S2, S3, ..., Sn, ко то рая пред став ля ет со бой ге о ме т ри-
че с кую про грес сию с пер вым чле ном b0 = S0 = Р и зна ме на те -
лем q = 1 + ic. В со от вет ст вии с этим мож но за пи сать фор му лу
для оп ре де ле ния лю бо го ее чле на:

Sn = b0qn = P(1 + ic)
n.

1 день
——————
365 дней

17,03%
—————

100%

1 день
——————
365 дней

19,65%
—————

100%
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При мер 6.7. На чис ле ние про цен тов на сум му вы дан но го креди -
та по фик си ро ван ной про цент ной став ке.

Банк 11.08 вы да ет юри ди че с ко му ли цу (пред при я тию) кре дит
в сум ме 280 тыс. руб. на 1 ме сяц по став ке 25%. Срок воз вра та сум -
мы кре ди та и уп ла ты про цен тов по не му — 11.09.

Пол ный срок кре ди та (11.08 — 11.09) — 32 ка лен дар ных дня (n),
пе ри од на чис ле ния про цен тов по кре ди ту (11.08 — 10.09) — 31 ка -
лен дар ный день (n – 1).

Со глас но ус ло ви ям кре дит но го до го во ра пред при я тие-за емщик
11.09 по га ша ет пе ред бан ком за дол жен ность по кре ди ту и про из во -
дит уп ла ту про цен тов за поль зо ва ние кре ди том в сум ме:

280000 руб. · · = 5945 руб. 21 коп.

При мер 6.8. На чис ле ние про цен тов на сум му вы дан но го меж -
бан ков ско го кре ди та по пла ва ю щей про цент ной став ке.

Банк осу ще ств ля ет опе ра ции по вы да че меж бан ков ских креди -
тов на срок 3 дня. Про цент ная став ка по кре ди ту из ме ня ет ся на
еже днев ной ос но ве и рав на став ке МИ БОР по од но днев ным креди -
там, дей ст ву ю щей на со от вет ст ву ю щий день сро ка дей ст вия кре -
дит но го до го во ра, плюс 2%. Ка пи та ли за ция на чис лен ных про цен -
тов не про из во дит ся. Про дле ние сро ка дей ст вия до го во ра
кре дит ным до го во ром не пре ду с ма т ри ва ет ся.

Банк 08.12 вы дал меж бан ков ский кре дит на ука зан ных вы ше ус -
ло ви ях в сум ме 1 млн 500 тыс. руб. Срок воз вра та сум мы кре дита
и уп ла ты на чис лен ных про цен тов — 11.12.

Пол ный срок кре ди та (08—11.12) — 4 ка лен дар ных дня (n), пе -
ри од на чис ле ния про цен тов по кре ди ту (08—10.12) — 3 ка лендар -
ных дня (n – 1).

1 МИ БОР — го до вые про цент ные став ки крат ко сроч но го меж бан ков -
ско го кре ди та, ба зо вые для Рос сии.

В пе ри од кре дит но го до го во ра про цент ная став ка бан ка-креди -
то ра по те ку ще му кре ди ту со ста ви ла:

на чис ле ние бан ком-кре ди то ром про цен тов:
а) 09.12 (за пер вый день поль зо ва ния сум мой кре ди та)

1500000 руб. · · = 669 руб. 45 коп.;
1 день

——————
365 дней

16,29%
—————

100%

Да та С тав ка МИ БОР1

по 1-дн. кре ди там, %
Став ка бан ка-кре ди то ра

(гp. 2 + 2%)

1 2 3

8.12 14,29 16,29

9.12 17,65 19,65

10.12 15,03 17,03

31 день
——————
365 дней

25%
————
100%
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На чис ле ние слож ных про цен тов мо жет осу ще ств лять ся
несколь ко раз в го ду: по ме ся цам, квар та лам, по лу го ди ям.
В та ких слу ча ях ука зы ва ет ся став ка на пе ри о де, а на ра щен -
ная сум ма нахо дит ся по фор му ле

S = P(1 + in)N,

где in — став ка на пе ри о де на чис ле ния; N — ко ли че ст во
ин тер ва лов на чис ле ния в те че ние сро ка дей ст вия контрак та.

В слу чае ког да на чис ле ние слож ных про цен тов осу ще ств -
ля ется че рез рав ные про ме жут ки вре ме ни n, ука зы ва ет ся но -
ми наль ная го до вая про цент ная став ка j, поль зу ют ся сле ду ю -
щей фор му лой:

S = P 1 + 
mn

,

где m — ко ли че ст во ин тер ва лов на чис ле ния за год; n — срок
кон трак та в го дах; N = тп — ко ли че ст во ин тер ва лов на чис ле -
ния за весь срок кон трак та.

На прак ти ке при ме ня ет ся еще и не пре рыв ное на чис ле ние
про цен тов по но ми наль ной го до вой про цент ной став ке j.
В этом слу чае ве ли чи ну на ра щен ной сум мы на хо дят из сле -
ду ю ще го выра же ния:

S = P 1 + 
mn

.

За тем при пе ре хо де к пре де лу при m � �, ис поль зуя из -
вестную фор му ли ров ку вто ро го за ме ча тель но го пре де ла

1 + 
m

= e,

по лу чим та кое урав не ние

1 + 
m

= e jn,

тог да для оп ре де ле ния на ра щен ной сум мы по лу чим фор му лу

S = Pe jn = Pkнс,

где kнc = e jn — ко эф фи ци ент на ра ще ния при не пре рыв ном на -
чис ле нии процен тов по но ми наль ной го до вой став ке j.

При ве ден ные мо де ли поз во ля ют про во дить вы чис ле ния
различ ных по ка за те лей фи нан со вых опе ра ций.

При мер 6.9. Ком мер че с кие бан ки С и D на чис ля ют до ход один
раз в пол го да, при чем банк С по про стой став ке, а банк D по слож -
ной став ке про цен тов. Че рез год в этих бан ках сред ст ва инве с то ра

⎫
⎭

j
—
m

⎧
⎩

lim
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Та ким об ра зом, по лу че на мо дель на ра ще ния по фор му ле
слож ных про цен тов:

S = P(1 + ic)
n = P(1 + ic)

t/K = Pkнс,

где t — срок кон трак та в днях; kнс — ко эф фи ци ент на ра ще ния.
Вы во дим фор му лы для оп ре де ле ния та ких по ка за те лей

финан со вой опе ра ции, как:
• ве ли чи на пер во на чаль ной сум мы

P = = 

(ма те ма ти че с кое дис кон ти ро ва ние при на чис ле нии слож ных
про цен тов);

• от но си тель ная ве ли чи на про цент ной став ки

ic = – 1

(од на из на и бо лее при ме ня е мых фор мул, ис поль зу ет ся для
оцен ки до ход но с ти фи нан со вой опе ра ции):

• срок ссу ды (лет)

n = ;

• срок ссу ды в днях

t = K ;

• про дол жи тель ность го да в днях

K = ;

• ко эф фи ци ент на ра ще ния

kнс = (1 + ic)
n = (1 + ic)

t/K.

Ес ли на про тя же нии все го сро ка кон трак та про цент ная
ставка из ме ня ет ся, то по лу чим дру гую ма те ма ти че с кую мо -
дель оп реде ле ния на ра щен ной сум мы

S = P(1 + ic1
)n1(1 + ic2

)n2 ... (1 + icl
)nl ... (1 + icL

)nL = P (1 + icl
)nl,

где n — 1-й ин тер вал на чис ле ния про цен тов, l = 1, L; L— ко -

ли че ст во ин тер ва лов на чис ле ния; kнс = (1 + icl
)nl — ко эф фи -

ци ент на ра ще ния.

L

Π
l =1

L

Π
l =1

t ln(1 + ic)———————
ln(S/P)

ln(S/P)
——————
ln(1 + ic)

ln(S/P)
——————
ln(1 + ic)

n

�
��S
–
P

S
——————
(1 + ic)

t/K

S
—————
(1 + ic)

n
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При мер 6.11. Зна ме ни тый аме ри кан ский уче ный и го су дар ст -
венный де я тель Бен д жа мин Фран к лин за ве щал жи те лям го ро да
Босто на 1 тыс. фун тов стер лин гов на сле ду ю щих ус ло ви ях:

• день ги да вать под 5% го до вых мо ло дым ре мес лен ни кам;
• че рез 100 лет из на коп лен ных де нег (с уче том про цен тов на

про цен ты) 100 тыс. фун тов стер лин гов пу с тить на стро и тель ст во
об ще ст вен ных зда ний;

• ос тав ши е ся по сле это го день ги от дать под те же про цен ты еще
на 100 лет;

• по ис те че нии это го сро ка на коп лен ную сум му раз де лить меж -
ду бо с тон ски ми жи те ля ми и прав ле ни ем Мас са чу сет ской об щины,
ко то рой пе ре дать 3 млн фун тов стер лин гов.

Сколь ко де нег долж но бы ло до стать ся бо с тон ским жи те лям че -
рез 200 лет по сле смер ти Б. Фран к ли на (он умер в 1790 г.)?

Ре ше ние
Р = 1000 ф. ст., ic = 5%, n = 100 лет.
1. За ве щан ный ка пи тал че рез 100 лет со ста вил

S = 1000 · (1 + 0,05)100 = 131501 ф. ст.

2. По сле вы де ле ния 100000 ф. ст. на по ст рой ку об ще ст вен ных
зда ний ос та лось

131501 – 100000 =31501 ф. ст.

3. Че рез 100 лет на ра щен ный ка пи тал со ста вил

S = 31501 · (1+0,05)100 =4142421 ф. ст.

4. Бо с тон ским жи те лям из этой сум мы по сле вы че та 3 млн ф. ст.
ос та лось

4142421 – 3000000 = 1142421 ф. ст.

При мер 6.12. На чис ле ние про цен та на сум му сроч но го вкла да
с ус ло ви ем еже ме сяч ной ка пи та ли за ции про цен тов.

Банк 20.07 за клю ча ет с вклад чи ком до го вор сроч но го вкла да
на 3 ме ся ца (срок воз вра та вкла да — 20.10). Сум ма вкла да —
15 тыс. руб. Про цент ная став ка — 22%. 20-го чис ла каж до го ме ся -
ца дей ст вия до го во ра про из во дит ся ка пи та ли за ция на чис лен ных
про цен тов. Пе ре оформ ле ние вкла да по окон ча нии сро ка действия
до го во ра на ра нее дей ст во вав ших ус ло ви ях сроч но го вкла да до го -
во ром не пре ду с ма т ри ва ет ся. Вы пла та при чис лен ных к сумме
вкла да про цен тов осу ще ств ля ет ся по ис те че нии сро ка действия
до го во ра.

В те че ние сро ка дей ст вия до го во ра банк триж ды — 20.08, 20.09
и 20.10 про из во дит ка пи та ли за цию на чис лен ных про цен тов во
вклад. 20.10 — срок окон ча ния до го во ра сроч но го вкла да, вкладчик
не явил ся за вкла дом в ус та нов лен ный до го во ром срок. В этот же
день по сле окон ча ния опе ра ци он но го дня банк пе ре оформ ляет ука -
зан ный сроч ный вклад во вклад до вос тре бо ва ния.
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уве ли чи ва ют ся на 60%. В ка кой банк вы год нее по ло жить день ги на
пол го да и в ка кой — на пол то ра го да?

Ре ше ние
По ус ло вию за да чи ко эф фи ци ен ты на ра ще ния банков С и D рав-

ны, по это му kн = kнс = 1,6, от ку да для бан ка С ставка про стых про -
цен тов оп ре де ля ет ся из вы ра же ния

kн = 1 + ni = 1 + 2i = 1,6   � i = = 0,3 = 30%.

Для бан ка D став ка слож ных про цен тов со став ля ет

kнc = (1 + ni)2 = 1,6   � ic = – 1 = 0,265 = 26,5%.

Сле до ва тель но, вы год нее по ло жить день ги на пол го да в банк С.
Для срав не ния ре зуль та тов фи нан со вых опе ра ций с бан ка ми С и D
мож но со ста вить сле ду ю щую таб ли цу.

Из дан ных таб ли цы сле ду ет, что на пол то ра го да (как и во обще
на лю бой срок свы ше го да) вы год нее по ло жить день ги в банк D, по -
сколь ку kнс = 2,02 > kн = 1,9.

При мер 6.10. М. Е. Сал ты ков-Ще д рин опи сы ва ет в «Гос по дах
Голов ле вых» та кую сце ну: «Пор фи рий Вла ди ми ро вич... си дит у се -
бя в ка би не те, ис пи сы вая ци фир ны ми вклад ка ми ли с ты бу ма ги.
На этот раз его за ни ма ет во прос: сколь ко бы ло бы у не го те перь де -
нег, ес ли б ма мень ка... по да рен ные ему при рож де нии де душкой...
на зу бок сто руб лей... не при сво и ла се бе, а по ло жи ла бы вкла дом
в лом бард на имя ма ло лет не го Пор фи рия? Вы хо дит, одна ко, не -
мно го: во семь сот руб лей...».

Оп ре де ли те слож ную став ку про цен тов го до вых лом бар да по
вкла дам, ес ли Пор фи рию в мо мент его рас че тов бы ло 50 лет.

Ре ше ние
п = 50; Р = 100 руб.; S = 800 руб.
По фор му ле слож ных про цен тов на ра щен ная сум ма рав на:

S = P(1 + ic)
n,

от ку да став ка слож ных про цен тов со ста вит

ic = – 1 = – 1 = 0,0425 � 4,25%.
50

�
����800
–––
100

n

�
��S
–
P

t 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

n 1 2 3 4 5 6 7 8

kн 1,3 1,6 1,9 2,2 2,5 2,8 3,1 3,4

kнс 1,265 1,6 2,02 2,56 3,24 4,1 5,18 6,56

����1,6

1,6 – 1
————

2
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во ра на чис лен ные по ито гам каж до го дня сро ка дей ст вия де пози та
про цен ты уве ли чи ва ют сум му вкла да.

Пол ный срок вкла да (05.08—26.08) — 22 ка лен дар ных дня (n),
пе ри од на чис ле ния про цен тов по вкла ду (05.08—25.08) — 21 кален -
дар ный день (n – 1).

26.08 банк воз вра ща ет вклад чи ку вклад (с уче том еже днев ной
ка пи та ли за ции про цен тов) в сум ме:

15000 руб. · 1 + · 
21

= 15129 руб. 99 коп.

При мер 6.14. Банк вы дал ком мер че с ко му пред при я тию 16.08
валют ный кре дит под кон тракт на по куп ку то ва ров на сум му
10000 долл. США, срок кре ди та — 2 ме ся ца (до 16.10); став ка про -
центов — 35% го до вых за пол ное ко ли че ст во ка лен дар ных дней из
рас че та 360 дней в го ду, при под сче те ко ли че ст ва дней в пе ри о де
гра нич ные дни (пер вый и по след ний) счи та ют ся за 1 день;

по ря док вы пла ты кре ди та: 16.09 — про цен ты за пер вый ме сяц,
16.10 — про цен ты за вто рой ме сяц и сум ма кре ди та; штраф ные
санк ции по став ке слож ных про цен тов со став ля ют 0,5% от про сро -
чен ных сумм кре ди та за каж дый день про сроч ки. Оче ред ность по га -
ше ния про сро чен ной за дол жен но с ти: в пер вую оче редь пога ша ют -
ся на чис лен ные штра фы, за тем сум ма про цен тов и сум ма кре ди та.

Фак ти че с ки 16.09 кли ент по га сил про цен ты за пер вый ме сяц кре -
ди та. Да лее кре дит по га шал ся в сле ду ю щей по сле до ва тель ности:
22.10 кли ент пе ре вел 2600 долл. США в счет по га ше ния задол жен -
но с ти; 25.10 кли ент пе ре вел 3100 долл. США в счет по гаше ния за -
дол жен но с ти, а 30.10 кли ент за явил, что го тов по га сить свою за дол -
жен ность в пол ном объ е ме.

Оп ре де ли те ве ли чи ну за дол жен но с ти кли ен та на 30.10.
Ре ше ние. 
Оп ре де ля ем:
• сум му за дол жен но с ти на 16.10

S1 = P(1 + in) = 10000 · 1 + · = 10291,67 долл.;

• сум му за дол жен но с ти на 22.10 до вне се ния пер вой сум мы на
по га ше ние

S2 = 10291,66 + 10000 · = 10591,66 долл.

По сле ча с тич но го по га ше ния сум ма дол га со ста вит

S 1
2 = S2 – 2600 =10591,66 – 2600= 7991,66 долл.

Рас счи та ем сум му за дол жен но с ти S3 на 25.10 до вне се ния вто -
рой сум мы на по га ше ние

0,5%
————
100%

⎫
⎭

30 дней
——————
365 дней

35%
————
100%

⎧
⎩

⎫
⎭

1 день
——————
365 дней

15%
————
100%

⎧
⎩
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Вклад чик 28.10 по лу ча ет сум му вкла да до вос тре бо ва ния и на -
чис лен ные за пе ри од с 20.10 по 27.10 вклю чи тель но (8 ка лен дар ных
дней) про цен ты по ус та нов лен ной став ке 4%.

Пол ный срок сроч но го вкла да (20.07 — 20.10) — 93 ка лен дарных
дня (n), пе ри од на чис ле ния про цен тов по став ке сроч но го вкла да —
22% (20.07 — 19.10) — 92 ка лен дар ных дня (n – 1).

Пол ный срок вкла да до вос тре бо ва ния (20.10—28.10) — 9 кален -
дар ных дней (n), пе ри од на чис ле ния про цен тов по став ке вкла да до
вос тре бо ва ния — 4% (20.10—27.10) — 8 ка лен дар ных дней.

По ря док на чис ле ния бан ком про цен тов на сум му вкла да:
• сум ма сроч но го вкла да на 21.08 (с ка пи та ли за ци ей про цен тов,

на чис лен ных за пе ри од с 20.07 по 19.08 вклю чи тель но):

15000 руб. + 15000 руб. · · = 15280 руб. 27 коп.;

• сум ма сроч но го вкла да на 21.09 (с ка пи та ли за ци ей про цен тов,
на чис лен ных за пе ри од с 20.08 по 19.09 вклю чи тель но):

15280,27 руб. + 15280,27 руб. · · =

= 15565 руб. 78 коп.;

• сум ма сроч но го вкла да по со сто я нию на ко нец опе ра ци он ного
дня 20.10 (с ка пи та ли за ци ей про цен тов, на чис лен ных за пе риод
с 20.09 по 19.10 вклю чи тель но), в кон це ра бо че го дня 20.10 и пе ре -
оформ лен но го во вклад до вос тре бо ва ния:

15565,78 руб. + 15565,78 руб. · · =

= 15856 руб. 63 коп.;

• сум ма на чис лен ных на вклад до вос тре бо ва ния про цен тов (за
пе ри од с 20.10 по 27.10 вклю чи тель но):

15856,63 руб. · · = 13 руб. 90 коп.

Та ким об ра зом, об щая сум ма воз вра та де неж ных средств вклад -
чи ку со ста вит на 28.10 15870 руб. 53 коп., из ко то рых 15856 руб.
63 коп. — сум ма сроч но го вкла да с уче том ка пи та ли зи ро ванных
про цен тов и 13 руб. 90 коп. — про цен ты, на чис лен ные за время,
про шед шее с мо мен та пе ре оформ ле ния ука зан но го сроч но го вкла -
да во вклад до вос тре бо ва ния.

При мер 6.13. На чис ле ние про цен тов на сум му сроч но го вкла да
по фор му ле слож ных про цен тов.

Банк 05.09 за клю ча ет с вклад чи ком до го вор сроч но го бан ков -
ско го вкла да на 21 день (срок воз вра та вкла да — 26.08). Сум ма
вкла да — 15 тыс. руб. Про цент ная став ка — 15%. По ус ло ви ям дого -
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P = = Skдc,

где kдс — ко эф фи ци ент дис кон ти ро ва ния (при ве де ния) по
слож ной став ке про цен тов, kдс = 1/(1 + ic)

n.
Дис кон ти ро ван ное зна че ние бу ду щей сум мы вкла да по

но ми наль ной слож ной став ке про цен тов j при на чис ле нии
про цен тов т раз в го ду

P = ;

Бан ков ский учет за клю ча ет ся в по куп ке де неж ных обя за -
тельств, на при мер век се ля бан ком по це не, ко то рая мень ше
номи наль ной ука зан ной в нем сум мы. В этом слу чае го во рят,
что век сель учи ты ва ет ся и кли ент по лу ча ет сум му:

P = S – D,

где S — но ми наль ная сум ма дан но го обя за тель ст ва; Р — це на
по куп ки век се ля бан ком; D — дис конт, сум ма про цент ных
де нег (до ход бан ка).

Про цент ный до ход по ку па те ля век се ля бан ка мо жет оп ре -
делять ся по про стой го до вой учет ной став ке

d = · 100%.

Ес ли срок n от да ты уче та до да ты по га ше ния бу дет со -
став лять часть го да, то дис конт оп ре де ля ет ся по фор му ле

D = ndS = dS,

где d — от но си тель ная ве ли чи на про стой учет ной став ки.
Предъ я ви те лю учи ты ва е мо го де неж но го обя за тель ст ва

бу дет вы да на сум ма

P = S – D = S(1 – nd) = S · 1 – d .

Ес ли еще на кла ды ва ет ся на чис ле ние про цен тов по став ке
i, то по сле уче та сум ма со ста вит:

P = S(1 + inc)(1 – nd),

где nc — об щий срок пла теж но го обя за тель ст ва.
Сле ду ет за ме тить, что дис кон ти ро ва ние мо жет быть свя -

за но и с про ве де ни ем кре дит ной опе ра ции. В та ком слу чае
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S3 = 7991,66  · 1 + · 3 = 8111,53 долл.

По сле ча с тич но го по га ше ния дол га сум ма дол га со ста вит —

S 1
3 = S3 – 3100 = 8111,53 – 3100 = 5011,53 долл.

Оп ре де ля ем сум му за дол жен но с ти S4 на 30.10

S4 = S 1
3 · 1 + · 5 = 5011,53 · 1,025 = 5136,82 долл.

Сле до ва тель но, на 30 ок тя б ря пол ная за дол жен ность по креди -
ту, про цен там и на чис лен ным штра фам со ста вит 5136,82 долл. США.

6.3. Мо де ли опе ра ций дис кон ти ро ва ния

Дис кон ти ро ва ние свя за но с рас про ст ра нен ным в ком мер -
ческой сфе ре ут верж де ни ем «вре мя — это то же день ги», что
обус ловле но не рав но цен но с тью оди на ко вых по аб со лют ной
ве ли чи не сумм де неж ных средств се го дня и че рез не ко то рое
вре мя в бу дущем. Это объ яс ня ет ся, на при мер, воз мож но с тью
ин ве с ти ро вать ка пи тал се го дня и в бу ду щем по лу чить до ход.
Кро ме то го, ин фляци он ный про цесс обес це ни ва ет де неж ную
мас су. Та ким об ра зом, мож но ут верж дать, что «день ги се го -
дня» цен нее «бу ду щих де нег». Имен но по это му «зо ло тое»
пра ви ло биз не са гла сит: сум ма, по лучен ная се го дня, боль ше
той же сум мы, по лу чен ной за в т ра.

Дис кон ти ро ва ние поз во ля ет учи ты вать в опе ра ци ях фак -
тор вре ме ни. Раз ли ча ют ма те ма ти че с кое дис кон ти ро ва ние
и ком мерче с кий, или бан ков ский, учет.

Ма те ма ти че с кое дис кон ти ро ва ние свя за но с оп ре де ле ни -
ем так на зы ва е мо го со вре мен но го, или при ве ден но го, зна че -
ния Р на неко то рый мо мент вре ме ни, ко то рое со от вет ст ву ет
за дан но му значе нию S в бу ду щий мо мент вре ме ни. Про стей -
шая за да ча — оп реде ле ние сум мы вкла да Р на ос но ве за дан -
ной ко неч ной ве ли чи ны в бу ду щем S че рез вре мен ной пе ри -
од п под за дан ную, про стую став ку про цен тов:

P = = Skд,

где kд — ко эф фи ци ент дис кон ти ро ва ния (при ве де ния) по
про стой став ке про цен тов, kд = 1/(1 + ni).

Дис кон ти ро ван ное зна че ние бу ду щей сум мы вкла да по
став ке слож ных про цен тов рав но:

S
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1 + ni
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При мер 6.15. Фи нан со вая ком па ния вы да ет ссу ду 15000 руб. на
пол го да по про стой го до вой про цент ной став ке d = 5%. Оп ре дели те
сум му, ко то рую по лу чит кли ент, и до ход ком па нии.

Ре ше ние
S = 15000 руб.; d = 0,05; n = 0,5, тог да сум ма, по лучен ная кли ен -

том, со ста вит:

Р = S(1 – nd) = 15000(1 – 0,5 · 0,05) = 4625 руб.

До ход фи нан со вой ком па нии ис чис ля ет ся про стым дис контом,
т.е. как про цент ный до ход, вы чи та е мый из ссу ды в мо мент ее вы да чи:

D = ndS = 0,5 · 0,05 · 15000 = 375 руб.

При мер 6.16. Пе ре вод ной век сель (трат та) вы дан на 100000 руб.
с уп ла той 12 но я б ря то го же го да. Вла де лец век се ля учел его в банке
до сроч но — 12 сен тя б ря по про стой учет ной став ке 10%. Оп реде ли -
те сум му, по лу чен ную вла дель цем век се ля в бан ке, ес ли число дней
в го ду при нять рав ным К = 360.

Ре ше ние
S = 10 000 руб.; d = 0,1; t = 60 дней; K = 360.
На хо дим сум му, по лу чен ную вла дель цем век се ля

P = 100000 · 1 – 0,1 · = 98333 руб. 33 коп.

При мер 6.17. Да та по га ше ния дис конт но го век се ля — 22 ию ля
те ку ще го го да. Оп ре де ли те вы куп ную це ну и дис конт на 2 ию ля
век се ля но ми на лом 100 млн руб., ес ли век сель ная став ка со ставля -
ет 40% го до вых, а чис ло дней в го ду при нять за 360.

Ре ше ние
S = 100000 000 руб.; d = 0,4; t = 20 дней; K = 360.
Оп ре де ля ем вы куп ную це ну дис конт но го век се ля

P = S – D = S · 1 – d = 100000000 · 1 – · =

= 97777777 руб. 78 коп.
При мер 6.18. Опе ра ция, свя зан ная с по куп кой и по сле ду ю щей

про да жей об ли га ций, долж на при не с ти че рез 3 го да при быль
в 100000 руб. Оп ре де ли те со вре мен ную цен ность этой сум мы по
слож ной го до вой учет ной став ке dс = 30%.

Ре ше ние.
S = 100000 руб.; dс = 0,3; n = 3, тог да со вре мен ная цен ность при -

бы ли

Р = S(1 – dc)
n = 100000(1 – 0,3)3 = 34300 руб.

При мер 6.19. Кли ент име ет век сель на 10000 руб., ко то рый он
хочет учесть 01.03 в бан ке по слож ной учет ной став ке, рав ной 7%.
Ка кую сум му он по лу чит, ес ли срок по га ше ния век се ля 01.08?
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про цен ты на чис ля ют ся в на ча ле ин тер ва ла на чис ле ния и за -
ем щик по лу ча ет сум му Р за вы че том про цент ных де нег D из
сум мы кре ди та S, подле жа ще го к воз вра ту. По это му при про -
ве де нии опе ра ции по простой учет ной став ке d сле ду ет поль -
зо вать ся фор му лой

S = ;

при про ве де нии опе ра ции по слож ной учет ной став ке dc

S = ,

где dc — от но си тель ная ве ли чи на слож ной учет ной став ки.
От ку да мож но най ти дру гие по ка за те ли опе ра ции:

n = ;   dc = 1 – .

Вы год ность ме то да на чис ле ния про цен тов по учет ной
став ке для кре ди то ра или за ем щи ка за ви сит от ве ли чи ны
про цент ной став ки и сро ка кре ди та.

В фи нан со вых опе ра ци ях ис поль зу ет ся и но ми наль ная
го довая учет ная став ка f, по ко то рой при на чис ле нии про -
цен тов m раз в го ду мож но оп ре де лить по формуле

S = .

От сю да на хо дим сле ду ю щие фор му лы рас че та по ка за те -
лей опе ра ции

При не пре рыв ном на чис ле нии про цен тов по но ми наль -
ной го до вой учет ной став ке f спра вед ли во со от но ше ние

из ко то ро го на хо дим

n = ln ;   f = ln .
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В слу чае слож ной учет ной став ки

P = S(1 – dc)
n.

Тог да за пи шем урав не ние эк ви ва лент но с ти:

1 – 
mn

= S(1 – dc)
n;

1 – dc = 1 – 
mn

,

от ку да на хо дим ве ли чи ну слож ной учет ной став ки

dc = 1 – 1 – 
m

= 1 – 1 – 
3

= 0,078 = 7,8%,

ко то рая бу дет мень ше но ми наль ной.

6.4. Мо де ли фи нан со вых и то вар ных по то ков

Фи нан со вые и то вар ные по то ки яв ля ют ся со став ной и не -
отъем ле мой ча с тью прак ти че с ки лю бой сфе ры че ло ве че с кой
деятель но с ти. В ком мер ции они об ра зу ют пи та тель ную сре -
ду то варо дви же ния. В эко но ми че с кой, фи нан со вой, про из -
вод ст вен ной и дру гих сфе рах, на прав лен ных на удов ле тво ре -
ние по треб но с тей че ло ве ка, эти по то ки по рож да ют ин те рес
и объ яс ня ют смысл их су ще ст во ва ния. При ме ра ми та ких по -
то ков яв ля ют ся: оп ла та по за клю чен ным до го во рам, ко то рая
мо жет пре ду с ма т ри вать как разо вый пла теж, так и ряд вы -
плат, рас пре де лен ных во вре ме ни; пога ше ние бан ков ской за -
дол жен но с ти или ком мер че с ко го кре ди та ча с тя ми и т.п. При
этом мо жет воз ни кать це лый ряд по сле до ватель ных, на при -
мер рав но ве ли ких, пла те жей R, ко то рые и об ра зуют по ток
пла те жей в со от вет ст вии, на при мер, с кон трак та ми на по -
став ку то ва ров.

При не ко то рых пла те жах про цен ты на чис ля ют ся на на хо -
дящи е ся в обо ро те день ги. Здесь воз ни ка ют две ос нов ные за -
да чи: оп ре де лить на ра щен ную сум му по то ка пла те жей или,
на обо рот, по на ра щен ной сум ме рас счи тать ве ли чи ну от дель-
но го пла те жа. Оче вид но, в кон трак тах на по став ку то ва ров
это не об хо ди мо учиты вать во вза и мо за че тах.

Ряд по сле до ва тель ных фи нан со вых пла те жей, про из во ди -
мых че рез рав ные про ме жут ки вре ме ни, на зы ва ют ся фи нан -
со вой рен той, или ан ну и те том. Это ча ст ный слу чай по то ка
пла те жей, все чле ны ко то ро го — по ло жи тель ные ве ли чи ны.
При ме ра ми анну и те та мо гут быть ре гу ляр ные взно сы в пен -
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Ре ше ние
Срок от да ты уче та до да ты по га ше ния век се ля ра вен:

t = 31 + 30 + 31 + 30 + 31 + 1 – 1 = 153 дням;

чис ло дней в го ду K = 365 дней; S = 10000 руб.; dc = 0,07. Клиент по -
лу чит сум му

Р = S(1 – dc) = 100000(1 – 0,07) = 9700 руб. 38 коп.

При мер 6.20. Банк учи ты ва ет век сель за 2 го да до сро ка его оп -
латы по про стой учет ной став ке d = 6%. Ка кую слож ную учетную
став ку дол жен ус та но вить банк, что бы до ход бан ка ос тал ся преж -
ним?

Ре ше ние
n = 2 го да; d = 0,06.
До ход бан ка D = S – Р. При при ме не нии про стой учет ной став -

ки d

S = ; P = S(1 – nd );   D = Snd.

При при ме не нии слож ной учет ной став ки dc:

S = ; p = S(1 – dc)
n;   D = S [1 – (1 – dc)

n].

По ус ло вию до ход дол жен быть оди на ко вым, по это му долж но
вы пол нять ся со от но ше ние

Snd = S [1 – (1 – dc)
n],

сле до ва тель но,

(1 – dc)
2 = 1 – 2d;

dc = 1 – = 1 – = 0,062 = 6,2%,

т.е. слож ная учет ная став ка долж на быть не сколь ко боль ше, чем
про стая.

При мер 6.21. Банк учи ты ва ет век сель по но ми наль ной учет ной
став ке f = 8% с на чис ле ни ем про цен тов 3 ра за в год и же ла ет перей -
ти к слож ной учет ной став ке dc. Ка кой ве ли чи ны долж на быть став -
ка dc, что бы до ход бан ка не из ме нил ся?

Ре ше ние
f = 0,08; m = 3.
Обо зна чим чис ло лет n. Что бы до ход не ме нял ся, вы дан ная им

сум ма Р долж на быть оди на ко ва. В слу чае но ми наль ной учетной
став ки

P = S 1 – 
mn
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а ко эф фи ци ент на ра ще ния

kна = (1 + ic)
n–t.

Сле ду ет за ме тить, что этот ко эф фи ци ент пред став ля ет со -
бой сум му чле нов ге о ме т ри че с кой про грес сии, где пер вый
член ра вен b1 = R, а зна ме на тель q = (1 + ic) > 1. На этом ос -
но ва нии, ис пользуя фор му лу для сум мы чле нов ге о ме т ри че -
с кой про грес сии, преоб ра зу ем по лу чен ное вы ра же ние для
на ра щен ной сум мы рен ты к ви ду

S = R ,

из че го сле ду ет, что ко эф фи ци ент на ра ще ния ра вен

kна = .

Для каж до го пла те жа со вре мен ное зна че ние оп ре де ля ет ся
фор му лой

At = R .

Со вре мен ная при ве ден ная ве ли чи на всей рен ты бу дет оп -
реде лять ся вы ра же ни ем

A = At = R (1 + ic)
–t = aR,

где а яв ля ет ся ко эф фи ци ен том при ве де ния рен ты и оп ре де -
ля ет ся фор му лой для сум мы ге о ме т ри че с кой про грес сии
с па ра ме т ра ми

b1 = ;   q = ,

в со от вет ст вии с ко то рой на хо дим

a = 
t

= .

Сле до ва тель но, по лу чим вы ра же ние для при ве ден ной ве -
личи ны рен ты

A = R .
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1
———
1 + ic

1
———
1 + ic

n

Σ
t =1

n

Σ
t =1

1
—————
(1 + ic)

t

(1 + ic)
n – 1
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n – 1

————————
ic
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си он ный или дру гие фон ды, вы пла ты про цен тов по цен ным
бу ма гам, на при мер по акци ям, пла те жи за пар тии то ва ров
и т.д. Фи нан со вая рен та име ет сле ду ю щие ос нов ные ха рак те -
ри с ти ки: член рен ты Rj — ве ли чи на каж до го от дель но го пла -
те жа; ин тер вал рен ты tj — вре мен ной интер вал меж ду дву мя
пла те жа ми; срок рен ты t — вре мя от на ча ла ре а ли за ции рен -
ты до мо мен та по след не го пла те жа (бы ва ют и вечные рен ты);
про цент ная став ка для рас че та на ра ще ния или дискон ти ро ва -
ния пла те жей; S — на ра щен ная бу ду щая сум ма рен ты, вклю -
ча ю щая все чле ны по то ка пла те жей с про цен та ми на да ту по -
след ней вы пла ты; со вре мен ная (при ве ден ная) ве ли чи на
рен ты А — сум ма всех чле нов по то ка пла те жей, дис кон ти ро -
ван ная (умень шен ная) на ве ли чи ну учет ной став ки на на -
чаль ный момент вре ме ни рен ты.

Рен ты под раз де ля ют ся на по сто ян ные, ког да чле ны рен ты
рав ны R1 = R2 = R3 = ... = Rn, и пе ре мен ные.

По мо мен ту вы плат чле нов рен ты раз ли ча ют рен ты: по ст -
нуме ран до (обыч ные), в ко то рых пла те жи осу ще ств ля ют ся
в кон це со от вет ст ву ю щих пе ри о дов, и пре ну ме ран до, в ко то -
рых пла те жи про из во дят в на ча ле ука зан ных пе ри о дов.

Рас смо т рим мо де ли по то ков еже год ных пла те жей с на -
чис лени ем про цен тов на пла те жи в кон це каж до го го да (по -
ст ну ме рандо) по слож ной про цент ной став ке.

Сум ма пер во го пла те жа S1 с на ра щен ны ми на не го за весь
срок про цен та ми оп ре де ля ем из урав не ния

S1 = R(1 + ic)
n–1,

где n — ко ли че ст во пла те жей ве ли чи ной R.
Для вто ро го пла те жа, для ко то ро го про цен ты на чис ля ют -

ся на один год мень ше, со от вет ст вен но по лу чим

S2 = R(1 + ic)
n–2.

Для тре ть е го пла те жа на ра щен ная сум ма со ста вит

S3 = R(1 + ic)
n–3.

На по след ний пла теж, про из ве ден ный в кон це по след не го
n-го го да, про цен ты не на чис ля ют ся

Sn = R(1 + ic)
n–n = R,

тог да для всей на ра щен ной сум мы рен ты по лу чим

S = St = R(1 + ic)
n–t = R (1 + ic)

n–t,
n

Σ
t =1

n

Σ
t =1

n

Σ
t =1
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Со вре мен ная ве ли чи на

A = R .

Об щий слу чай: пла те жи (p) раз в год с на чис ле ни ем про -
цен тов (m) раз в год.

На ра щен ная сум ма

S = (p � m).

Со вре мен ная ве ли чи на:

A = .

При мер 6.22. Вклад чик в кон це каж до го ме ся ца вкла ды ва ет
в банк 1000 руб. Про цен ты на чис ля ют ся еже ме сяч но по но ми наль -
ной го до вой став ке слож ных про цен тов, со став ля ю щей 12%. Опре -
де ли те на ра щен ную сум му на сче те вклад чи ка че рез 2 го да.

Ре ше ние
R = 1000; n = 2ic; m = 12; io = j/m = 12%/12 = 1% = 0,01;

S = R = 1000 = 105[(1,01)24 – 1] =

100 000 · [(1,01)24 – 1] = 100 000 · (1,2697346 – 1) =

= 26 973 руб. 46 коп.

Ес ли бы вклад чик толь ко на кап ли вал (до ма), не вклю чая в обо -
рот день ги, то на ра щен ная сум ма со ста ви ла бы все го 24000 руб. =
= 1000 · 24.

Дру гая за да ча, об рат ная этой, за клю ча ет ся в вы чис ле нии регу -
ляр ных пла те жей фи нан со вой рен ты R по за дан ной ве ли чи не на ра -
щен ной сум мы S.

При мер 6.23. Вклад чик же ла ет на ко пить в те че ние двух лет
в банке 30000 руб., про из во дя еже ме сяч ные рав ные вкла ды по
слож ной но ми наль ной го до вой став ке 12%. Оп ре де ли те сум му еже -
месяч но го вкла да при ус ло вии, что про цен ты на чис ля ют ся еже ме -
сяч но.

Ре ше ние
S = 30000; n = 2; j = 12%; ic = 0,01, m = 12. Сум ма еже ме сяч но го

вкла да со ста вит

R = = = =

= 1112 руб. 20 коп.

300
———————
0,2697346

30000 · 0,01
———————————
(1 + 0,01)24 – 1

Sic————————
(1 + ic)

nm – 1

(1 + 0,01)24 – 1
——————————

0,01

(1 + ic)
nm – 1

————————
ic

1 – (1 + j/m)–mn

———————————
(1 + j/m)m/p –1

⎫
⎭

R
—
p

⎧
⎩

(1 + j/m)mn –1
——————————
(1 + j/m)m/p –1

⎫
⎭

R
—
p

⎧
⎩

1 – (1 + j/m)–nm

———————————
j
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По лу чен ные мо де ли поз во ля ют оп ре де лить, на при мер, ве -
личи ну от дель но го пла те жа

R = = = .

Ес ли пла те жи вы пла чи ва ют ся р раз в год, а го до вой пла -
теж ра вен R, а про цен ты на чис ля ют ся m раз в год, то на ра -
щен ная сумма рен ты со ста вит:

S = .

Со вре мен ную ве ли чи ну рен ты мож но оп ре де лять так:

A = .

В за ви си мо с ти от ис ход ных дан ных при ре ше нии каж дой
зада чи фор ми ру ет ся со от вет ст ву ю щий на бор мо де лей для
оп ре деле ния зна че ний по ка за те лей кон трак та.

Го до вая рен та (р = 1), на чис ле ние про цен тов m раз
в год.

На ра щен ная сум ма

S = R (p = 1, m).

Со вре мен ная ве ли чи на

A = R (p = 1, m).

Рен та (р) вы пла чи ва ет ся раз в год, на чис ле ние про цен -
тов — один раз в год (m = 1)

На ра щен ная сум ма

S = (p, m = 1).

Со вре мен ная ве ли чи на

A = .

Рен та (p) вы пла чи ва ет ся раз в год и сов па да ет с на чис -
ле ни ем про цен тов раз в год (m = p).

На ра щен ная сум ма

S = R (p = m).

⎫
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I7 = 18R · 0,0075 = 111,38 долл.
I8 = 17R · 0,0075 = 105,19 долл.
I9 = 16R · 0,0075 = 99 долл. 
I10 = 15R · 0,0075 = 92,81 долл.
I11 = 14R · 0,0075 = 86,62 долл.
I12 = 13R · 0,0075 = 80,44 долл.
I13 = 12R · 0,0075 = 74,25 долл.
I14 = 11R · 0,0075 = 68,06 долл.
I15 = 10R · 0,0075 = 61,88 долл.
I16 = 9R · 0,0075 = 55,69 долл.
I17 = 8R · 0,0075 = 49,5 долл.
I18 = 7R · 0,0075 = 43,31 долл.
I19 = 6R · 0,0075 = 37,13 долл.
I20 = 5R · 0,0075 = 30,94 долл.
I21 = 4R · 0,0075 = 24,75 долл.
I22 = 3R · 0,0075 = 18,56 долл.
I23 = 2R · 0,0075 = 12,38 долл.
I24 = 1R · 0,0075 = 6,19 долл.
7. Сум ма про цент ных пла те жей со ста вит:

IΣ = (I1 + I2 + ... + I24) = 0,0075R(1 + 2 + ... + 24) = 1856,25 долл.
8. Сум ма еже ме сяч но го пла те жа:

Rобщ = R + Iср = 825 + 77,34 = 902,34 долл.
9. Сум ма, по тра чен ная на при об ре те ние ав то мо би ля:

Sобщ = сум ма кре ди та + пер во на чаль ный взнос +

+ на чис лен ный процент + ко мис сия =
= 19800 + 4400 + 1856,25 + 200 = 26256,25 долл. 

За поль зо ва ние кре ди том при дет ся за пла тить 1856,25 + 200 =
= 2056,25 долл., что со ста вит 10,38% от сум мы кре ди та.

При мер 6.27. Взят ипо теч ный кре дит на квар ти ру сто и мо с тью
350000 долл., пер во на чаль ный взнос — 11%, срок кре ди та — 10 лет,
про цент ная став ка — 11% в год, еже ме сяч ная ко мис сия за веде ние
ссуд но го сче та — 0,1% от пер во на чаль ной сум мы кре ди та, ра зо вая
ко мис сия за оформ ле ние ипо теч но го кре ди та — 50 долл., за оцен ку
сто и мо с ти за ло га — 120 долл., ко мис сия за от кры тие ссуд но го сче -
та — 1% от сум мы кре ди та, пла те жи еже ме сяч но равны ми сум ма ми.
Про ве с ти фи нан со вые рас че ты.

Сум ма пер во на чаль но го взно са:
Рo = Ц · 0,11 = 350000 · 0,11 = 38500 долл.

Ко мис сия за от кры тие ссуд но го сче та:
Рком = 350000 · 0,01 = 3500 долл.

Еже ме сяч ная ко мис сия за ве де ние ссуд но го сче та:
Рек = 350000 · 0,001 = 350 долл.

415

При мер 6.24. Вклад чик на ме рен по ло жить в банк сум му, что бы
его сын в те че ние пя ти лет не го сро ка обу че ния мог сни мать в конце
каж до го го да по 10000 руб. и из рас хо до вать к кон цу уче бы весь
вклад. Оп ре де ли те сум му вкла да, ес ли го до вая став ка слож ных
про цен тов — 12%.

Ре ше ние
Сум ма вкла да рав на со вре мен ной цен но с ти рен ты, со сто я щей из

пя ти пла те жей:

A = R = 10000 · =

= 1 – = = 36 047 руб. 76 коп.

При мер 6.25. За ем щик по лу чил кре дит 3 млн руб. на 5 ме ся цев
с ус ло ви ем по га ше ния дол га в кон це каж до го ме ся ца рав ны ми сроч -
ны ми пла те жа ми. На ве ли чи ну дол га на чис ля ют ся слож ные про -
цен ты по став ке 5% за ме сяц. Оп ре де ли те сум му сроч но го пла те жа.

Ре ше ние
n = 5; А = 3000000 руб.; ic = 0,05.

R = = = =

= 692924 руб. 39 коп.

При мер 6.26. На ав то мо биль Toyota Corolla сто и мо с тью 22000 долл.
взят кре дит сро ком на 2 го да, пер во на чаль ный взнос — 20%, про -
цент ная став ка — 9% го до вых, ко мис сия — 200 долл., стра ховой
взнос — 10% от сто и мо с ти ав то мо би ля, по ря док по га ше ния — еже -
ме сяч но рав ны ми пла те жа ми, про цен ты на чис ля ют ся на уменьша -
ющуюся часть дол га. Осу ще ст ви те фи нан со вые рас че ты ав токре -
дита.

1. Стра хо вой взнос: Рстр = 22000 · 0,1 = 2200 долл.
2. Пер во на чаль ный взнос: Ро = 22000 · 0,2 = 4400 долл.
3. Сум ма кре ди та: Ркр = 22000 + 2200 – 4400 = 19800 долл.
4. Ре гу ляр ный пла теж по га ше ния ос нов но го дол га: R = Ркр/24 =

= 825 долл.
5. На чис ля е мый про цент в ме сяц: 0,75%.
6. Про цент ные пла те жи на умень ша ю щий ся раз мер ос нов ного

дол га:
I1 = 24R · 0,0075 = 148,5 долл.
I2 = 23R · 0,0075 = 142,31 долл. 
I3 = 22R · 0,0075 = 136,13 долл.
I4 = 21R · 0,0075 = 129,94 долл.
I5 = 20R · 0,0075 = 123,75 долл.
I6 = 19R · 0,0075 = 117,56 долл.

3000000
———————
4,3294767

3000000 · 0,05
———————————
1 – (1 + 0,05)–5

Aic—————————
1 – (1 + ic)

–n

104(1 – 0,56742069)
—————————————

0,12

1
———
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⎤
⎥
⎦

⎡
⎢
⎣

104
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1 – (1 + 0,12)–5
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–n

————————
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• сред няя сум ма про цен тов в се местр

Iср = IΣ/10 = 33893,75 руб.

Вто рой пе ри од. Сту дент в те че ние 5 лет оп ла чи ва ет бан ку про -
цен ты еже ме сяч но:

• сум ма ре гу ляр но го пла те жа по га ше нию сум мы кре ди та

R = Ркр/(12 · 5) = 725000/60 = 12083 руб.;

• про цен ты по ме ся цам на умень ша ю щу ю ся часть дол га:
I1 = 60 · R · 17%/(100% · 12) = 725000 · 0,014 = 10270 руб.,
I2 = 59 · R · 0,014 = 10099,38 руб.,
I3 = 58 · R · 0,014 = 9928,2 руб.,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
I59 = 2 · R · 0,014 = 342,4 руб.,
I60 = R · 0,014 = 171,2 руб.;
• сум ма про цен тов за 5 лет

IΣ = · 60 = · 60 = 313236 руб.;

• сум ма про цен тов в ме сяц

Iср = IΣ/60 = 5220,6 руб.;

• сум ма ре гу ляр но го пла те жа

RΣ = R + Iср = 12083 + 5220,6 = 17303,6 руб.

Та ким об ра зом, за кре дит в раз ме ре 725000 руб.сту дент за пла -
тил за 10 лет про цен ты в раз ме ре 652173,5 руб. = 338937,5 + 313236,
что со став ля ет 90% от сум мы кре ди та.

При мер 6.29. Выполните фи нан со вые рас че ты  кре дит ной опе -
ра ции по при об ре те нию ав то мо би ля Nissan Almera сто и мо с тью
402900 руб., срок кре ди та — 2 го да, про цент ная став ка — 12,5%  го -
до вых, пер во на чаль ный взнос — 20% сто и мо с ти ав то мо би ля, стои -
мость стра хов ки — 124393 руб., ко мис си он ный сбор — 6000 руб.

Фи нан со вые рас че ты:
• сум ма пер во на чаль но го взно са

Ро = Ц · 0,2 = 402900 · 0,2 = 80508 руб.;

• сум ма кре ди та

Ркр = Ц – Ро + Сстр + Kком = 402900 – 80508 + 124393 + 6000 =
= 452785 руб.;

• сум ма ре гу ляр но го еже ме сяч но го пла те жа при m = 12, n = 2
R = Рко : (m · n) = 402900 : (12 · 2) = 18866,04 руб.;

• про цен ты на умень ша ю щу ю ся часть дол га оп ре де ля ют ся по
фор му ле

It = Ркр : (m · n) · (I : m) · (mn – t + 1)= R · (I : m) · (mn – t + 1);

10270 + 171,2
—————————

2

I1 + I60—————
2
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Сум ма кре ди та:
Ркр = Ц – Рo = 350000 – 38500 = 311500 долл.

Сум ма еже ме сяч но го пла те жа по кре ди ту:
R = Pкр : 10 · 12 = 311500 : 120 = 2596 долл.

Об щая сум ма про цен тов:

IΣ = · 452 = R · · · 120 = 172763,80 долл.

Сред няя сум ма пла те жей в ме сяц:
Iср = 17276368/120 = 1439,6 долл.

Сум ма еже ме сяч но го пла те жа:
R = R + Iср +Pком = 2596 + 1439,60 + 350 = 4385,6 долл.

Об щая сум ма за трат по кре ди ту:
S = Ркр + IΣ + 120 · Рек + Рком + 50 + 120 = 311500 + 172763,80 +

+ 3500 + 50 + 120 = 487933,80 долл.
Sопл = IΣ + Рком +120Рек + 50 + 120 = 21493,3 долл.

Та ким об ра зом, сум ма оп ла ты кре дит ной опе ра ции со став ляет
44,05% сум мы кре ди та.

Сле ду ет за ме тить, что не об хо ди мо за ст ра хо вать квар ти ру поку -
па те ля и не об хо ди мые за тра ты.

При мер 6.28. Выполните фи нан со вые рас че ты по «Об ра зо ватель-
но му кре ди ту». Обу че ние — 145000 руб. в год на со ци о ло ги ч ском
фа куль те те МГУ в те че ние 5 лет. Во вре мя обу че ния взи мают ся
толь ко про цен ты по се ме с т рам, на ус ло ви ях 17% го до вых, а в те че -
ние по сле ду ю щих 5 лет еже ме сяч ное по га ше ние дол га и про цен тов.

Пер вый пе ри од — льгот ный. В те че ние 5 лет обу че ния на счет
уни вер си те та по сту па ют в на ча ле каж до го се ме с т ра из бан ка регу -
ляр ные пла те жи R = 72500 руб., а сту дент в кон це каж до го семе с т -
ра вы пла чи ва ет про цен ты на на ра с та ю щий долг:

• про цен ты по се ме с т рам:
I1 = R · i %/(2 · 100%) = 72500 · 17%/(100% · 2) = 6162,5 руб.,
I2 = 2R · 0,085 = 145000 · 0,085 = 12325 руб.,
I3 = 3R · 0,085 = 18487,5 руб.,
I4 = 4 · I1= 24650 руб.,
I5 = 5 · I1 = 30812,5 руб.,
I6 = 6 · I1 = 36975 руб.,
I7 = 7 · I1 = 43137,5 руб.,
I8 = 8 · I1 = 493008 руб.,
I9 = 9 · I1 = 55462,50 руб.,
I10 = 10 · I1 = 61625 руб.;
• сум ма про цен тов за 5 лет обу че ния

IΣ = · 10 = · 10 = 338937,50 руб.;
I1 + I10—————

2

6162,50 + 61625
———————————

2

1 + 120
—————

2

i
––
12

I1 + I120—————
2
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На этом ос нова нии не об хо ди мо ус та но вить ко ли че ст вен ные
со от но ше ния по оп ре де ле нию вли я ния ин фля ции на по ка за -
те ли фи нан со во-коммер че с ких опе ра ций.

Сле ду ет за ме тить, что ес ли на блю да ет ся об щее сни же ние
цен, то про ис хо дит де ф ля ция.

Все по ка за те ли фи нан со во-ком мер че с ких опе ра ций мож -
но раз де лить на две груп пы: но ми наль ные, рас счи тан ные в те -
ку щих це нах, и ре аль ные, учи ты ва ю щие вли я ние ин фля ции,
рас счи танные в со по с та ви мых це нах ба зо во го пе ри о да.

Для оцен ки упо мя ну тых про цес сов фор ми ру ют оп ре де -
ленный на бор то ва ров и ус луг, на зы ва е мый по тре би тель ской
кор зиной, и фик си ру ют из ме не ния ее сто и мо с ти в раз лич ные
мо мен ты вре ме ни.

Со став по тре би тель ской кор зи ны ма те ма ти че с ки мож но
пред ста вить в ви де n-мер но го век то ра то ва ров:

X = (x1, x2, x3, ..., xi, ..., xn),

где хi — ко ли че ст во i-го ви да то ва ра или ус лу ги в кор зи не;
n — ко ли че ст во то ва ров и ус луг по тре би тель ской кор зи ны.

В ба зо вом пе ри о де t0 це ны со ста ва по тре би тель ской кор -
зи ны мож но пред ста вить в ви де n-мер но го век то ра

P0 = (P1
0, P2

0, P3
0, ..., Pn

0),

а в ана ли зи ру е мом пе ри о де tj — со от вет ст вен но век то ром

Pj = (P1
j
, P2

j
, P3

j
, ..., Pn

j
).

Тог да сто и мость по тре би тель ской кор зи ны опи сы ва ет ся
скаляр ным про из ве де ни ем этих век то ров:

S = P · X .

Сто и мость кор зи ны в ба зо вом пе ри о де t0 со ста вит

S0 = P1
0x1 + P2

0x2 + ... + Pi
0xi + ... + Pn

0xn = Pi
0xi,

а в ана ли зи ру е мом пе ри о де tj

Sj = P1
j
x1 + P2

j
x2 + ... + Pi

j
xi + ... + Pn

j
xn = Pi

j
xi.

На этом ос но ва нии по ла га ют, что из ме не ние (рост или па -
дение) по тре би тель ских цен оп ре де ля ет ся без раз мер ным по -
ка за телем, на зы ва е мым ин дек сом ин фля ции, ко то рый по ка -
зы ва ет, во сколь ко раз вы рос ли це ны:

Iи = ,
Sj––
S0

n

Σ
i =1

n

Σ
i =1

419

• сум ма про цен тов за 2 го да

IΣ = · 24 = I24 · · 24 = R · (I : m) · 25 · 12 =

= 18866,04 · 300 = 58956,38 руб.;
• сред ний пла теж про цен тов в ме сяц —

Iср = = = 2456,5 руб.;

• еже ме сяч ный ре гу ляр ный пла теж —
Rср = R + Iср = 18866,04 + 2456,5 = 21322,55 руб.

Та ким об ра зом, оп ла та за поль зо ва ние кре ди том 58956,38 руб.
со ста вит 13% сум мы кре ди та.

6.5. Мо де ли ин фля ции в ком мер че с ких опе ра ци ях
Ин фля ция ха рак те ри зу ет ся обес це не ни ем на ци о наль ной

валю ты, сни же ни ем ее по ку па тель ной спо соб но с ти и об щим
по выше ни ем цен в стра не.

Рас смо т рим связь не ко то рых важ ных эко но ми че с ких по -
ка зате лей. До пу с тим, M — об щее ко ли че ст во де нег, V — ско -
рость их об ра ще ния (сколь ко раз каж дый рубль, дол лар, ев -
ро уча ст ву ет в рас че тах в сред нем за год), Y — на ци о наль ный
про дукт или до ход (на ци о наль ный про дукт — все го то вые то -
ва ры и ус лу ги, про из веден ные в эко но ми че с кой си с те ме
в сто и мо ст ном вы ра же нии; наци о наль ный до ход — все вы пла -
ты, по лу чен ные до маш ни ми хо зяйства ми: за ра бот ная пла та,
рен та, при быль; на ци о наль ный продукт и на ци о наль ный до -
ход чис лен но рав ны), P — уро вень цен (сред нее взве шен ное
зна че ние цен го то вых то ва ров и ус луг, вы ражен ное от но си -
тель но ба зо во го по ка за те ля, при ня то го за еди ницу). Свя зы -
вая все эти ве ли чи ны, по лу чим урав не ние де неж но го об ра -
ще ния — ос нов ное урав не ние клас си че с кой ко ли че ст вен ной
те о рии де нег, так на зы ва е мое урав не ние об ме на Фи ше ра:
MV = PY. Лю бая из пе ре мен ных M, V, P, Y мо жет рас сма т ри -
вать ся как функ ция трех ос таль ных.

На при мер, P = MV/Y, от ку да сле ду ет, что ес ли Гос банк
уве личит чис ло де нег М в об ра ще нии в 2 ра за (до пол ни тель но
день ги на пе ча та ют), то и це ны воз ра с тут в 2 ра за (при ус ло -
вии, что осталь ные ве ли чи ны, т.е. V и Y, ос та нут ся не из мен -
ны ми). Та кие дей ст вия ча ще все го и есть при чи на ин фля ции.

При на ли чии ин фля ции ин ве с тор мо жет по те рять часть
до хода, а за ем щик мо жет вы иг рать за счет по га ше ния за дол -
жен но с ти день га ми сни жен ной по ку па тель ной спо соб но с ти.

IΣ———
m · n

58956,38
——————

2 · 12

I1 + I24—————
2

1 + 24
————

2
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Сле ду ет за ме тить, что при ра вен ст ве зна че ний тем пов ин -
фляции на всех ин тер ва лах

α0, 1 = α1, 2 = α2, 3 = α3, 4 = ... = αN–1, N = α1,

ин декс ин фля ции оп ре де ля ет ся по фор му ле

Iи = (1 + α1)N.

Рас смо т рим раз лич ные ва ри ан ты на чис ле ния про цен тов
с уче том ин фля ции.

Для про стых про цен тов обо зна чим iα став ку про цен тов,
учиты ва ю щую ин фля цию. Тог да для на ра щен ной сум мы
име ем выра же ние

Sα = P(1 + niα).

Кро ме то го, ес ли вос поль зо вать ся урав не ни ем свя зи Sα с S
через ин декс ин фля ции:

Sα = S · Iи = P(1 + ni)Iи,

то мож но за пи сать та кое урав не ние
Р(1 + niα) = Р(1 + ni)Iи,

от ку да по лу чим мо дель оп ре де ле ния став ки про стых про цен -
тов, учи ты ва ю щей ин фля цию и ком пен си ру ю щей по те ри,
на зы ваемой брут то-став кой:

iα = = ,

от ку да для n = 1 по лу чим урав не ние Фи ше ра:
iα = i + α + iα.

Ре аль ная до ход ность опе ра ции по став ке про стых про цен -
тов при за дан ных iα и Iи оп ре де ля ет ся по фор му ле

i = .

Для слож ных про цен тов ана ло гич но за пи шем два вы ра -
же ния

Sα = P(1 + icα)n;    Sα = P(1 + ic)
n · Iи,

от ку да слож ная став ка, учи ты ва ю щая ин фля цию, рав на

icα = (1 + ic) – 1,

Тог да фак ти че с кое зна че ние став ки рав но

c c
c

и

1 1
1 1,

1nn

i i
i

I

n���Iи

niα + 1 – Iи———————
nIи

(1 + ni)(1 + α) – 1
————————————

n

(1 + ni)Iи – 1
—————————

n
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а от но си тель ная ве ли чи на уров ня ин фля ции есть темп ин ф -
ля ции

α = α0, j = = = Iи – 1,

от ку да сле ду ет, что ин декс ин фля ции ра вен

Iи = 1 + α.

Уро вень ин фля ции оп ре де ля ют в про цен тах

α% = · 100%.

Ин декс ин фля ции по ка зы ва ет, во сколь ко раз вы рос ли
це ны, а уро вень ин фля ции — на сколь ко про цен тов вы рос ли
це ны за рас сма т ри ва е мый пе ри од. При про ве де нии ис сле до -
ва ния стоимость по тре би тель ской кор зи ны фик си ру ет ся че -
рез рав ные проме жут ки вре ме ни: t0, t1, t2, t3, ..., ti, ..., tN, что
мож но за пи сать таким об ра зом — S0, S1, S2, S3, ..., Si, ..., SN.

Ана ло гич но для тем пов ин фля ции на этих ин тер ва лах

α0, 1, α1, 2, α2, 3, ..., αl–1, l, ..., αN–1, N.

Тог да мож но за пи сать сле ду ю щие урав не ния свя зи меж ду
чле на ми ря да

S1 = S0(1 + α0, 1);   S2 = S1(1 + α1, 2);   S3 = S2(1 + α2, 3).

По сле со от вет ст ву ю щих под ста но вок по лу чим

S3 = S0(1 + α0, 1)(1 + α1, 2) (1 + α2, 3).

На этом ос но ва нии не труд но за пи сать вы ра же ние для оп ре-
деле ния сто и мо с ти по тре би тель ской кор зи ны в об щем ви де

SN = S0 (1 + αl–1,  l),

тог да ин декс ин фля ции за весь пе ри од бу дет ра вен

Iи = = (1 + αl–1,  l).

По сколь ку ин декс ин фля ции свя зан с тем пом ин фля ции
выра же ни ем

Iи = 1 + α,

то темп ин фля ции за весь пе ри од бу дет ра вен

α = Iи – 1 = (1 + αl–1,  l) – 1.⎧
⎩

N

Π
l =1

⎫
⎭

SN——
S0

N

Π
l =1

N

Π
l =1

Sj – S0————
S0

⎫
⎭

⎧
⎩

ΔS
——
S0

Sj – S0————
S0
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При мер 6.32. Банк вы дал кли ен ту кре дит на один год в раз ме ре
2 тыс. руб. по став ке 6% го до вых. Уро вень ин фля ции за год со ста -
вил 40%. Оп ре де ли те с уче том ин фля ции ре аль ную став ку про цен -
тов по кре ди ту, по га ша е мую сум му и сум му про цен тов за кре дит.

Ре ше ние
Р = 2000 руб.; i = 0,06; α = 0,4; п = 1.
Сум ма по га ше ния кре ди та с про цен та ми без уче та ин фля ции со -

ста вит

S = P(1 + ni) = 2000 · (1 + 0,06) = 2120 руб.;

сум ма про цен тов

Pni = 2000 · 1 · 0,06 = 120 pyб.;

воз вра ща е мая сум ма с про цен та ми, при ве ден ная к мо мен ту оформ -
ле ния кре ди та с уче том ин фля ции,

Pα = = = = 1514 руб. 29 коп.;

ре аль ный до ход бан ка

Д = Pα – Р = 1514,29 – 2000 = –485 руб. 71 коп.,

что сви де тель ст ву ет об убыт ке этой опе ра ции.
Что бы обес пе чить до ход ность бан ку в раз ме ре 6% го до вых, став -

ка про цен тов по кре ди ту с уче том ин фля ции долж на быть рав на:

iα = = i + α + iα = 0,06 + 0,4 + 0,06 · 0,4 = 0,484;

iα% = 48,4%;

по га ша е мая сум ма долж на со став лять

Sα = P(1 + iα) = 2000 · (1 + 0,484) = 2968 руб.;

ре аль ный до ход бан ка

Д = Pα – Р = – P = – 2000= 120 руб.,

что обес пе чит ре аль ную до ход ность опе ра ции 6% го до вых.

При мер 6.33. Вклад 1000 руб. по ло жен в банк на пол го да с еже -
месяч ным на чис ле ни ем слож ных про цен тов по но ми наль ной став -
ке 120% го до вых. Оп ре де ли те ре аль ный до ход вклад чи ка, ес ли ожи-
да е мый еже ме сяч ный уро вень ин фля ции — 15%.

Ре ше ние
Р = 1000 руб.; n = 0,5; т = 12; j = 1,2; α = 0,15.
Ин декс ин фля ции за пол го да со ста вит

Iи = (1 + α)6 = (1 + 0,15)6 = 2,313;

2968
———
1,4

Sα––
Iи

(1 + ni)(1 + α) – 1
————————————

n

2120
———
1,4

S
———
1 + α

S
––
Iи
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по не му мож но срав ни вать iсα и α (боль ше, рав но, мень ше),
прово дить эко но ми че с кий ана лиз эф фек тив но с ти вло же ний
и ус тано вить, по гло ща ет ся ли до ход ин фля ци ей или про ис -
хо дит ре альный при рост вло жен но го ка пи та ла, а не убы ток.

При на чис ле нии про цен тов не сколь ко раз в го ду за пи шем
анало гич ные мо де ли для но ми наль ной став ки слож ных про -
цен тов:

S = P 1 + 
mn

;   S = P 1 + 
mn

· Iи,

от ку да по лу чим вы ра же ние для но ми наль ной слож ной про -
центной став ки, учи ты ва ю щей ин фля цию:

jα = m 1 + – 1 ,

а так же урав не ние для оп ре де ле ния фак ти че с кой но ми наль -
ной став ки:

j = m – 1 ,

При ве ден ные мо де ли поз во ля ют про во дить вза и мо ра с че -
ты с кли ен та ми в кон трак тах с уче том ин фля ции.

При мер 6.30. Оп ре де ли те ожи да е мый уро вень ин фля ции за год
при еже ме сяч ном уров не ин фля ции 6%.

Ре ше ние
α% = 6%, α = 0,06, N = 12.
Ин декс ин фля ции за год со ста вит

Iи = (1 + α)N = (1 + 0,06)12 = 2,012;

уро вень ин фля ции за год

α = Iи – 1 = 2,012 – 1 = 1,012;   α% = 101,2%.

При мер 6.31. Оп ре де ли те уро вень ин фля ции за пол го да, ес ли
уров ни ин фля ции по ме ся цам со ста ви ли со от вет ст вен но 10, 15, 12,
9, 4, 13%.

Ре ше ние
Ин декс ин фля ции за пол го да со став ля ет

Iи = (1 + α1)(1 + α2)(1 + α3)(1 + α4)(1 + α5)(1 + α6) =
= (1 + 0,1)(1 + 0,15)(1 + 0,12)(1 + 0,09)(1 + 0,14)(1 + 0,13) =

= 1,1 · 1,15 · 1,12 · 1,09 · 1,14 · 1,13 = 1,989;

темп и уро вень ин фля ции за пол го да со от вет ст вен но со став ля ют
α = Iи – 1 = 1,989 – 1 = 0,989;   α% = 98,9%.

и

1

mn

j
m

I

⎤
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

mn���Iи
j

—
m

⎡
⎢
⎣

⎫
⎭

⎧
⎩

⎫
⎭

j
—
m

⎧
⎩

⎫
⎭

jα––
m

⎧
⎩

422



Меж ду эти ми по ка за те ля ми су ще ст ву ет связь, ко то рая
на ходит ся пу тем сов ме ст но го ре ше ния этих урав не ний, от ку -
да мож но по лу чить сле ду ю щие мо де ли:

i = ;   d = .

В опе ра ци ях ино гда вме с то дис кон та ис поль зу ют дис конт-
фак тор, оп ре де ля е мый по фор му ле

V = 1 – d = = .

Для оп ре де ле ния вы год но с ти опе ра ции ис поль зу ют срав -
нитель ную до ход ность, ко то рая на ос но ве до пу ще ния о ра вен-
ст ве фи нан со вых ре зуль та тов раз лич ных ва ри ан тов про ве де ния
опера ций при во дит к по ня тию эк ви ва лент ных про цент ных
ста вок про стых или слож ных про цен тов. Это поз во ля ет по -
лу чить инстру мент кор рект но го срав не ния опе ра ций.

Эк ви ва лент ные став ки да ют оди на ко вые фи нан со вые ре -
зульта ты или на ра щен ные сум мы S на рав ных про ме жут ках
вре ме ни n.

Для этих це лей ис поль зу ют ба зо вые мо де ли вы чис ле ния
нара щен ных сумм про цент ных ста вок:

S = P(1 + ni);   S = ;

S = P(1 + ic)
n;   S = ;

S = P 1 + 
mn

;   S = .

На этом ос но ва нии мож но в обоб щен ном ви де на пи сать
моде ли свя зи воз мож ных ва ри ан тов со че та ния эк ви ва лент -
ных ставок:

• эк ви ва лент ные став ки про стых про цен тов

iэ = ϕ(ic);   iэ = ϕ( j);   iэ = ϕ(d);   iэ = ϕ(dc);   iэ = ϕ(f);

• эк ви ва лент ные став ки слож ных про цен тов

icэ = ϕ(i);   icэ = ϕ( j);   icэ = ϕ(d);   icэ = ϕ(dc);   icэ = ϕ(f);

• эк ви ва лент ные но ми наль ные став ки слож ных про цен тов

jэ = ϕ(i);   jэ = ϕ( ic);   jэ = ϕ(d);   jэ = ϕ(dc);   jэ = ϕ(f);

• эк ви ва лент ные про стые учет ные став ки про цен тов

dэ = ϕ(i);   dэ = ϕ(ic);   dэ = ϕ(d);   dэ = ϕ(dc);   dэ = ϕ(f);

P
————————
(1 – f/m)mn

⎫
⎭

j
—
m

⎧
⎩

P
——————
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n

P
————
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1
———
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P
—
S

i
———
1 + i

d
———
1 – d
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уро вень ин фля ции

α = Iи – 1 = 2,313 – 1,0 = 1,313;   α% = 131,3%;

на ра щен ная сум ма вкла да с про цен та ми

S = P 1 + 
mn

= 1000 · (1 + 0,1)6 = 1771 руб. 56 коп.;

сум ма вкла да с про цен та ми, при ве ден ная к мо мен ту его оформ ле -
ния,

Pα = = = 765 руб. 91 коп.;

ре аль ный до ход вклад чи ка со ста вит

Д = Pα – Р = 765,91 – 1000 = –234 руб. 9 коп.,

сле до ва тель но, вклад чик по не сет убыт ки с по зи ций по ку патель ной
спо соб но с ти по лу ча е мой сум мы в бан ке.

6.6. Мо де ли срав не ния 
фи нан со во-ком мер че с ких опе ра ций

Для вы бо ра из раз лич ных схем фи нан со во-ком мер че с кой
опе ра ции на и бо лее вы год ной не об хо ди мо про во дить их срав -
нение. Юри ди че с кие или фи зи че с кие ли ца, уча ст ву ю щие
в опе рации (сдел ке), долж ны яс но пред став лять ее ре зуль та -
ты, оце нить вы го ду, оп ре де лить до ход ность или эф фек тив -
ность.

Про стей шим ви дом фи нан со во-ком мер че с кой опе ра ции
явля ет ся од но крат ное пре до став ле ние кре ди то ром в долг то -
ва ра на сум му или сум мы Р за ем щи ку (де би то ру) с ус ло ви ем,
что че рез не ко то рое вре мя п бу дет воз вра ще на сум ма S. Для
оцен ки эф фектив но с ти та кой опе ра ции мож но ис поль зо вать
сле ду ю щие по каза те ли:

• от но си тель ный рост, от но си тель ную ве ли чи ну став ки
процен та, на зы ва е мую ин те ре сом:

i = ;

• от но си тель ную скид ку, или дис конт:

d = .

Эти по ка за те ли ха рак те ри зу ют при ра ще ние ка пи та ла кре -
дито ра, от не сен ное ли бо к пер во на чаль ной сум ме (ин те рес),
ли бо к ко неч ной сум ме (дис конт).
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по лу чим урав не ние эк ви ва лент но с ти

P(1 + ni) = P(1 + ic)
n,

из ко то ро го сле ду ет оп ре де ле ние эк ви ва лент ной став ки про -
стых про цен тов

iэ = ,

или эк ви ва лент ной став ки слож ных про цен тов

icэ = – 1.

При на чис ле нии слож ных про цен тов переходим к сле ду -
ю щему урав не нию эк ви ва лент но с ти:

(1 + ic)
n = 1 + 

mn

,

от ку да по лу чим эк ви ва лент ную го до вую став ку слож ных
процен тов

icэ = 1 + 
m

– 1,

ко то рая оп ре де ля ет так на зы ва е мую го до вую эф фек тив ную
став ку слож ных про цен тов, эк ви ва лент ную но ми наль ной
слож ной процент ной став ке, и не за ви сит от сро ка опе ра ции n.
Cтав ка сложных про цен тов, эк ви ва лент ная слож ной учет ной
став ке, рав на:

icэ = ,

а эк ви ва лент ная — но ми наль ной слож ной учет ной про цент -
ной став ке

icэ = 1 – 
–m

– 1.

Эти по ка за те ли не об хо ди мы для оцен ки до ход но с ти фи -
нансо вых опе ра ций и для срав не ния раз лич ных про цент ных
ста вок, что в ко неч ном ито ге поз во ля ет ар гу мен ти ро вать вы -
бор ва ри ан та для ин ве с ти ро ва ния ка пи та ла.

При мер 6.33. Кре дит на 2 го да по лу чен под 60%-ную но ми наль -
ную став ку слож ных про цен тов. На чис ле ние про ис хо дит ежеквар -
таль но. Оце ни те эф фек тив ность опе ра ции че рез эк ви ва лентные
про стую и слож ную став ки про цен тов.

Ре ше ние
j = 0,6; п = 2; т = 4.
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n

——————
n
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• эк ви ва лент ные слож ные учет ные став ки про цен тов

dcэ = ϕ(i);   dcэ = ϕ(ic);   dcэ = ϕ(d);   dcэ = ϕ(dc);   dcэ = ϕ(f);

• эк ви ва лент ные но ми наль ные слож ные учет ные став ки
процен тов

fэ = ϕ(i);   fэ = ϕ(ic);   fэ = ϕ( j);   fэ = ϕ(d);   fcэ = ϕ(dc).

Для на хож де ния эк ви ва лент ных ста вок со став ля ют урав -
нения эк ви ва лент но с ти по сле ду ю щим пра ви лам. Рас сма т -
ри ва ет ся ре зуль тат ин ве с ти ро ва ния ка пи та ла Р на срок п лет:

S = Р + Д,

где Д — до ход.
Эту опе ра цию мож но со по с та вить с эк ви ва лент ной опе ра -

цией вло же ния средств, на при мер, по став ке про стых про -
цен тов iэ. Тог да сум ма вло жен ных средств с про цен та ми бу -
дет рав на:

S = P(1 + niэ).

До ход по этой опе ра ции со ста вит

Д = S – P = Pniэ = Piэ ,

где t — срок опе ра ции в днях.
Сле до ва тель но, эк ви ва лент ная став ка про стых про цен тов

бу дет рав на:

iэ = = .

При уче те де неж ных обя за тельств, на при мер век се лей
с исполь зо ва ни ем учет ной став ки, до ход (дис конт) оп ре де -
ля ет ся фор му лой

Д = ndS = S – P,

от ку да эк ви ва лент ная став ка про стых про цен тов бу дет

iэ = = = .

На ос но ве ра вен ст ва двух вы ра же ний мож но со ста вить
уравне ния эк ви ва лент но с ти для дру гих со че та ний раз лич -
ных ва ри антов про цент ных ста вок. Так, на при мер, при рав -
ни вая на ра щенные сум мы при схе мах на чис ле ния про стых
и слож ных процен тов:

S = P (1 + ni);   S = P (1 + ic)
n,

nd
————
1 – nd

ndS
———————
S(1 – nd)n

Д
——————
(S – Д)n

Д · K
———

Pt

Д
——
Pn

t
—
K
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�

ic% = 56,25%;

эк ви ва лент ная но ми наль ная став ка слож но го про цен та

1 + 
mn

= �

�

j% = 47,2%;

эк ви ва лент ная слож ная учет ная став ка

= �

� dc = 1 – = 1 – (1 – 0,5 · 0,4)2 = 1 – 0,64 = 0,36;

dc% = 36%;

эк ви ва лент ная но ми наль ная учет ная став ка

= �

� f = m(1 – ) = 4 · ( 1 – ) = 0,422;

f % = 42,2%.

6.7. Мо де ли рас че та ком мер че с ких ри с ков
Ана лиз ком мер че с ких ри с ков дол жен на чи нать ся с из ло же -

ния со дер жа ния ком мер че с кой опе ра ции (рис. 6.1), раз де ле ния
ее на эта пы, оп ре де ле ния ос нов ных эко но ми че с ких по ка за те -
лей и при чин воз мож но го их от кло не ния от за пла ни ро ван -
ных, ко торые и по рож да ют ком мер че с кие ри с ки (рис. 6.2, так
называемая схема Исикавы).

Ко ли че ст вен ные ме ры ри с ка оп ре де ля ют ся аб со лют ным
или от но си тель ным уров нем по терь. В аб со лют ном вы ра же -
нии коммер че с кий риск оп ре де ля ет ся ве ли чи ной воз мож ных
по терь в ма те ри аль но-ве ще ст вен ном или де неж ном вы ра же -
нии при на личии воз мож но с ти из ме ре ния ри с ков по при чи -
нам, их оп ре деля ю щим.

Рас смо т рим при ме не ние эко но ми ко-ма те ма ти че с ких ме то -
дов и мо де лей рас че та ком мер че с ких ри с ков по за куп ке-про -
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Эк ви ва лент ная став ка про стых про цен тов рав на:

P(1 + in) = P 1 + 
mn

;   1 + in = 1 + 
mn

;

iэ = = = 1,03;   i% = 103%;

эк ви ва лент ная эф фек тив ная став ка слож ных про цен тов

P(1 + ic)
n = P 1 + 

mn

;

ic = 1 + 
m

– 1 = 1 + 
4

– 1 = 0,749;   i3 = 74,9%.

При мер 6.34. Оп ре де ли те, под ка кую став ку про цен тов вы год -
нее по ме с тить ка пи тал на 1 год: с еже ме сяч ным на чис ле ни ем 40%,
с еже квар таль ным на чис ле ни ем 120% или с еже год ным на чис лени -
ем 1000%.

Ре ше ние
До ход ность ва ри ан тов срав ни ва ем по ве ли чи не годо вых ста вок

про стых про цен тов:

i1 = 40% · 12 = 480%;   i2 = 120% · 4 = 480%;   i3 = 1000%,

оче вид но i3 > i1 = i2.
Сле ду ет за ме тить, что при ве ден ные дан ные бы ли в ре аль ной си -

ту а ции на фон до вом рын ке и, как пра ви ло, по тре ть е му ва риан ту
вклад чи ки так ни че го и не по лу чи ли (да же сво е го вкла да), а вот по
пер во му ва ри ан ту, ис поль зуя ре ин ве с ти ро ва ние по трех месяч ным
кон трак там, они по лу чи ли фи нан со вый ре зуль тат, превы ша ю щий
тре тий ва ри ант.

При мер 6.35. Срок оп ла ты дол го во го обя за тель ст ва со став ля ет
пол го да по про стой учет ной став ке 40%. Оце ни те до ход ность опе -
ра ции по эк ви ва лент ным став кам (счи тать, что но ми наль ная став -
ка на чис ля ет ся еже квар таль но).

Ре ше ние
d = 0,4; n = 0,5; т = 4.
Эк ви ва лент ная про стая став ка ссуд но го про цен та рав на:

1 + ni = � i1 = 40% · 12 = 480%;

i = = = = 0,5;   i% = 50%;

эк ви ва лент ная став ка слож но го про цен та
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Rα = Oз (1 + αi)
–1 – 1 ,

где αi — уро вень ин фля ции за i-й ме сяц; l — ко ли че ст во ме ся -
цев.

Про цент ный риск кре ди та свя зан с ин фля ци ей, про цент -
ная став ка с уче том ин фля ции оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

iα = i + α + iα,

тог да фак ти че с ки про цент ная став ка ока зы ва ет ся мень ше за -
писан ной в кон трак те и со ста вит

i = .

При этом сум ма оп ла ты по кре ди ту бу дет дру гой, оп ре де -
ляемой ин дек сом ин фля ции (Iи), и со от вет ст вен но, про цен -
ты бу дут мень ше и кре дит ный риск со ста вит

Rкр = Oз 1 + (tн – tо) ,

Риск упу щен ной вы го ды оп ре де ля ет ся сум мой и ин тер ва -
лом вре ме ни t дол га кли ен тов-по ку па те лей:

Rуп = Д(1 + βΔt)
t/Δt,

где Δt — пе ри од обо ро та од но го ка пи та ла; Д — сум ма дол га;
βΔt — ко эф фи ци ент рос та за один обо рот вло жен ных средств;
t — ин тер вал вре ме ни дол га, t = tr – t0.

Все при чи ны ком мер че с ких ри с ков в ко неч ном сче те ска -
зы вают ся на при бы ли. В свя зи с этим воз ни ка ет за да ча оп ре -
де ле ния гра ниц зон ком мер че с ко го ри с ка. Су ще ст ву ют ха -
рак те ри с ти ки шкал ри с ка по ве ли чи не ожи да е мых по терь,
ко то рые мож но ре комен до вать для оцен ки при ем ле мо с ти со -
дер жа ще го риск ре ше ния.

1. Ми ни маль ный риск, при ко то ром по те ри не ожи да ют ся.
2. Зо на до пу с ти мо го ри с ка, где по те ри мень ше ожи да е мой

при бы ли, бо´льшая гра ни ца ко то рой со от вет ст ву ет уров ню
потерь, рав но му рас чет ной при бы ли.

3. Зо на кри ти че с ко го ри с ка, в ко то рой по те ри пре вы ша ют
вели чи ну ожи да е мой при бы ли вплоть до ве ли чи ны рас чет -
ной выруч ки.

4. Зо на ка та ст ро фи че с ко го ри с ка, где по те ри пре вос хо дят
расчет ную ве ли чи ну вы руч ки и в пре де ле мо гут до стиг нуть
раз ме ра иму ще ст вен но го со сто я ния пред при я тия, т.е. при ве -
с ти к банкрот ст ву.

iα – α
————
1 + α

⎫
⎭

⎧
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————
1 + α

⎫
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⎧
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да же то ва ров оп то вым пред при я ти ем тор гов ли по ос нов ным
эта пам про ве де ния ком мер че с кой опе ра ции (см. рис. 6.1).
Ком мер ческие ри с ки про яв ля ют ся вслед ст вие не бла го при ят -
но го воз действия раз лич ных при чин (см. рис. 6.2).

Риск, свя зан ный с по вы ше ни ем за ку поч ной це ны у про из -
води те ля на то ва ры, оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

Rз = Δpз
ij q

з
ij,

где Δpз
ij — ве ли чи на из ме не ния за ку поч ной це ны i-го то ва ра

в груп пе j; qз
ij — ко ли че ст во i-го то ва ра в груп пе j; mз — ко ли -

че ст во то ва ров с из ме не ни ем це ны; nз — ко ли че ст во групп то -
ва ров с из ме не ни ем цен.

Риск по те ри ка че ст ва, на при мер, обус лов лен ус ло ви я ми
транс пор ти ров ки то ва ра мор ским пу тем в кон тей не ре в те че -
ние 45 дней, часть то ва ра мо жет быть под верг ну та воз дей ст -
вию по вышен ной влаж но с ти, что при во дит к по те ре ка че ст ва.
По сле со ответ ст ву ю щей об ра бот ки то вар по сту па ет в про да -
жу со скид кой, что при во дит к по те ре до хо да и со став ля ет ве -
ли чи ну ком мер ческо го ри с ка

Rиз = Δpij
изqij

из.

Риск по те ри то ва ра в про цес се транс пор ти ров ки и на ру -
ше ния пра вил его при ем ки оп ре де ля ет ся вы ра же ни ем

Rиз = Δpij
изqij

из.

Ком мер че с кий риск в слу чае по втор но го за ка за пар тии
то вара в том же мо дель ном ря ду при во дит к умень ше нию за -
ку поч ной це ны то ва ра

Rпз = Δpij
пзqij

пз.

Ком мер че с кий риск по при чи не из ме не ния кур са ва лю ты
за пе ри од от мо мен та по лу че ния кре ди та раз ме ром Оз и за -
куп ки дол ла ров по кур су K1 до мо мен та ре а ли за ции то ва ров
и по куп ки по дру го му кур су K2, со ста вит

RS = Oз .

Ин фля ци он ный риск за пе ри од про ве де ния всей опе ра -
ции со ста вит
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дол ла ра по от но шению к руб лю на ко нец опе ра ции со ста вил
K2 = 28 руб./долл., следо ва тель но, для воз вра та сум мы дол га
по кре ди ту в кон це опе ра ции не об хо ди мо вы де лить сум му
в руб лях Pк = PS · 28 = 7 560 000 руб., а так же на оп ла ту про -
цен тов I = 3 240 028 = 907 200 руб., что в це лом со став ля ет
Sк = Pк + I = 8 467 200 руб.

Ве ли чи на ва лют но го ри с ка по кре ди ту со ста вит:

RS = (Pк + I) = –11 200 долл., или –313 600 руб.

Уро вень ин фля ции за этот пе ри од со ста вил по этой то вар -
ной груп пе 4%, что и оп ре де ля ет ин фля ци он ный риск:

Rα = (Pк + I) (1 + αi)
–1 – 1 = –321 753 руб.,

что по кур су дол ла ра США на ко нец опе ра ции со ста вит
11 491 долл.

Ис хо дя из про цент ной став ки кре ди та 36% го до вых за пе -
ри од про ве де ния тор го вой опе ра ции 4 ме ся ца ком па нии при -
дет ся выпла тить 12% сум мы кре ди та. Сле до ва тель но, про -
цент ная став ка iα с уче том ин фля ции a за этот пе ри од (α = 4%)
ока зы ва ет ся мень ше 12%, за пи сан ной в кон трак те, по сколь ку
по фор му ле Фи ше ра iα = i + α + iα, от ку да фак ти че с кая став -
ка рав на

i = = 7,6%.

Та ким об ра зом, вся сум ма оп ла ты по кре ди ту с уче том ин ф -
ляции, при ве ден ная к мо мен ту на ча ла опе ра ции, со став ля ет

Sk
α

= = = 8 141 538 руб.

Фак ти че с ки про цен ты за кре дит со ста вят мень шую ве ли -
чи ну:

I = Sk
α

– Pk = 8141538 – 7290000 = 851 538 руб.

Риск по те ри ка че ст ва то ва ров свя зан с до став кой его мор -
ским кон тей не ром в те че ние 45 дней. Часть обу ви в ко ли че -
ст ве 2060 пар бы ла под верг ну та воз дей ст вию вла ги, что ухуд -
ши ло то варный вид обу ви, ко то рая по сту пи ла в про да жу
с 5%-ной скид кой. Это по влек ло к по те ре до хо да от про да жи
это го то ва ра

Rис = Nис(Рис – Рр) = –4120 долл.

8467200
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Каж до му уров ню ри с ка со от вет ст ву ет ве ро ят ность уров -
ня потерь, сте пе ни ри с ка и ве ро ят ность то го, что по те ри ока -
жут ся выше оп ре де лен но го уров ня. По это му не об хо ди мо оп -
ре де лить точку кри ти че с ко го объ е ма за куп ки, про из вод ст ва,
за ка зов, ре а ли зации, в ко то рой при быль рав на ну лю, по -
сколь ку в ней до ход от про даж по кры ва ет толь ко пе ре мен -
ные (Зпер) и фик си ро ван ные (Зпост) из держ ки об ра ще ния

П – [О – (Зпост + Зпер)] = 0.

Учи ты вая пе ре мен ные из держ ки по каж дой груп пе то ва -
ров на еди ни цу Зij, по лу чим сле ду ю щее урав не ние:

П = pij xij – Зпост + Зij qij .

По лу чен ное вы ра же ние поз во ля ет оп ре де лить кри ти че с -
кий объ ем про из вод ст ва, за ка за, ре а ли за ции, фик си ру ю щий
гра ни цу раз де ла ком мер че с ких ри с ков, и та ким об ра зом про -
ве с ти ана лиз бе зу бы точ но с ти опе ра ции и вы явить без ри с ко -
вую зо ну.

Про ве дем рас че ты ком мер че с ких ри с ков на при ме ре оп то -
вого пред при я тия, за ни ма ю ще го ся за куп кой обу ви у за ру -
беж но го про из во ди те ля за ва лю ту в ус ло ви ях из ме не ния ва -
лют но го кур са и ин фля ции. Про дол жи тель ность та ких
опе ра ций от на ча ла форми ро ва ния то вар но го ас сор ти мен та
се зон ной обу ви до за ка за на из го тов ле ние, по став ки, хра не -
ния и про да жи при мер но со ставля ет 4 ме ся ца.

До пу с тим, фир ма за ку па ет пар тию обу ви в ко ли че ст ве
10000 пар, вклю ча ю щую 120 мо де лей ве сен не-лет не го се зо на
муж ской и жен ской обу ви 35—45 раз ме ров сред ней сто и мо с ти
за па ру 27 долл. США. За куп лен ный то вар до став ля ет ся мор-
ским кон тей нером. На про ве де ние дан ной тор го вой опе ра ции
был оформ лен кре дит на 4 ме ся ца на сум му PS = 270 000 долл.
под про стую процент ную став ку 36% го до вых, что за 4 ме -
сяца оп ре де ля ет сум му про цен тов за поль зо ва ние кре ди том
I = 32 400 долл. Об щая сум ма вы плат кре ди та и про цен тов
в кон це опе ра ции со ста вит

SS = PS + I = PS 1 + · n = 27000 1 + · 4 = 302 400 долл.

На на ча ло опе ра ции об мен ный курс дол ла ра со став лял
K1 = 27 руб./долл., что со став ля ет сум му за куп ки то ва ра
в руб левом эк ви ва лен те Pк = 7 290 000 руб., а с уче том про -
цент ной став ки сум ма Sк рав на 8 164 800 руб. Об мен ный курс
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3. При ве ди те при мер ме ха низ ма раз ви тия фи нан со во-коммер -
че с кой опе ра ции по схе ме про стых про цен тов.

4. Ка ков ме ха низм раз ви тия ком мер че с ких опе ра ций по схеме
слож ных про цен тов?

5. Как сле ду ет учи ты вать ин фля цию в ком мер че с ких опе раци ях?
6. Как мож но ис поль зо вать век сель в ком мер че с ких опе ра ци ях?
7. По яс ни те на мо де лях ут верж де ние: сум ма, по лу чен ная се го -

дня, боль ше той же сум мы, по лу чен ной за в т ра.
8. Как сле ду ет срав ни вать фи нан со во-ком мер че с кие опе рации?

Задачи
Про стые про цен ты

1. По ст рой те таб ли цы и гра фи ки из ме не ния ко эф фи ци ен -
тов на ра ще ния для раз лич ных го до вых ста вок про стых про -
цен тов 10%; 15%; 20% за пе ри од 5 лет.

2. Го до вая став ка про стых про цен тов бан ка со став ля ет
12%. Че рез сколь ко лет вло жен ная сум ма а) уд во ит ся б) ут -
ро ит ся?

3. Вклад чик по ло жил в банк под 15% го до вых 3000 руб.,
ка кая сум ма бу дет на сче те вклад чи ка: а) че рез три ме ся ца;
б) че рез год; в) че рез три с по ло ви ной го да?

4. Ка кую сум му не об хо ди мо по ло жить в банк при ус ло -
вии 15% го до вых по про стой став ке, что бы на ко пить
50000 руб.: а) через 6 ме ся цев; б) че рез 1 год; в) че рез 2 го да
9 ме ся цев?

5. В банк по ло же но 10000 руб., а че рез 2,5 го да на сче те
ста ло 15000 руб. Оп ре де ли те став ку про цен тов бан ка с еже -
ме сяч ным на чис ле ни ем про цен тов.

6. По ст рой те таб ли цу и гра фи ки из ме не ния ко эф фи ци ен -
тов на ра ще ния, про цент ных де нег и на ра щен ной сум мы в те -
че ние 5 лет вло жен ной сум мы 10000 руб. на ус ло ви ях 15% го -
до вых.

7. Кли ент по лу чил 20 ян ва ря ссу ду в раз ме ре 100000 руб.
под 20% го до вых с ус ло ви ем воз вра та дол га 6 сен тя б ря то го
же го да. Оп ре де ли те ве ли чи ну про цент ных де нег.

8. По ку па тель ку пил в кре дит ко с тюм сто и мо с тью
9000 руб. и уп ла тил в мо мент при об ре те ния 2000 руб., а на
ос таль ную сум му по лу чил кре дит на 6 ме ся цев под 12% го до -
вых на ус ло вии га шения дол га рав ны ми еже ме сяч ны ми уп -
ла та ми. Оп ре де ли те раз мер еже ме сяч но го пла те жа.
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Риск, свя зан ный с уве ли че ни ем за ку поч ной це ны Δpij
из

в связи с за ме ной ма те ри а ла ко жи обу ви на 1 долл. за па ру

Rиз = Δpij
изqij

из =10 000 долл.

При по втор ном за ка зе этих же мо де лей про из во ди те лем
бы ла сде ла на скид ка на каж дую па ру в раз ме ре 0,5 долл., что
при ве ло при том же объ е ме за ка за к сни же нию сум мы за куп -
ки на ве ли чину Rиз = 5000 долл.

Риск упу щен ной вы го ды за вре мя t = 10 ме ся цев дол га
раз ме-ром Д = 2 000 000 руб. с уче том пе ре вло же ния каж дые
t = 4 ме ся ца в ком мер че с кую опе ра цию со 100%-ным рос том
ка пи та ла β = 1 со ста вит убы ток раз ме ром

Rуп = Д(1 + β)t/Δt = 2(1 + 1)10/4 = –11,28 млн руб.

Риск, оп ре де ля е мый пре до пла той кли ен та-по ку па те ля,
в разме ре 600 000 руб. за t = 2 ме ся ца до фак ти че с ко го по лу -
че ния то вара, со ста вит вы го ду:

R = Д(1 + β)t/Δt = 0,6(1 + 1)2/4 = + 826 000 руб.

Та ким об ра зом, рас че ты ком мер че с ких ри с ков на пред -
приятии оп то вой тор гов ли по ка зы ва ют на весь ма ощу ти мое
вли я ние при чин ком мер че с ких ри с ков на ре зуль тат ком мер -
че с ких опе-ра ций.

Попробуйте дають ко ли че ст вен ную оцен ку ра бо ты двух
ме не д жеров оп то вой фир мы по про да же то ва ров роз нич ным
пред при я тиям, ес ли 1 ок тя б ря один ме не д жер по лу чил аванс
от кли ен та 30 000 долл. за то вар, ко то рый по лу чит че рез ме -
сяц, а вто рой мене джер на эту же да ту име ет за дол жен ность
от кли ен тов 3 млн руб. за то вар, от пу щен ный еще в де ка б ре
про шло го го да. За один обо рот (квар тал) вло жен ные сред ст -
ва уд ва и ва ют ся.

Про ве ден ный ана лиз и оцен ка ком мер че с ких ри с ков на
ос нове эко но ми ко-ма те ма ти че с ких ме то дов и мо де лей поз во -
ля ет ими ти ро вать раз лич ные ком мер че с кие си ту а ции для ар -
гу мен тиро ван но го и сво е вре мен но го при ня тия ре ше ний по
эта пам разви тия опе ра ций, по сколь ку рас че ты яв но по ка зы -
ва ют на действие фор му лы биз не са «вре мя — день ги».

Кон троль ные во про сы
1. Ка ко во со дер жа ние фи нан со во-ком мер че с кой опе ра ции?
2. Ка ко вы по ка за те ли фи нан со во-ком мер че с кой опе ра ции?
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18. Кре ди тор пре до ста вил ссу ду в раз ме ре 4,5 млн руб.
с ус лови ем по га ше ния дол га че рез 90 дней в раз ме ре 5 млн
руб. Оп ре дели те до ход ность опе ра ции для кре ди то ра в ви де
про стой и учетной ста вок про цен тов.

19. Кли ент дол жен по пла теж но му обя за тель ст ву уп ла тить
через 90 дней 4 млн руб. с про цен та ми, на чис ля е мы ми по
став ке про стых про цен тов — 20% го до вых. За 40 дней до сро ка
его по гаше ния пла теж ное обя за тель ст во бы ло уч те но по учет  -
ной став ке 15%. Оп ре де ли те сум му, по лу чен ную при уче те.

20. Ка кую сум му не об хо ди мо про ста вить в век се ле, ес ли
факти че с ки вы дан ная сум ма со став ля ет 2 млн руб. со сро ком
по га шения 2 го да. Рас чет по век се лю про во дят по го до вой
учет ной став ке 10%.

Слож ные про цен ты

21. Срав ни те раз ви тие опе ра ций по схе ме про стых
и слож ных про цен тов за 5 лет при ус ло вии ра вен ст ва го до -
вых про цент ных ста вок в раз ме ре 24%. По ст рой те таб ли цы
и гра фи ки по про стой, слож ной и но ми наль ной став кам.

22. По ст рой те таб ли цы из ме не ния го до вых ко эф фи ци ен -
тов на ра ще ния для раз лич ных ста вок слож ных про цен тов
5%, 15%, 30% в те че ние 5 лет на чис лен ным по по лу го ди ям.

23. Го до вая став ка слож ных про цен тов и но ми наль ная
с ежеме сяч ным на чис ле ни ем со став ля ет 12%. Че рез сколь ко
лет вложен ная сум ма уд во ит ся, ут ро ит ся?

24. Вклад чик по ло жил 3000 руб. в банк под слож ную но ми -
на ль ную став ку 12% го до вых с еже квар таль ным на чис ле ни -
ем про цен тов. Ка кая сум ма бу дет на сче те вклад чи ка: а) че рез
3 ме сяца; б) че рез год; в) че рез 3,5 го да?

25. Ка кую сум му не об хо ди мо по ло жить в банк под слож -
ную став ку 12% го до вых с еже ме сяч ным на чис ле ни ем про -
цен тов, чтобы на ко пить 50000 руб. че рез 6 ме ся цев, че рез
1 год, че рез 2 го да, че рез 3,5 го да?

26. В банк по ло жи ли вклад 100000 руб., а че рез 3 го да на
сче те бы ло 120000 руб. Оп ре де ли те но ми наль ную став ку
с еже ме сяч ным на чис ле ни ем про цен тов и эф фек тив ную
став ку про цен тов бан ка.

27. В до го во ре ука за на на чаль ная 20% го до вая став ка
слож ных про цен тов, ко то рая в даль ней шем еже год но уве ли -
чи ва ет ся на 5%. Оп ре де ли те мно жи тель на ра ще ния за 5 лет.
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9. По ку па тель ку пил в кре дит те ле ви зор сто и мо с тью
9000 руб. под 12% го до вых на ус ло ви ях по га ше ния дол га рав -
ны ми еже кварталь ны ми уп ла та ми в те че ние 2,5 лет. Оп ре де -
ли те раз мер ежеквар таль но го пла те жа.

10. Фер мер при об рел в кре дит трак тор сто и мо с тью
200000 руб. и уп ла тил в мо мент по куп ки 50000 руб., а ос таль -
ную сум му он дол жен по га сить в те че ние 5 лет рав ны ми уп -
ла та ми по по лу годи ям на ус ло ви ях 12% го до вых. Оп ре де ли -
те раз мер ре гу ляр но го пла те жа.

Дис кон ти ро ва ние

11. Кли ент 1 мар та учел век сель в бан ке на сум му
60000 руб., срок оп ла ты ко то ро го 1 ию ня, и по лу чил за не го
57000 руб. Оп реде ли те учет ную став ку бан ка.

12. Ка кую при быль по лу чит банк в ре зуль та те уче та 20 ап -
ре ля трех век се лей по 30000 руб. каж дый, ес ли срок оп ла ты
пер во го век се ля 20 ию ля, вто ро го — 19 ав гу с та, а тре ть е го —
18 ок тя б ря, а учет ная став ка бан ка — 10% го до вых?

13. Кли ент учел 1 ап ре ля век сель на сум му 50000 руб.
срок опла ты ко то ро го 1 ию ля то го же го да, и по лу чил за не го
40000 руб. Оп ре де ли те до ход и учет ную став ку бан ка.

14. Пе ре вод ной век сель вы дан на сум му 100000 руб. с уп -
ла той 11.10. Вла де лец век се ля учел его в бан ке рань ше 10.09.
по учет ной став ке 20%. Оп ре де ли те по лу ча е мую при уче те
сум му и дис конт.

15. Пе ре вод ной век сель вы дан 05.01 на сум му 200000 руб.
с упла той 08.03. Вла де лец век се ля учел его в бан ке 05.02 по
учет ной став ке 12%. На сум му дол га на чис ля ют ся про цен ты
по став ке 15% го до вых. Оп ре де ли те на ра щен ную сум му дол -
га, сум му, по лу чаемую при уче те, и дис конт бан ка.

16. Пе ре вод ной век сель вы дан 10.01 на сум му 300000 руб.
с упла той 20.04. Вла де лец век се ля учел его рань ше в бан ке
11.03 по учет ной став ке 20%. На сум му дол га на чис ля ют ся
про цен ты по про стой учет ной став ке 18% го до вых. Оп ре де -
ли те на ра щен ную сум му дол га и сум му, по лу ча е мую при
уче те.

17. По кон трак ту кре ди тор из сум мы кре ди та, вы дан но го
на 180 дней, сра зу удер жи ва ет дис конт в раз ме ре 20% от ука -
зан ной сум мы. Оп ре де ли те це ну кре ди та в ви де про стой го -
до вой учет ной став ки и го до вой став ки про стых про цен тов.
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36. Дол го вое обя за тель ст во на сум му 50000 руб., срок оп -
ла ты ко то ро го на сту па ет че рез 5 лет, про да но с дис кон том по
слож ной учет ной став ке 15% го до вых. Оп ре де ли те ве ли чи ну
по лу чен ной за долг сум мы и ве ли чи ну дис кон та и про ве ди те
срав не ние для слу ча ев ис поль зо ва ния той же ве ли чи ны про -
стой учет ной став ки и но ми наль ной слож ной учет ной став ки
с еже квар таль ным начис ле ни ем про цен тов.

37. Век сель вы дан на 10000 руб. с уп ла той 20 ок тя б ря.
Вла делец век се ля по га сил его в бан ке 20 ав гу с та то го же го да
по сложной учет ной став ке 20%. Оп ре де ли те по лу чен ную
сум му кли ентом и дис конт бан ка.

38. Век сель на 20000 руб. со сро ком по га ше ния 20 но я б ря
был уч тен 20 ав гу с та по слож ной став ке 18%. Оп ре де ли те по -
лу чен ную сум му кли ен том и дис конт бан ка, а так же те же по -
ка за те ли по слож ной учет ной став ке 18% с еже ме сяч ным на -
чис ле ни ем про- цен тов.

39. В под пис ном обя за тель ст ве ука за но уп ла тить 30000 руб.
че рез 60 дней с про цен та ми по став ке 24% в год. За 25 дней до
сро ка его по га ше ния до ку мент был про дан бан ку по слож ной
годо вой учет ной став ке 30%. Оп ре де ли те сум му, по лу чен ную
клиен том, и до ход бан ка.

40. Век сель на сум му 30000 руб. со сро ком по га ше ния че -
рез 60 дней и на чис ле ни ем про цен тов по став ке 24% го до вых
был продан бан ку за 30 дней до его по га ше ния по слож ной
учет ной ставке 30%. Оп ре де ли те но ми наль ную сто и мость
век се ля, це ну его про да жи и до ход бан ка.

Эк ви ва лент ные став ки

41. Банк на чис ля ет про цен ты по но ми наль ной слож ной
процент ной став ке 24% с еже ме сяч ным на чис ле ни ем про цен -
тов. Опре де ли те эк ви ва лент ные став ки: про стую, слож ную,
но ми нальную с по лу го до вым на чис ле ни ем про цен тов.

42. Для но ми наль ной про цент ной став ки 24% с на чис ле ни-
ем про цен тов 2 ра за в год ис чис ли те эк ви ва лент ные став ки:
но мина ль ные с еже ме сяч ным и еже квар таль ным на чис ле ни -
ем процен тов, го до вую эф фек тив ную про цент ную став ку.

43. Дол го вое обя за тель ст во на сум му 6 млн руб., срок оп -
ла ты ко то ро го на сту па ет че рез 5 лет, про да но с дис кон том по
слож ной учет ной став ке 15% го до вых. Оп ре де ли те раз мер
по лу чен ной сум мы и ве ли чи ну дис кон та. Срав ни те ре зуль та -
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28. Кли ент вло жил в банк 10000 руб. Ка кая сум ма бу дет
на сче те кли ен та че рез 2 го да, ес ли банк на чис ля ет про цен ты
по слож ной но ми наль ной став ке 12% при сле ду ю щих на чис -
ле ни ях про цен тов: а) еже ме сяч но; б) еже квар таль но; в) по лу -
го ди ям?

29. Кли ент же ла ет на ко пить 20000 руб. че рез 3,5 го да. Банк
на чис ля ет про цен ты по слож ной но ми наль ной про цент ной
ставке 12% го до вых с еже квар таль ным на чис ле ни ем про цен -
тов. Какую сум му дол жен вло жить кли ент?

30. По ст ро и те таб ли цу ди на ми ки из ме не ния ос нов ных
по каза те лей опе ра ции вло же ния в банк 20000 руб. на 3 го да
при ус ловии 12% на чис ле ния про цен тов по про стой, слож -
ной и но мина ль ной став кам с еже квар таль ным на чис ле ни ем
про цен тов.

Дис кон ти ро ва ние

31. Банк учи ты ва ет век сель на сум му 100000 руб. за два
ме сяца до сро ка его оп ла ты по слож ной учет ной став ке 16%
го до вых. Оп ре де ли те до ход бан ка и сум му, по лу чен ную
предъ я ви те лем век се ля. Ка кую про стую учет ную став ку дол -
жен ус та но вить банк, что бы его до ход не из ме нил ся?

32. Банк учи ты ва ет век сель но ми на лом 20000 руб. по про -
стой учет ной став ке 8% го до вых. Оп ре де ли те ве ли чи ну но -
ми наль ной учет ной став ки, не из ме ня ю щей до ход бан ка.

33. Кли ент име ет век сель на сум му 15000 руб. и на ме ре ва -
ет ся его учесть в бан ке 1 мар та по слож ной учет ной став ке
12%. Ка кую сум му по лу чит кли ент, ес ли срок по га ше ния
век се ля: а) 1 ию ля это го же го да; б) 1 ию ля сле ду ю ще го го да?
Оп ре де ли те ве ли чи ну про стой учет ной став ки, не из ме ня ю -
щей до ход бан ка.

34. Кре ди тор да ет день ги в долг, по лу чая век сель, по ко то ро -
му че рез два го да бу дет вы пла че но 5000 руб. Ка кую сум му сле-
ду ет дать под этот век сель се го дня, ес ли за взя тые в долг день-
ги выпла чи ва ют ся про цен ты по но ми наль ной став ке слож ных
про центов 12% с еже ме сяч ным на чис ле ни ем про цен тов?

35. Ка кую сум му сле ду ет про ста вить в век се ле, ес ли фак -
ти чески вы дан ная сум ма со став ля ет 20000 руб., срок по га ше -
ния 2 года? Про ве ди те рас че ты по став ке 12% го до вых для
слу ча ев исполь зо ва ния про стой учет ной став ки и но ми наль -
ной учет ной став ки с еже ме сяч ным на чис ле ни ем про цен тов.
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день ги с про цен та ми по но ми наль ной слож ной став ке 12%
го до вых с еже ме сяч ным начис ле ни ем про цен тов. Оп ре де ли -
те сум му вы плат.

54. Алек сан д ра че рез 28 лет уй дет на пен сию. Она пла ни -
ру ет на копить в Пен си он ном фон де РФ к то му вре ме ни
200 тыс. дол ла ров. Оп ре де ли те, сколь ко Та ма ра долж на еже -
квар таль но от чис лять в фонд, ес ли но ми наль ная слож ная
став ка 14% го до вых с еже кварталь ным на чис ле ни ем про цен -
тов; сколь ко она ре аль но вне сет в фонд; ка кую сум му про цен -
тов Та ма ра по лу чит в фон де?

55. Ма ри ан на при об ре ла ком пью тер в кре дит. Пер во на -
чальный взнос она сде ла ла в раз ме ре 1500 долл., ос таль ную
сум му еже ме сяч но бу дет вно сить по 125 долл. в те че ние
60 ме ся цев. Еже квар таль ная про цент ная став ка по кре ди ту
рав на 1,5%. Какую сум му вы пла тит Ма ри ан на за ком пью тер?

56. Ле на вкла ды ва ет 265 долл. на свой счет в бан ке в на ча -
ле каж до го ме ся ца в те че ние 9 лет. Но ми наль ная слож ная
про центная став ка рав на 18% с еже ме сяч ным на чис ле ни ем
про цен тов. Ка кая сум ма бу дет на сче те че рез 9 лет? Ка кой до -
ход по лу чит Ле на?

57. По кре дит но му до го во ру фир ма вы пла чи ва ет по по лу -
го диям про ну ме ран до по 8000 руб. бан ку в те че ние 2 лет.
Про цен ты на чис ля ют ся еже квар таль но по слож ной став ке
15% го до вых. Опре де ли те на ра щен ную сум му.

58. В те че ние 5 лет не об хо ди мо на ко пить 120000 руб. для
покуп ки ав то мо би ля. Банк на чис ля ет про цен ты еже квар таль -
но по слож ной но ми наль ной став ке 18% го до вых. Оп ре де ли -
те ве ли чину еже ме сяч но го ре гу ляр но го взно са и со вре мен -
ную ве ли чи ну рен ты.

59. В те че ние 10 лет се мья ре ши ла на ко пить 360000 руб.
для оп ла ты в бу ду щем обу че ния сы на в уни вер си те те. Банк
на чис ляет про цен ты по слож ной став ке 18% го до вых. Оп ре -
де ли те ве личи ну еже ме сяч но го ре гу ляр но го взно са и со вре -
мен ную ве ли чи ну рен ты.

60. За ем щик по лу чил в бан ке кре дит 500000 руб. для по -
куп ки ав то мо би ля на 3 го да с ус ло ви ем га ше ния дол га рав -
ны ми еже месяч ны ми пла те жа ми. На умень ша ю щу ю ся ве ли -
чи ну дол га на числя ют ся про цен ты по но ми наль ной слож ной
став ке 12%. Оп ре дели те сум му сроч но го пла те жа и сум му
вы пла чен ных про цен тов.
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ты вы чис ле ний с ис поль зо ва ни ем 15%-ной про стой учет ной
став ки.

44. Срок до по га ше ния век се ля 2 го да. Дис конт при его
уче те со ста вил 30%. Оп ре де ли те раз ме ры раз лич ных ви дов
учет ных ста вок, ко то рым со от вет ст ву ет этот дис конт.

45. Банк учел век сель за 70% его но ми на ла за пол го да до
его вы ку па. Оп ре де ли те до ход ность опе ра ции бан ка по раз -
лич ным эк ви ва лент ным став кам.

46. Оп ре де ли те сро ки до го во ра, по ко то ро му сум ма 7 тыс.
руб. до стиг нет 20 тыс. руб. по го до вой став ке 18% при на чис -
ле нии про цен тов по слож ной и но ми наль ной став кам с еже -
ме сяч ным на чис ле ни ем про цен тов.

47. Ссу да вы да на на 2 го да под 18% го до вых. Оп ре де ли те
доход ность этой опе ра ции по эк ви ва лент ной го до вой став ке
сложных про цен тов.

48. Сум ма в раз ме ре 50 тыс. руб. вы да на на 3 го да под 16%
годо вых по но ми наль но слож ной став ке с еже квар таль ным
на числе ни ем про цен тов. Оп ре де ли те до ход ность опе ра ции
по эф фектив ной став ке слож ных про цен тов.

49. Банк вы пла чи ва ет по вкла дам 12% го до вых по но ми -
нальной слож ной став ке про цен тов. Оп ре де ли те эф фек тив -
ную процент ную став ку, эк ви ва лент ную на чис ле нию про -
цен тов еже месяч но, еже квар таль но и по по лу го ди ям.

50. Кре дит пре до став ля ет ся на 6 лет под 18% го до вых по
слож ной про цент ной став ке. Ка кие ве ли чи ны эк ви ва лент -
ных ста вок мож но пре ду с мо т реть в кон трак те?

Фи нан со вые по то ки

51. Фер мер ку пил но вый трак тор за 5000 долл. с рас сроч -
кой на 6 лет по слож ной го до вой став ке 12%. Оп ре де ли те
сум му ежегод ных рав ных пла те жей и об щую сум му вы пла -
чен ных про центов. По ст рой те ма т ри цу га ше ния дол га.

52. В те че ние 5 лет на счет в банк по сту па ют в кон це го да
регу ляр ные пла те жи по 10000 руб., на ко то рые на чис ля ют ся
процен ты по слож ной го до вой став ке 12%. Оп ре де ли те на ра -
щен ную сум му и со вре мен ную ве ли чи ну рен ты.

53. Пен си о нер по дал в суд на Пен си он ный фонд РФ, ко -
то рый в те че ние 10 лет не до пла чи вал еже ме сяч но 120 руб.
пен сии. Суд обя зал фонд вы пла тить все не до пла чен ные
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вых по схе ме про стых про цен тов. Сред не ме сяч ный уро вень
ин фля ции — 2%. Оп ре де ли те на ра щен ную с уче том ин фля -
ции сум му на мо мент окон ча ния сро ка, а так же фак ти че с кую
го до вую про цент ную став ку и став ку, учи ты ва ю щую ин фля -
цию.

69. Кре дит в раз ме ре 50 млн руб. вы дан на 2 го да. Ре аль -
ная доход ность опе ра ции долж на со ста вить 20% го до вых по
слож ной став ке ссуд ных про цен тов. Уро вень ин фля ции со -
ста вил 25% в год. Оп ре де ли те мно жи тель на ра ще ния, слож -
ную став ку про центов, учи ты ва ю щую ин фля цию, и на ра щен -
ную сум му.

70. Ин фля ция за про шед ший год по ме ся цам со ста ви ла
со ответ ст вен но 7,5,6,9,10,12,6,8,7,11,9,7%. Оп ре де ли те сред -
ний ежеме сяч ный уро вень ин фля ции, уро вень ин фля ции за
год; на сколь ко про цен тов воз рос ли це ны с 01.01 на 01.04;
во сколь ко раз воз рос ли це ны на 01.11 по от но ше нию к це нам
на 01.02; на сколько про цен тов це ны на 01.06 бу дут ни же цен
на 01.10?

71—80. Про ве с ти рас че ты ком мер че с ких ри с ков пред при -
я тия оп то вой тор гов ли по ос нов ным эта пам опе ра ции от за -
куп ки то ва ров у про из во ди те ля до про да жи кли ен там в роз -
нич ную сеть тор гов ли по дан ным нижеприведенной таблицы
и по ст ро ить гра ни цы зон ком мерче с ких ри с ков.
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Ин фля ция

61. Оп ре де ли те сред ний уро вень ин фля ции за пол го да,
ес ли ин фля ция по ме ся цам со ста ви ла со от вет ст вен но 5, 10,
15, 20%, а за по след ний ме сяц де ф ля ция со ста ви ла 10%.

62. На вклад 150000 руб. на чис ля ют ся про цен ты еже квар -
тально по но ми наль ной став ке слож ных про цен тов 24%.
Сред ний уро вень ин фля ции за квар тал со став ля ет 8%. Оп ре -
де ли те фак тиче с кие раз ме ры про цент ных де нег за год. Вы -
чис ли те фак ти ческую го до вую про цент ную став ку и став ку,
учи ты ва ю щую ин фляцию.

63. Го до вой уро вень ин фля ции со став ля ет 20%. Но ми -
наль ная го до вая с еже ме сяч ным на чис ле ни ем про цен тов
став ка бан ка — 24% го до вых. Оп ре де ли те фак ти че с кую го до -
вую став ку и став ку, учи ты ва ю щую ин фля цию.

64. Банк при ни ма ет вкла ды от на се ле ния под 20% го до -
вых. На этих ус ло ви ях на срок 3 го да был по ло жен вклад.
За пер вый год ин фля ция со ста ви ла 10%, за вто рой — 20%,
за тре тий — 30%. Оп ре де ли те из ме не ние от но си тель ной ве -
ли чи ны вкла да в процен тах.

65. Ме сяч ная за ра бот ная пла та 01.02 со ста ви ла 9000 руб.,
а цена то ва ра — 18000 руб. 01.08 за ра бот ная пла та до стиг ла
15000 руб., а це на то ва ра по вы си лась до 36000 руб. Сред не -
ме сяч ный уро вень ин фля ции в рас сма т ри ва е мый пе ри од со -
ста вил 10%. Как из ме нилась (в руб лях и про цен тах) ре аль ная
це на то ва ра с уче том ин фляции и как из ме ни лась ре аль ная
за ра бот ная пла та за рас сма т ри ваемый пе ри од?

66. Под ка кой про цент, ког да и на ка кой срок мог ла взять
кредит на сум му 4450 долл. для при об ре те ния ав то мо би ля
«ВАЗ-2106» в сен тя б ре 1998 г. сту дент ка 3-го кур са у 50 сту -
ден тов сво е го по то ка, ес ли об мен ный пункт по ку пал дол лар
08.09.98 по це не 21,5 руб., а 15.09.98 про да вал по це не
10,8 руб. за дол лар?

67. Кли ент оп ла тил за поль зо ва ние кре ди том про цен ты
в разме ре 200000 руб. от сум мы кре ди та 2000000 руб. сро ком
на пол года. Сред не ме сяч ный уро вень ин фля ции со ста вил
2%. Оп ре де лите фак ти че с кую го до вую про цент ную став ку
и став ку учи ты ва ю щую ин фля цию.

68. Вклад чик на ме рен вне сти сум му 500000 руб. сро ком
на 9 ме ся цев в банк, ко то рый га ран ти ру ет вы пла ту 24% го до -
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Номер  задачи 71 72 73 74 75

Объем закупки Q, тыс. шт. 11 12 13 14 15

Цена единицы Р, долл. 28 29 30 27 26

Курс доллара K1 26 27 25 28 25

Курс доллара K2 27 28 26 29 26

Инфляция α, % 5 3 4 6 5

Ставка по кредиту i, % 36 38 37 36 35

Долг Д, млн. руб. 2 3 2 3 2

Срок долга t, мес. 10 12 10 12 10

Коэффициент прироста капитала β 2 1,5 2 1,5 2

Cрок оборота капитала Δt, мес. 3 4 3 4 3

Количество испорченных товаров
Nис,  тыс. шт.

2 1,5 2 1,5 2

Уценка,  % 5 6 5 6 7

Увеличение закупочной цены ΔР,
долл./шт.

1 1,5 1 1,5 1



Ответы к задачам

Гла ва 1

1. Фор ма № 2 «О при бы лях и убыт ках пред при я тия» за 2012 г.

2. а) Рас хо ды по про да же q еди ниц про дук ции со ста вят (тыс.
руб.). Вы руч ка от ре а ли за ции про дук ции со ста вит Bp, а при быль
Пр = Вр – С(x) = 0,5q – 125 (тыс. руб.). Точ ка бе зу бы точ но с ти, в ко то-
рой при быль рав на ну лю Пр = 0,5q – 125 = 0 оп ре де ля ет qк = 250 (ед.).

б) При быль Пр = 105 тыс. руб., т.е. Пр = 0,5q – 125 = 105 при
q = 460 ед.

7. а) Рав но вес ная це на на хо дит ся из ус ло вия D = S, тог да

= p + 0,5,

от ку да p = 2, т.е рав но вес ная це на 2 ден. ед.
б) Эла с тич ность по спро су и пред ло же нию оп ре де ля ем по фор -

му лам:

E(D) = ; E(S) = .
2p

————
2p + 1

–6p
—————————
(p + 2)(p + 8)

p + 8
————
p + 2

По ка за те ли Сум ма, тыс. руб.

Вы руч ка (без НДС) 9840

Се бе с то и мость про даж 5000

Ва ло вая при быль (убы ток) 4840

Ком мер че с кие рас хо ды 50

Уп рав лен че с кие рас хо ды 15

При быль (убы ток) от про даж 4775

До хо ды от уча с тия в дру гих ор га ни за ци ях —

Про цен ты к по лу че нию —

Про цен ты к уп ла те —

Про чие до хо ды 13 +12 = 25

Про чие рас хо ды 12 +10 = 22

При быль (убы ток) до на ло го об ло же ния 4772

Те ку щий на лог на при быль 954,4

Чи с тая при быль (убы ток) 3817,6
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Окончание таблицы

Номер  задачи 71 72 73 74 75

Объем закупки Q, тыс. шт. 16 17 18 19 20

Цена единицы Р, долл. 25 27 28 29 30

Курс доллара K1 26 27 29 28 26

Курс доллара K2 27 28 30 29 27

Инфляция α, % 54 3 4 5 6

Ставка по кредиту i, % 4 35 36 37 39

Долг Д, млн. руб. 3 2 3 2 3

Срок долга t, мес. 12 10 12 10 12

Коэффициент прироста капитала β 1,5 2 1,5 2 1,5

Cрок оборота капитала Δt, мес. 4 3 4 3 4

Количество испорченных товаров
Nис,  тыс. шт.

1,5 2 1,5 2 1,5

Уценка,  % 8 5 6 7 8

Увеличение закупочной цены ΔР,
долл./шт.

1,5 1 1,5 1 1,5
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Для рав но вес ной це ны p = 2 име ем E(D) = –0,3, E(S) = 0,8.По лу -
чен ные зна че ния эла с тич но с тей по аб со лют ной ве ли чи не мень ше 1,
то и спрос и пред ло же ние дан но го то ва ра при рав но вес ной це не не -
эла с тич ны от но си тель но це ны, сле до ва тель но из ме не ние це ны не
при ве дет к рез ко му из ме не нию спро са и пред ло же ния, при уве ли -
че нии це ны p на 1% спрос умень шит ся на 0,3%, а пред ло же ние уве -
ли чит ся на 0,8%.

в) При уве ли че нии це ны p на 5% от рав но вес ной спрос умень -
шит ся на 5% · 0,3 = 1,5%, сле до ва тель но, до ход воз ра с тет на 3,5%.

9. Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая мо дель про гно за ес те ст вен ной
убы ли мя са го вя ди ны мо ро же ной име ет сле ду ю щий вид:

d(t) = 1 – exp(0,151409 · 10–2 + 0,659718 · 10–4 · t – 0,692732 · 10–7 · t2).

Сред няя от но си тель ная ошиб ка ап прок си ма ции со став ля ет все -
го 4,8%, что сви де тель ст ву ет о весь ма хо ро ших ре зуль та тах.

Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая мо дель про гно за ве са за гру жен но го
мя са го вя ди ны мо ро же ной при хра не нии в хо ло диль ных ка ме рах
име ет сле ду ю щий вид:

P(t) = P(0) exp(0,151409 · 10–2 + 0,659718 · 10–4 · t – 0,692732 · 10–7 · t2).

Эко но ми ко-ма те ма ти че с кая мо дель про гно за ес те ст вен ной убы -
ли мя са го вя ди ны в за ви си мо с ти еще и от сте пе ни за груз ки р хо ло -
диль ных ка мер име ет сле ду ю щий вид:

d(t, p) = 1 – exp(0,005243 – 0,003925 · p + 0,00012226 · t –
– 0,00005626 · p · t – 0,7 · 10–7 · t2)

Гла ва 2
К п. 2.2

1. П = pj xj(xj – cj) � max.
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j j j
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j j j
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q p x b l H
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К п. 2.3.1

1. a) Fmin = –12 (2; 6); Fmax = 31,2 (6; ).

б) Fmin = 14 ; ; Fmax = 42 (0; 7).

2. a) Fmin = –42 (3; 0); Fmax = 0 (1,25; 8,75).
б) Fmin = –24/5 (3; 3/5); Fmax = 6 (0; 3).
3. а) Fmin = –16 (8; 0); Fmax = 36 (0; 6).
б) Fmin = –9 (3; 0); Fmax = 15 (3; 4).
4. a) Fmin = –6 (0; 4); Fmax = 15 (5; 0).

б) Fmin = 10 ; 1 ; Fmax = 16 (2,5; 1,5).

5. (800 дет., 2000 дет.); 388 тыс. руб.
6. (2; 3); 70 млн руб.
7. (88 ст., 222 шк.); 403,4 тыс. руб.
8. (5 скор., 10 пасс.); 9540 чел.
9. (242 чеб.; 209 бел.); 2888 руб.
10. (9700,5200); 217 600 руб.
11. (750 ваз; 1000 граф.); 1025 тыс. руб.
12. (300 ша пок, 400 подст.); 440000 руб.
13. (4; 8); 560 руб.
14. (10,8 т, 4,8 т); 1152 тыс. руб.

К п. 2.3.2—2.3.4

1. (15,0,10); 140 тыс. руб.
2. (0,132,156); 1020 тыс. руб.
3. (7,1; 0; 45,16); 237,42 тыс. руб.
4. (0; 0; 58); 348 тыс. руб.
5. (0; 22,2; 28,9); 335,56 тыс. руб.
6. (0; 9; 16); 544 тыс. руб.
7. (0;170;0); 1190 тыс. руб.
8. (800; 1800; 0); 169200 руб.
9. (250; 0; 0); 22,5 тыс. руб.
10. (0; 13 500; 0); 27714 руб.
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––
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––
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1, если пункт прикреплен к центру,
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5. C = cijrxijr � min.

6. cijxij � min.

7. C = cijxij � min.
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К п. 2.5

1. (25/11; 0; 54/11); 549/11.
2. (15/8; 9/4; 0); 135/8.
3. (78/19; 22/19; 0); 332/19.
4. (2; 14/11; 28/11); 772/14.
5. (0; 0; 1; 5); 41.
6. (20/9; 0; 7/9); 65/3.
7. (1; 1; 0; 0); 59.
8. (23/13; 0; 2/13); 347/13.
9. (9/2; 0; 0; 0); 173/2.
10. (2; 2; 0; 0); 36.

К п. 2.6

1. Мно же ст во оп ти маль ных ре ше ний, од но из ниx:

X* = Fmin = 4992 тыс. руб.

2. X* = Fmin = 5590.

3. X* = Fmin = 1130.

4. X* = Fmin = 4550 тыс. руб.

5. Мно же ст во оп ти маль ных пла нов, один из них:

X* = Fmin = 10 240.

6. X* = Fmin = 5340 тыс. руб.

7. X* = Fmin = 10 350 тыс. руб.
⎛
⎜
⎜
⎝

20 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎠

65 0 0
15 50 15

⎛
⎜
⎜
⎝

0 60 0 140 0 ⎞
⎟
⎟
⎠

30 0 100 0 120
50 200 0 0 0

⎛
⎜
⎜
⎝

20 280 50 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎠

180 0 0 220 0
0 0 190 0 210

⎛
⎜
⎜
⎝

0 200 0 200 ⎞
⎟
⎟
⎠

150 0 0 150
0 50 50 0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

90 0 30 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

40 170 0 30
0 0 80 0

60 0 0 0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

190 0 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

0 0 180 130
210 0 0 50

0 120 0 20

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 2 0 220 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

0 0 188 0 0
0 0 10 200 0

125 75 0 180 0
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11. 560 шт. (2 м); 280 шт. (1,25 м).
12. (0; 0; 0,16; 0,57); 81 тыс. руб.
13. (50/11; 0; 180/11); 7900/11 руб.
14. (0,43; 0; 0; 0); 7042 руб.
15. 20000; 30000; 20000; 30000 долл.
18. (8/3; 0; 0; 2/3); 6.
19. (0; 0; 1; 0); 3.
20. (0; 5; 0); 50.
21. (0; 6; 2); 18.
22. (0; 6; 0); 1260.
23. (0; 8; 0); 96.
24. �.
25. (0; 18;10;5); 125.
26. 14; 11; 72.
27. 12; 12; 48.
28. 4; 2; 38.
29. 8; 3; 11.
30. 2; 2; 4.
31. 5; 4; 86.
32. 1; 3; 14.
33. 2; 5; 29.

К п. 2.4.3

1. a) Δbi = 20 x1 = 5 х2 = 0 х3 = 30 F(x) = 180
б) Δb 3 = –10 x1 = 0 х2 = 0 х3 = 20 F(x) = 130
в) x1 = 2,5 x2 = 5 х3 = 20 F(x) = 140

2. a) Δb1 = 200 х1 = 0 x2 = 252 х3 = 116 F(x) = 1220
б) Δb2 = –300 x1 = 0 x2 = 192 x3 = 36 F(x) = 720 
в) x1 = 90 x2 = 6 x3 = 138 F(x) = 840

3. а) Δb1 = 100 x1 = 0,6 x2 = 0 x3 = 68 F(x) = 276
б) Δb2 = –10 x1 = 4,2 x2 = 0 x3 = 50,36 F(x) = 234,82
в) x1 = 2,75 x2 = 5 x3 = 43 F(x) = 224

4. а) Δb1 = 2 x1 = 0 x2 = 0 x3= 59 F(x) = 354
б) Δb1 = –50 x1 = 0 x2 = 0 x3 = 33 F(x) = 198
в) x1 = 20 x2 = 0 x3 = 18 F(x) = 268

5. a) Δb1 = 300 x1 = 0 x2 = 10,2 x3 = 49,9 F(x) = 410,5
б) Δb2 = –100 x1 = 0 x2 = 11,11 x3 = 34,45 F(x) = 307,5
в) x1 = 60 x2 = 16,8 x3 = 7,3 F(x) = 335,5

6. а) Δb1 = 6 x1 = 0 x2 = 10,5 x3 = 16 F(x) = 568
б) Δb3 = –1 x1 = 0 x2 = 9 x3 = 15,8 F(x) = 5
в) x1 = 30 x2 = 1,5 x3 = 4 F(x) = 304

7. а) Δb1 = 40 x1 = 0 x2 = 178 x3 = 0 F(x) = 1246
б) Δb1 = –100 x1 = 0 x2 = 150 x3 = 0 F(x) = 1050
в) x1 = 0 x2 = 150 x3 = 20 F(x) = 1130

452



8. A3.
10. A4.

Гла ва 4

2. d +(x1) = 0 d +(x2) = 1 d +(x3) = 1
d –(x1) = 1 d –(x1) = 2 d –(x3) = 1
d +(x4) = 3 d +(x5) = 0 d +(x6) = 0
d –(x4) = 1 d –(x5) = 3 d –(x6) = 2
d +(x7) = 2 d +(x8) = 1 d +(x9) = 0
d –(x7) = 1 d –(x8) = 0 d –(x9) = 0

4. 1) Np = {S; 1; 3}.
Np = {5; 2; 4; t}.
Up = {(1; 2) (1; 5) (3; 5) (3; 4)}.
VP = 5 + 4 + 3 + 4 = 16.

2) Np = {S}.
Np = {1, 2, 3, 4, 5, t}.
Up = {(S; t) (S; 2)}.
Vp = 10 + 9 = 19.

3) Np = {S; 2; 5}.
Np = {1; 3; 4; t}.
Up = {(S; 1) (S; 3) (1; 1) (1; 5) (3; 5) (2; t) (5; t) (4; 5)}.
Vp = 10 + 9 + 5 + 4 + 3 + 8 + 2 + 3 = 44.

4) Np = {S; 4}.

1. u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9 u10

x1 –1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x2 1 –1 –1 0 0 0 0 0 0 0
x3 0 1 0 –1 0 0 0 0 0 0
x4 0 0 1 1 1 –1 0 0 0 0
x5 0 0 0 0 –1 0 –1 –1 0 0
x6 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
x7 0 0 0 0 0 1 0 1 0 –1
x8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
x9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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8. Мно же ст во оп ти маль ных ре ше ний, од но из них:

X* = Fmin =  4480 тыс. руб.

9. Мно же ст во оп ти маль ных пла нов, один из них:

X* = Fmin =  12 320 тыс. руб.

10. X* = Fmin = 12 320 тыс. руб.

11. X* = Fmin =  12 010 тыс. руб.

К п. 2.7

1. xн = 1, xв = 3, F(x) = 11 тыс. руб.

2. xн = 3 , xв = 1 , F(x) = 10 тыс. руб.

3. xн = 4 , xв = 1 , F(x) = 12 тыс. руб.

4. xн = 3 , xв = 1 , F(x) = 8 тыс. руб.

5. xн = 3 , xв = 1 , F(x) = 12 тыс. руб.

6. xн = , xв = 6 , F(x) = 28 тыс. руб.

7. xн = 3, xв = 2, F(x) = 12 тыс. руб.
8. xн = 5, xв = 0, F(x) = 10 тыс. руб.
9. xн = 3, xв = 2, F(x) = 12 тыс. руб.

10. xн = 1 , xв = 2 , F(x) = 9 тыс. руб.

Гла ва 3
К п. 3.5

1. α = 3, β = 5, (A3; B4).
2. α = 6, β = 11, (А4; В3), нет.
3. S1 = (3/5; 2/5), Sn = (23/30; 7/30), γ = 6/5.
5. Sn = (0; 0; 1/13; 2/13), S1 = (0; 2/39; 7/39), γ =13/3.
6. A4.
7. A3.

1
–
3

1
–
3

1
–
3

1
–
3

2
–
3

1
–
3

1
–
3

2
–
3

2
–
3

1
–
3

1
–
3

1
–
3

1
–
3

1
–
3

1
–
6

2
–
3

1
–
3

⎛
⎜
⎜
⎝

0 70 0 560 0 ⎞
⎟
⎟
⎠

0 110 60 0 540
400 0 420 0 0

⎛
⎜
⎜
⎝

520 310 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎠

0 0 0 670
0 300 380 90

⎛
⎜
⎜
⎝

20 0 12 0 ⎞
⎟
⎟
⎠

8 18 0 0
0 1 0 16

⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 60 0 40 ⎞
⎟
⎟
⎠

50 0 0 100 0
0 200 0 0 0

454



Np = {1; 2; 3; 4; t}.
Up = {(S; 1) (S; 3)} = 9 + 8 = 17.

8. 1) {S; 1; 2; t}
(S; 1)Δϕ = 11.
(1; 2)Δϕ = 6.
(2; t)Δϕ = 9.
max V = min [11; 6; 9] = 6.

2) {S; 2; t}
(S; 2}Δϕ = 3.
(2, t)Δϕ = 3.
max V = min [3; 3] = 3.

3) {S; 1; 4; 5; t}.
(S; 1)Δϕ = 5.
(1; 4)Δϕ = 8.
(4; 5)Δϕ = 5.
(5; t)Δϕ = 6.
max V = min [5; 8; 5; 6] = 5.
Vmax = 6 + 3 + 5 = 14.

9. (1 — 2 — 4 — 3 — 5 — 1); Lmin = 120.
10. 1) 23,5; 2) 28; 3) 35; 4) 40; 5) 39,75.
11. a) 30,7; б) 26,4.
12. (В — 1 — 4 — D); (С — 3 — 1 — 4 — D); Рmax = 49 т.

13. a) Cmin = 26 Cmax = 46

б) Cmin = 14 Cmax = 24

в) Cmin = 32 Cmax = 56

г) Cmin = 8 Cmax = 25

14. Hmax = 7 892 000.
⎛
⎜
⎜
⎝

0 0 0 1 0 ⎞
⎟
⎟
⎠

1 0 0 0 0
0 0 1 0 0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 1 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 1 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 1 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 1 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0 ⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
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Np = {1; 2; 3; 4; 5; t}.
Up = {(S; 1) (S; 3) (3; 4) (4; 5) (4; t )}.
Vp = 10 + 9 + 4 + 3 + 7 = 33.

5. 1) {S; 1; 2; t}.
(S; 1)Δϕ = 10.
(1; 2)Δϕ = 5.
(2; t)Δϕ = 8.
max V = min [10; 5; 8] = 5.

2) {S; 1; 5; 2; t}.
(S; 1)Δϕ = 5.
(1; 5)Δϕ = 4.
(5; 2)Δϕ = 2.
(2; t)Δϕ = 3.
max V = min [5; 4; 2; 3] = 2.

3) {S; 1; 5; t}.
(S; 1)Δϕ = 3.
(1; 5)Δϕ = 2.
(5; t)Δϕ = 2.
max V = min [3; 2; 2] = 2.

4) {S; 3; 4; t}.
(S; 3)Δϕ = 9.
(3; 4)Δϕ = 4.
(4; t)Δϕ = 7.
max V = min [9; 4; 7] = 4.
Vmax = 5 + 2 + 2 + 4 = 13.

6. Vmax = 5.

7. 1) {S; 1; 2; t}.
(S;1)Δϕ = 9.
(1; 2)Δϕ = 6.
(2; t)Δϕ = 10.
max V = min [9; 6; 10] = 6.

2) {S; 1; 4; 2; t}.
(S; 1)Δϕ = 3.
(1; 4)Δϕ = 3.
(4; 2)Δϕ = 4.
(2; t)Δϕ = 4.
max V = min [3; 3; 4; 4] = 3.

3) {S; 3; 4; t}.
(S; 3)Δϕ = 8.
(3; 4)Δϕ = 4.
(4; t)Δϕ = 7.
max V = min [8; 4; 7] = 4.
Vmax = 6 + 3 + 4 = 13.
Np = {S}.
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23. 6,11 лет; 9,7 лет.
24. 3090 руб.; 3376 руб.; 4537 руб.
25. 47081 руб.; 44248 руб.; 39370 руб.; 32895 руб.
26. 6%; 6,2%.
27. 3,69.
28. 12 697 руб.; 12 667 руб.; 12624 руб.
29. 13 202 руб.
31. 2667 руб.; 97136 руб.; 18,1%.
32. 8,7% при m = 4.
33. 14 374 руб.; 12 650 руб.— ком мер че с кая прак ти ка.
34. 3937 руб.
35. 26 316 руб.; 25 445 руб.
36. 112 612 руб.; 62 612 руб.; 200 000 руб.; 150 000 руб.; 107 296 руб.;

57 296 руб.
37. 9634 руб.; 366 руб.
38. 19 194 руб.; 806 руб.; 19113 руб.; 887 руб.
39. 980 руб.; 1020 руб.
40. 29 124 руб.; 876 руб.
41. 30,4%; 26,8%; 25,2%.
42. 22,8%; 23,3%; 25,4%.
43. 2,662 млн руб; 3 337 768 руб; 1,5 млн руб; 4,5 млн руб.
44. 14%; 16%.
45. 60%; 51%.
46. 10,3 го да; 6,3 лет; 4 го да.
47. 16,6%.
48. 17%.
49. 12,7%; 12,5%; 12,3%.
50. i = 28,3%; j = 16,7%.
51. 7200 долл ; 2200 долл.
52. 63 528 руб.; 35 800 руб.
53. 27 604 руб.
54. 607 долл.; 4244,7 долл.; 132 016 долл.
55. 2209 долл.
56. 70 490 долл.; 41 870 долл.
57. 35 789,5 руб.
58. 16 216 руб.; 49 501 руб.
59. 157,9 руб.; 85 263,3 руб.
60. 92 500 руб.; 16 458 руб.
61. 9%.
62. –10 796 руб.; –7,4%; 58%.
63. 5,9%; 42%.
64. –7%.
65. 6,2%; 1593 руб.
66. 56%; 05.09.98 на ме сяц.
67. –6,9%; 54,8%.
68. 485 000 руб; –4%; 60%.
69. 2,25; 50%; 112,5 млн руб.
70. 153,6%; 8%; на 19%; в 2 ра за; на 37%.
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16. 379 (1 — 2 — 3 — 5 — 4 — 1).
17. Lmin = 445 км;
С-Л-С — C — С-Ф — Х — С-Л — М — Н — Ч — С-Л-С.

Гла ва 5
К п. 5.6

1. Ротк = 0,655; Робс = 0,345; А = 2,76 авт/ч; Loч = 4 авт., toч = 0,5 ч.
2. Робс = 0,998.
3. n* = 5.
4. n1 = 6; n2 = 1.
5. Ротк = 0,66; Poбc = 0,34; Loч = 10 чел.; Точ = 0,5 ч.
6. Pо = 0,2; Loч = 3 чeл.; Lcмо = 4 чел.; Точ = 9,6 мин; Тсмо =12 мин.
7. Pо = 0,049; Loч = 0,1 чел.; Poч = 0,05; Точ = 0,005 мин; nз = 3, nсв = 3.
8. n* = 3.
9. n* = 2.
12. λ = 360 1/сут ки; Тср = 4 мин; P(k > 50) = 10–16.
14. n* = 3.
15. Pотк = 0,01; Poбc = 0,99; Po = 0,12.
16. Рo = 0,2; Ротк = 0,2; Poбc = 0,8; Тсмо = 4 ч.
17. nmin = 2; n = 4; nmax = 6.

18. 

19. n* = 2.

Гла ва 6

2. 8,3 го да; 16,6 лет.
3. 3112,5 руб.; 3450 руб.; 4575 руб.
4. 46511 руб.; 43478 руб.; 35400 руб.
5. 20%.
7. 12611 руб.
8. 1207 руб.
9. 1048 руб.
10. 19950 руб.
11. 20%.
12. 750 руб.; 990 руб.; 1500 руб.
13.10 000 руб.; 80%.
14. 98 333 руб.; 1667 руб.
15. 205 000 руб.; 198 032 руб.; 1968 руб.
16. 305 940 руб.; 293 400 руб.
17. 4%; 4,1%.
18. 44%; 40%.
19. 4,2 млн руб.
20. 2,5 млн руб.

n Пн. Вт. Ср. Чтв. Птн. Сб. Воскр.

Утро 2 3 2 3 2 4 2

Вечер 4 4 6 5 5 4 3
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16. Куз не цов, Ю. Н. Ма те ма ти че с кое про грам ми ро ва ние /
Ю. Н. Куз не цов, В. И. Ку зу бов, А. Б. Во ло щен ко. — М. : Выс шая
шко ла, 1980.

17. Ла го ша, Б. А. Оп ти маль ное уп рав ле ние в эко но ми ке : учеб.
по собие / Б. А. Ла го ша. — М. : Фи нан сы и ста ти с ти ка, 2003.
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